
ศุภณัฐ  ชัยดี
สมลักษณ์  อุตุดี
ภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ 
มหาวิทยาลัยเชียงใหม่

CALCULUS
30 วัน วันละนิด ปรับพื้นคณิตสู่แคลคูลัส

30 DAILY STEPS 
TO

DAYS MATH
diversity @CMU



 

 

โดย 
ผศ.ดร.ศุภณัฐ  ชัยดี 
รศ.ดร.สมลักษณ์  อุตุดี 
ภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร ์ 
มหาวิทยาลัยเชียงใหม ่

หนังสือเล่มนี้เป็นลิขสิทธิ์ของภาควิชาคณิตศาสตร ์คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยเชียงใหม ่
จัดทําและเผยแพรเ่พื่อประโยชน์ทางการศึกษาในวงกว้างโดยไมม่ีค่าใช้จ่ายใด ๆ 

ไมอ่นุญาตให้นําไปใช้เชิงพาณิชย์ก่อนได้รับอนุญาตจากผู้เขียน 

30 วนั 

วนัละนิด


ปรับพ้ืนคณิตสู่

แคลคูลัส


30 Days : Daily Steps to Calculus



หนังสอื “30 วัน วันละนิด ปรบัพื้นคณิตสูแ่คลคลัูส -- 30 Days : Daily Steps to Calculus” 

จัดทําโดย ผู้ชว่ยศาสตราจารย์ ดร. ศุภณัฐ  ชัยดี  และ รองศาสตราจารย์ ดร.สมลักษณ์  อุตุดี 
  ภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร ์มหาวิทยาลัยเชียงใหม ่
  239 ถนนห้วยแก้ว ตําบลสุเทพ อําเภอเมือง จังหวัดเชียงใหม ่50200 

เผยแพรอ่อนไลน์  ภาควิชาคณิตศาสตร ์คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยเชียงใหม ่
   https://math.science.cmu.ac.th  
   เดือนพฤษภาคม พ.ศ.2569 

ข้อคิดเห็นหรือข้อเสนอแนะ โปรดสง่มาได้ท่ีอีเมล supanut.c@cmu.ac.th  

https://math.science.cmu.ac.th
mailto:supanut.c@cmu.ac.th


คํานํา

หนังสือ “30 วัน วันละนดิ ปรบัพื้นคณติสูแ่คลคูลัส -- 30 Days : Daily Steps to Calculus” เกิดจากประสบการณ์ของผู้เขียน
ในการสอนวิชาแคลคูลัสให้แก่นักศึกษาชั้นปีท่ี 1 จากท้ังคณะวิทยาศาสตร์และคณะวิศวกรรมศาสตร์มาเป็นระยะเวลาหนึ่ง  
ผู้เขียนพบว่า ปญัหาหลักของผู้เรียนท่ีไมส่ามารถทําความเข้าใจแคลคูลัสได้นั้น ไมไ่ด้เกิดจากความยากของเนื้อหาแคลคูลัส
โดยตรง หากแต่เกิดจากความไมแ่ข็งแรงของพื้นฐานคณิตศาสตรท่ี์จําเป็นต่อการเรียนในระดับดังกล่าว 

ปัญหานี้นา่จะเปน็สิ่งท่ีพบได้ท่ัวไปในหมูน่ักเรียนนักศึกษาท่ัวประเทศ สอดคล้องกับข้อสังเกตของอาจารย์ผู้สอนคณิตศาสตร์
หลายท่าน และยิ่งทวีความรุนแรงขึ้นในชว่งการแพรร่ะบาดของเชื้อไวรัสโคโรนา 2019 ซึ่งสง่ผลให้สมรรถนะทางการเรียน
ของผู้เรียนถดถอยลง ภาควิชาคณิตศาสตร ์คณะวิทยาศาสตร ์มหาวิทยาลัยเชียงใหม ่ ได้พยายามแก้ไขปัญหาดังกล่าวหลาก
หลายแนวทาง เชน่ การสอบวัดพื้นฐานคณิตศาสตร ์ การจัดสอนทบทวนระยะสั้นก่อนเปิดภาคการศึกษา และการพัฒนา
คอร์สออนไลน์เพื่อปรับพื้นฐาน อย่างไรก็ตาม ผลลัพธ์ยังไม่เป็นท่ีน่าพอใจนัก โดยสาเหตุหนึ่งอาจมาจากการเรียนรู้ท่ีขาด
ความต่อเนื่องและสม]าเสมอ 

ด้วยเหตุนี้ ผู้เขียนจึงมีแนวคิดในการรวบรวมและสรุปสาระสําคัญของคณิตศาสตร์พื้นฐานท่ีจําเป็นต่อการศึกษาแคลคูลัส
ระดับมหาวิทยาลัย โดยมุ่งเน้นให้ผู้เรียนได้ฝึกฝนอย่างต่อเนื่อง ผ่านการเขียนและการลงมือทําด้วยตนเอง ผู้เขียนเชื่อว่า  
การฝึกทักษะอยา่งสม]าเสมอ จะชว่ยเสริมสร้างความเข้าใจในพื้นฐาน และเมื่อพื้นฐานมั่นคงแล้ว ผู้เรียนยอ่มสามารถต่อยอด
ไปสู่แนวคิดท่ีซับซ้อนยิ่งขึ้นได้อย่างมีประสิทธิภาพ แนวทางการนําเสนอได้รับแรงบันดาลใจจากหนังสือเตรียมสอบ
คณิตศาสตร์ของประเทศญี่ปุ่น ซึ่งได้จัดลําดับเนื้อหา ตัวอยา่ง และแบบฝึกหัดจากง่ายไปยากอยา่งเป็นระบบ 

หนังสือเล่มนี้แบ่งเนื้อหาออกเป็นระยะเวลา 30 วัน จัดเป็น 6 ช่วง ตามหัวข้อท่ีผู้เรียนเคยศึกษาซึ่งเป็นพื้นฐานสําหรับ        
การศึกษาในวิชาแคลคูลัสระดับมหาวิทยาลัย โดยอ้างอิงตามหลักสูตรการศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช 2551 (ฉบับ
ปรับปรุง พ.ศ. 2560) และหนังสือเรียนของสถาบันสง่เสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (สสวท.) ได้แก่ 
 ชว่งท่ี 1 จํานวนจริงและการดําเนินการเบื้องต้น 
 ชว่งท่ี 2 พื้นฐานพีชคณิตเบื้องต้น 
 ชว่งท่ี 3 ฟังก์ชันพื้นฐาน 
 ชว่งท่ี 4 กราฟของฟังก์ชันและเรขาคณิตวิเคราะห์เบื้องต้น 
 ชว่งท่ี 5 ฟังก์ชันท่ีสําคัญในแคลคูลัส 
 ชว่งท่ี 6 เนื้อหาเบ็ดเตล็ดอ่ืน ๆ ท่ีจําเป็นในแคลคูลัส 
พร้อมแบบฝึกหัดระคนเพื่อทบทวนความเข้าใจ 

เนื้อหาในแต่ละวันได้รับการออกแบบอยา่งเหมาะสม ประกอบด้วยแนวคิดพื้นฐาน ตัวอยา่งต้ังแต่ระดับพื้นฐานไปจนถึงระดับ
ท่ีท้าทายขึ้น และแบบฝึกหัดเพื่อเสริมความเข้าใจท่ีคัดเลือกมาจากรูปแบบโจทยป์ัญหาท่ีพบบอ่ย ๆ ในแบบฝึกหัดแคลคูลัส 
รวมถึงคําถามเชิงวิพากษ์ ผู้เรียนควรอ่านทบทวนและฝึกทําแบบฝึกหัดด้วยตนเองอยา่งสม]าเสมอ อยา่งน้อยวันละ 2 หน้า 
(อ่าน 1 หน้า เขียน 1 หน้า) โดยหลีกเล่ียงการใช้เครื่องมือชว่ย เชน่ เครื่องคํานวณ โปรแกรม หรือปัญญาประดิษฐ์ เมื่อฝึกครบ 
30 วัน ผู้เขียนคาดหวังว่าผู้เรียนจะมีพื้นฐานทางคณิตศาสตร์ท่ีเพียงพอสําหรับการศึกษาแคลคูลัสในระดับต่อไป อน่ึง 
หนังสือเล่มนีเ้ปน็หนังสือสรุปเพื่อเตรยีมความพรอ้ม การเรยีบเรยีงเน้ือหาจึงต้องทําใหก้ระชับ หากผูอ่้านต้องการศกึษาราย
ละเอียดเพิม่เติม โปรดศกึษารายละเอียดจากหนังสือเรยีนของ สสวท. หรอืศกึษาจาก Project 14 ของ สสวท. เข่นกัน 

ข้อหา้มสาํหรบัการใช้เชิงพาณิชย ์
หนังสือเล่มนี้จัดทําขึ้นเพื่อให้ใช้เป็นประโยชน์ต่อการศึกษาในวงกว้าง จึงเผยแพรใ่นพื้นท่ีสาธารณะผา่นทางเว็บไซต์ ผู้เขียน
ไม่อนุญาตให้ใช้หนังสือเล่มนี้เพื่อการพาณิชย์ (ขอบเขตการอนุญาต อาทิ การเรียนการสอนในโรงเรียน การสอนปรับพื้นฐาน
ระดับมหาวิทยาลัย ท่ีไมไ่ด้เป็นไปเพื่อการทํากําไร หรือการผลิตเพื่อจําหนา่ยในราคาต้นทุนของหนว่ยงาน) ท้ังนี้ หากผู้สนใจ
นําหนังสือเล่มนี้ไปผลิตเพื่อใช้งานด้านการศึกษา ขอความกรุณาแจ้งผู้เขียนทราบด้วย จักเป็นพระคุณยิ่ง 

การใช้ปัญญาประดิษฐใ์นการจัดทําหนังสอื 
ในกระบวนการจัดทําหนังสือเล่มนี้ ผู้เขียนได้ใชป้ญัญาประดิษฐ์ ChatGPT เพื่อชว่ยสรุปแนวคิดและสร้างแบบฝึกหัด ภายใต้
การกํากับทิศทางเนื้อหาอยา่งใกล้ชิดโดยผู้เขียน สําหรับการจัดเรียงพิมพ ์ ใช้โปรแกรม Pages บนเครื่องคอมพิวเตอร์แบบ 
Mac และการสร้างกราฟใช้แอปพลิเคชัน Desmos บนเว็บไซต์ รวมถึง Gemini ในการสร้างรูปภาพตัวการ์ตูนประกอบ
หนังสือท่ีปรับจากเว็บไซต์ https://humanation.app/avatar เพื่อเพิ่มความสวยงามนา่อ่านของหนังสือเล่มนี้ 

https://humanation.app/avatar


ท้ายท่ีสุดนี้ ผู้เขียนขอขอบคุณผู้มีสว่นสนับสนุนทุกท่าน รวมถึงบูรพาจารย์ท่ีได้ถ่ายทอดความรู้และประสบการณ ์นอกจากนี้ 
ขอขอบคุณ พศิน พวงสมบัติ ท่ีชว่ยทดลองทําแบบฝึกหัดและให้ข้อเสนอแนะสําหรับการแก้ต้นรา่งของหนังสือเล่มนี้ 

ผู้เขียนหวังเป็นอยา่งยิ่งว่าหนังสือเล่มนี้จะเป็นประโยชน์ต่อผู้เรียนในการทบทวนพื้นฐานคณิตศาสตร์ และสามารถต่อยอดสู่
การเรียนรู้ในระดับท่ีสูงขึ้นได้อยา่งมั่นใจ ท้ังนี้ หากพบข้อผิดพลาด สามารถแจ้งผู้เขียนเพื่อปรับปรุงในโอกาสต่อไปได้ผา่น
ทางอีเมล นอกจากนี้ ผู้เขียนมีแผนพัฒนาสื่อวิดีโอประกอบหนังสือ เพื่อเสริมประสิทธิภาพในการเรียนรู้ในอนาคต และ
ปรับปรุงหนังสือเล่มนี้ให้ดียิ่งขึ้น ขอให้ติดตามในโอกาสต่อไป  

ศุภณัฐ  ชัยดี 
สมลักษณ์ อุตุดี 

พฤษภาคม 2569 
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ช่วงที ่1 จํานวนจรงิและการดําเนินการเบื้องต้น 5

1 จํานวนและการดําเนินการ 6
2 เศษสว่น 8
3 เลขยกกําลัง 10
4 รากของจํานวนจริง 12
5 สมการเชิงเส้นหนึ่งตัวแปร 14

ช่วงที ่2 พื้นฐานพชีคณิตเบื้องต้น 17
6 พหุนาม 18
7 เอกลักษณ์ของพหุนามบางแบบ 20
8 การแยกตัวประกอบของพหุนาม 22
9 สมการพหุนามกําลังสอง 24

10 อสมการและค่าสัมบูรณ์ 26
ช่วงที ่3 ฟังก์ชันพื้นฐาน 29

11 ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน 30
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13 การสร้างฟังก์ชันใหม่ 34
14 สมบัติท่ีสําคัญของฟังก์ชัน 36

ช่วงที ่4 กราฟของฟังก์ชันและเรขาคณิตวิเคราะหเ์บื้องต้น 39
15 กราฟเส้นตรง 40
16 กราฟของฟังก์ชันกําลังสอง 42
17 สมการของภาคตัดกรวย 44
18 ระบบสมการสองตัวแปร 46
19 การเล่ือนแกนทางขนาน 48

ช่วงที ่5 ฟังก์ชันทีส่าํคัญในแคลคลัูส 51
20 ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล 52
21 ฟังก์ชันลอการิทึม 54
22 สมการและอสมการลอการิทึม 56
23 ทฤษฎีบทปีทากอรัส และอัตราสว่นตรีโกณมิติ 58
24 ฟังก์ชันตรีโกณมิติ : วงกลมหนึ่งหนว่ย 60
25 กราฟของฟังก์ชันตรีโกณมิติ 62
26 เอกลักษณ์ตรีโกณมิติท่ีสําคัญ 64
27 ฟังก์ชันผกผันตรีโกณมิติ 66

ช่วงที ่6 เน้ือหาเบด็เตล็ดอ่ืน ๆ ทีจํ่าเป็นในแคลคลัูส 69
28 สังยุคของราก 70
29 เศษสว่นของพหุนาม 72
30 กราฟของอสมการสองตัวแปร 74

แบบฝึกหดัหลังเรยีน (Post-test) 77



ปฐมนิเทศก่อนเรียน

สวัสดคีรบัทกุคน ! 
ยินดีต้อนรับสูภ่ารกิจ 30 วัน วันละนิด ปรบัพื้นคณิตสูแ่คลคลัูส 
เพื่อให้การเรียนรู้ของเรามีเปา้หมาย เรามารู้จักตัวเอง 
และมาดูข้อตกลงของการเรียนด้วยกันก่อน 






คําแนะนําการใชห้นังสือเล่มนี้





หนังสือเล่มนี้ ถูกออกแบบให้ผู้อ่านลงมือทําอยา่งต่อเนื่อง 
เป็นเวลา 30 วัน ในแต่ละวันมีจํานวน 2 หน้า ประกอบด้วย 
สรุปแนวคิดสําคัญ และตัวอยา่ง 1 หน้า และแบบฝึกหัด 1 หน้า 
ก่อนเริ่มเรียน ผู้อ่านควรทําแบบฝึกหัดก่อนเรียนเพื่อวัดความรู้ 
ผู้อ่านควรทําแบบฝึกหัดอยา่งสม]าเสมอทุกวัน ตามวันท่ีแบง่ไว้ 
เมื่อทําจนครบ 30 วันแล้ว ควรทําแบบฝึกหดัหลังเรยีน 
เพื่อตรวจสอบพัฒนาการในการเรียน 
ในระหว่างการเรียน ผู้อ่านควรปิดเครื่องมือสื่อสาร 
เพื่อให้เกิดสมาธิในการเรียน รวมถึงละเว้นการใช้เครื่องมือชว่ย 
อาทิ เครื่องคิดเลข ซอฟท์แวร์ รวมถึงปัญญาประดิษฐ์ 
เพื่อฝึกการคิดด้วยตนเอง 
ขอแนะนําให้ผู้อ่านจัดพิมพ์หนังสือเล่มนี้ออกมาเป็นฉบับกระดาษ  
จะชว่ยให้ผู้อ่านได้โฟกัสกับการฝึกหัดมากขึ้น 
ผู้เรียนสว่นใหญท่ี่มีปัญหาการเรียนแคลคูลัสในระดับมหาวิทยาลัย มักมีสาเหตุมาจากความเข้าใจพื้นฐานทางคณิตศาสตร์ท่ี
คลาดเคล่ือน รวมถึงความไมเ่ข้าใจในสัญลักษณ์ นิยาม และข้อตกลงทางคณิตศาสตร์ ปัญหานี้อาจมีผลมาจากการท่องสูตร
โดยขาดความเข้าใจ ดังนั้น ในหนังสือเล่มนี้ เราแนะนําให้ศึกษาแนวคิดและฝึกฝนทีละนิด จากง่ายไปยาก หากผู้อ่านต้องการ
ศึกษาทบทวนรายละเอียดเพิ่มเติม ขอแนะนําให้ใช้หนังสือของ สสวท. หรือศึกษาจาก Project 14 เพื่อเพิ่มพูนความเข้าใจ 

       Project 14 โดย สสวท. (โครงการสอนออนไลน์) :  https://proj14.ipst.ac.th/   

ตัวฉันชื่อ...................................................................... 
  ฉันคิดว่า ความรู้คณิตศาสตร์ท่ีฉันมี เพียงพอต่อการเรียน 
  แคลคูลัสหรือยัง 
      ⭕  พร้อมเต็มท่ี      ⭕  ได้อยู ่         ⭕  ไมไ่หวแล้ว 

  การสอบรอบท่ีผา่นมา คะแนนคณิตศาสตร์ฉันเป็นยังไงบ้าง 
       คะแนน A-level คณิตศาสตร์ ............... / 100  
       คะแนน TPAT3  ............... / 100  
       คะแนน TGAT2  ............... / 100

เกรดคณิตฯ ตอน ม.ปลายของฉันเป็นอยา่งไรบ้าง 

ฉันมีเป้าหมายในการเรียนคณิตศาสตร์ในระดับมหาวิทยาลัยอยา่งไรบ้าง

เทอม 1 เทอม 2

คณิตพื้นฐาน ม.4

คณิตเพิ่มเติม ม.4

คณิตพื้นฐาน ม.5

คณิตเพิ่มเติม ม.5

คณิตเพิ่มเติม ม.6

ฉันอยากปรับปรุงการเรียนของฉัน 
  ท่ีผา่นมาอยา่งไรบ้าง

หน้า Concept และตัวอยา่ง แบบฝึกหัด (มีเฉลยเฉพาะ 
คําตอบตอนท่ี 2 สว่นท้าย)

แต่ละวันจะระบุ Level (ระดับชั้นของเนื้อหา)  
สําหรับให้กลับไปทบทวนเพิ่มเติม (ดูเพิ่มเติมได้จาก Project 14)

https://proj14.ipst.ac.th/
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แบบทดสอบก่อนเรียน

วัดความเข้าใจท่ีมีอยูแ่ล้วก่อนเริ่มเรียน 

กติกา 
1. แบบทดสอบก่อนเรียน มีจํานวน 30 ข้อ ใช้เวลาทํา 60 นาที 

2. ข้อใดท่ีไมแ่นใ่จ หรือทําไมไ่ด้ ให้ข้ามไปทําในข้อถัดไปทันที 

3. ไมอ่นุญาตให้ใช้เครื่องมือชว่ย อาทิ เครื่องคํานวณ โทรศัพท์มือถือ ปัญญาประดิษฐ์ 
หรือเปิดหนังสืออ่ืนใดระหว่างทําแบบทดสอบ เพื่อให้แบบทดสอบฉบับนี้สะท้อน
ความสามารถท่ีแท้จริงของผู้อ่าน 

ถ้าพร้อมแล้ว ลงมือทําได้เลย ! 



หน้าท่ี 2 30 วัน วันละนิด ปรับพื้นคณิตสูแ่คลคูลัส

แบบทดสอบก่อนเรียน (ใชเ้วลาทํา 1 ชัว่โมง)

คําชีแ้จง เติมคําตอบลงในชอ่งว่าง 
ข้อที่ คําถาม คําตอบ

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

  แยกตัวประกอบได้เป็น(4x2 − 11x + 6)

กําหนด   และ  
จะได้ 

f (x) = x2 g(x) = x + 2
f (g(2)) =

−(3 + 1)2 + 5 × 4 − 8 ÷ 2 =

  
ทําให้อยูใ่นรูปผลสําเร็จ จะได้
(2x + 1)2 − (3x − 2)2

กําหนด  

จะได้ 

f (x) = { 2x , x ≤ 2
x + 1, x > 2

f (−1) + f (2) − f (3) =

กําหนด  
แก้อสมการจะได้ชว่งของคําตอบคือ

|2x − 3 | ≤ 7

กําหนด  เมื่อ  
จะได้ว่าฟังก์ชันผกผันของ  คือ

f (x) = 3x + 2 x ≥ 0
f

 ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่ายได้เป็น75 ⋅ 10 ⋅ 45
18 ⋅ 30

  

ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่ายและมีเลขชี้กําลังเป็นบวกได้เป็น

(12−1 × 23)2 × 32

2−3 × 6−2

 
ทําให้อยูใ่นรูปผลสําเร็จ จะได้
(2x + 1)(x − 6) − (x2 − 2x + 2)

กําหนด   
จะได้  

f (x) = x2 − 2x + 5
f (−2) =

กําหนด   
แก้สมการจะได้  

6x2 + 3x − 3 = 0
x =

กําหนด   
แก้สมการจะได้  

2(x + 3) − 3(x − 2) = 4x − 10
x =

สมการของเส้นตรงท่ีมีความชัน  และผา่นจุด   คือ2 (1,2)

วาดกราฟของ f (x) = (x − 1)2 − 2

7
8 ÷ 3

4 + ( 2
3 + 5

6 ) =
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ตรวจคําตอบได้ที่หน้าที่ 4 

     


     คะแนน Pre-test  ทีได้


17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

ข้อที่ คําถาม คําตอบ

 
ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่ายได้เป็น 
sin 60∘ cos 30∘ + tan 45∘

วาดกราฟของ x2 + y2 − 2x + 4y + 4 = 0

  จัดให้อยูใ่นรูปตรีโกณมิติท่ีมีเลขชี้กําลังเป็นหนึ่ง
ได้เป็น
cos4 x

สมการ  มีกราฟเป็นx2 + 2y2 = 1

เมื่อหาร  ด้วย   
จะได้ผลหารคือ ........  และเศษคือ ............

2x2 + 3x + 5 x + 2

กําหนด         

แก้ระบบสมการ จะได้ 

2x + y = 7
x − 2y = 5

x = . . . . . , y = . . . . . .

วาดกราฟของ  f (x) = 3 sin x

พจน์  เมื่อทําให้ตัวสว่นไมม่ีรากจะได้1
3 − 1

กําหนด  จะได้ log2(x − 1) = 3 x =

 
ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่ายได้เป็น
3 log2(4) − 4 log2( 2)

 

ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่ายได้เป็น
sin ( π

4 ) cos ( 7π
4 ) + sin ( 5π

6 ) cos ( 4π
3 )

arcsin(−1) =

วาดกราฟของความสัมพันธ์ 
r = {(x , y) ∈ ℝ × ℝ : y − x2 ≤ 1}

กําหนด   จะได้ 32x−1 = 27 x =



หน้าท่ี 4 30 วัน วันละนิด ปรับพื้นคณิตสูแ่คลคูลัส
เฉลยแบบทดสอบหลงัเรียน (เฉพาะคําตอบ)


1 11 21

2 12 22

3 13 23

4 14 24

5 15 25

6 16 26

7 17 วงรี 27

8 18 28

9 19 29

10 20 30x = 2

8
3

3 + 1
2

3
8 + 1

2 cos 2x + 1
8 cos 4x

4

−5x2 + 16x − 3 − π
2

161152 = 27 × 32
7
4

x = 22
5

f −1(x) = x − 2
3 , x ≥ 2

13

x2 − 9x − 8

[−2,5]

x = 1
2 , − 1

5 10
2

−2

y = 2x

0

1
4

(4x − 3)(x − 2)

ผลหาร  = 2x − 1, เศษ  = 7

x = 9

x = 19
5 , y = − 3

5
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ชว่งที่ 1

จํานวนจริงและการดําเนินการเบื้องต้น 
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วนัที่ 1 จาํนวนและการดําเนินการ
Level : ประถมศึกษา - มัธยมศึกษาปีท่ี 1 วัน / เวลาท่ีทํา :

• ในการดําเนินการของจํานวนในทางคณิตศาสตร ์เราใช้หลักการ BODMAS เพื่อเรียงลําดับการดําเนินการโดย  
1) เรียงตามลําดับความสําคัญ  2) ในระดับความสําคัญเดียวกัน ให้ทําจากซ้ายไปขวา 

       B : Bracket (วงเล็บ) O : Order (อันดับ - ยกกําลัง / ราก)  
       D : Division - M : Multiplication (การหาร - การคูณ มีความสําคัญเท่ากัน ทําจากซ้ายไปขวา)  
       A : Addition - S : Subtraction (การบวก - การลบ มีความสําคัญเท่ากัน ทําจากซ้ายไปขวา) 
• สําหรับจํานวนจริง  ใด ๆ ในการกระจายวงเล็บ เราทราบว่า                            
    สมบติัการกระจาย (distribution property)        
• เมื่อมีวงเล็บ ต้องกระจายเครื่องหมายหน้าวงเล็บเข้าไปในวงเล็บ ภายใต้การดําเนินการด้วย  
    เชน่                                    
• ค่าสมับูรณ์ของจํานวนจรงิ  เขียนแทนด้วย คือระยะทางท่ีวัดจากศูนย์ไปยังจํานวนจริง  มีค่าเป็นบวกหรือศูนย์ 
   เชน่                             

a −(−a) = a
a(b + c) = ab + bc

2 − (3 + 4) = 2 − 3 − 4 2 − (−3 − 4) = 2 + 3 + 4
a |a | a

|2 | = 2 | − 4 | = 4 | − 1.5 | = 1.5 |0 | = 0

ตัวอยา่งที ่1          
                        (ไมม่ีวงเล็บ ทําเครื่องหมายคูณก่อนเครื่องหมายบวก) 
ตัวอยา่งที ่2          
                        (ทําในวงเล็บก่อน แล้วทําจากซ้ายไปขวา) 
ตัวอยา่งที ่3          
                        (เครื่องหมายหารและลบมีระดับความสําคัญเท่ากัน ทําจากซ้ายไปขวา) 
ตัวอยา่งที ่4          
                        (ทําเครื่องหมายคูณและหารก่อน จากนั้นทําเรียงจากซ้ายไปขวา) 
ตัวอยา่งที ่5         
                                                           
                        (ทําในวงเล็บก่อน จากนั้นทําเครื่องหมายคูณให้เรียบร้อย แล้วจึงค่อยบวก)

8 + 2 × 3 = 8 + 6 = 14

(8 + 2) × 3 = 10 × 3 = 30

18 ÷ 3 × 2 = 6 × 2 = 12

20 − 4 × 3 + 6 ÷ 2 = 20 − 12 + 3 = 11

−(6 + 4) × 2 + 32 = (−10) × 2 + 9
= − 20 + 9 = − 11

ข้อความ จรงิ เท็จ แก้ไข

12 ÷ 3 × 2 = 8

12 ÷ (3 × 2) = 8

2 + 32 = 11

8 + 12 ÷ 3 × 2 = 16

2 + 3 × 4 = 20

(2 + 3) × 4 = 20

−(3 + 2) = − 3 + 2

18 − 32 × 2 = 12

50 − 6 × 4 + 8 ÷ 2 + ×3 = 38

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก

ทบทวนความเข้าใจ 1   ข้อความต่อไปนีจ้รงิหรอืเท็จ ถ้าเปน็เท็จ ให้แก้ไขให้ถูกต้องด้วย

Main Concept : สาระสําคัญ
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❹  
−(10 + 22 × 3) + 4 × 5

❺  100 ÷ 5 × 2 + 32 × (4 − 1)

❾  สําหรับตัวแปร  จงทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่าย x
3x + 2[x + 4(2x − 1)]

❽ 
150 − [10 × (3 + 22) + 4 × (6 − 1)]

❸  60 − 23 × (5 + 1) + 12 ÷ 3

❷  
48 ÷ 4 × (3 + 1)2

❻  
72 ÷ (6 + 3 × 2) × 4 + 5

❶  

                                                              

36 ÷ (3 × 2) + 5 × 4

❿  สําหรับตัวแปร  จงทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่าย 
 

a
5a − [2a + 3{a − 2(1 − a)}]

❼  72 ÷ [3 + 3 × (2 + 4)] × 5

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : จงหาค่าของนิพจน์ทีกํ่าหนดให้ต่อไปนี้

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❷ 192 ❸ 16  ❹  ❺ 67 ❻ 29 ❼  ❽ 60  ❾  ❿ −2120
72x−8−6a+6



หน้าท่ี 8 30 วัน วันละนิด ปรับพื้นคณิตสูแ่คลคูลัส







วนัที่ 2 เศษส่วน
Level : ประถมศึกษา - มัธยมศึกษาปีท่ี 1 วัน / เวลาท่ีทํา :

• การบวก - ลบ เศษสว่น ต้องทําตัวสว่นให้เท่ากันก่อน โดยหา ค.ร.น. ของตัวสว่น จากนั้นทําตัวสว่นให้เท่ากัน (โดยการ
คูณจํานวนนับท้ังเศษและสว่น ให้มีตัวสว่นเท่ากับ ค.ร.น.) แล้วบวก - ลบ เฉพาะตัวเศษ  เชน่ 

•       (กรณีนี้ ค.ร.น. ของ  และ  คือ ) 

•       (กรณีนี้ ค.ร.น. ของ  และ  คือ ) 

• ในกรณีท่ัวไป     เชน่  

ข้อควรระวัง     ห้ามบวกตัวเศษและตัวสว่นตรง ๆ เชน่  

• การคณูเศษสว่น คูณเศษกับเศษ คูณสว่นกับสว่น กล่าวคือ  

   เช่น         (อาจตัดทอนก่อนคูณ คือทอนเลข  กับ  ก่อน เพื่อให้คํานวณง่ายขึ้น) 

• การหารเศษสว่น คูณด้วยเศษสว่นกลับ กล่าวคือ  

     เช่น    

• เศษสว่นซอ้น มองเปน็เศษสว่นหารกัน  

1
3 + 5

6 = 1 × 2
3 × 2 + 5

6 = 2
6 + 5

6 = 7
6 = 1 1

6 3 6 6
1
5 − 3

6 = 1 × 6
5 × 6 − 3 × 5

6 × 5 = 6
30 − 15

30 = − 9
30 = − 3

10 5 6 30
a
b

+ c
d

= a d + bc
bd

1
3 + 1

2 = 1 × 2 + 1 × 3
3 × 2 = 5

6
1
2 + 1

3 ≠ 2
5

a
b

× c
d

= a × c
b × d2

3 × 6
5 = 2 × 6

3 × 5 = 12
15 = 4

5 3 6
a
b

÷ c
d

= a
b

× d
c3

4 ÷ 2
5 = 3

4 × 5
2 = 15

8
a
b
c
d

= a
b

÷ c
d

= a
b

× d
c

ตัวอยา่งที ่2     (ค.ร.น. ของ 6, 4, 3 คือ 12) 

วิธีทํา    

                                        

                                    

5
6 − 1

4 + 2
3

5
6 − 1

4 + 2
3 = 10

12 − 3
12 + 8

12
= 7

12 + 8
12

= 15
12 = 5

4

ตัวอยา่งที ่4    

วิธีทํา    

                                        

                                   

                                  

3
5 + ( 2

3 × ( 3
4 − 1

2 ))
3
5 + ( 2

3 × ( 3
4 − 1

2 )) = 3
5 + ( 2

3 × 1
4 )

= 3
5 + 2

12
= 18

30 + 5
30

= 23
30

ตัวอยา่งที ่1      (ค.ร.น. ของ 2, 4, 3 คือ 12) 

วิธีทํา    

                                        

                                  

1
2 + 3

4 − 2
3

1
2 + 3

4 − 2
3 = 6

12 + 9
12 − 8

12
= 15

12 − 8
12

= 7
12

ตัวอยา่งที ่3     

วิธีทํา      

                                       (ทําคูณก่อนบวก) 

                                   

                                  

1
2 + 3

4 ÷ 2
3

1
2 + 3

4 ÷ 2
3 = 1

2 + 3
4 × 3

2
= 1

2 + 9
8

= 4
8 + 9

8
= 13

8

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก

Main Concept : สาระสําคัญ
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ข้อความ จรงิ เท็จ แก้ไข
1
2 + 3

4 × 2
3 = ( 1

2 + 3
4 ) × 2

3

1
2 + 3

4 × ( 2
3 − 1

3 ) = 1
2 + 3

4 × 1
3

3
5 + ( 2

3 × 1
4 ) = 3

5 + 2
12

( 5
6 − 1

3 ) × 3
2 = ( 5

6 − 2
6 ) × 3

2

( 7
8 − 3

4 ) = 7 − 3
8 − 4

❸  
3
5 + 2

3 × ( 3
4 − 1

2 )

❶  

                                                     

1
2 + 3

4 × 2
3 − 1

6

❺  
2
3 + 1

6
5
4 − 1

2

× 3
5

❻  
1 − ( 3
4 × ( 2

3 + 1
6 )) + 5

8

❹  
( 7
8 − 3

4 ) × ( 5
6 + 1

3 )

❷  
( 5
6 − 1

3 ) × 3
2 + 1

4

ทบทวนความเข้าใจ 1   ข้อความต่อไปนีจ้รงิหรอืเท็จ ถ้าเปน็เท็จ ให้แก้ไขให้ถูกต้องด้วย

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : จงหาค่าของนิพจน์ทีกํ่าหนดให้ต่อไปนี้

เฉลยเฉพาะคําตอบ :❶  ❷  ❸   ❹  ❺  ❻ 5
6123

30
7
28

2
31
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วนัที่ 3 เลขยกกําลงั
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 1 - 2 วัน / เวลาท่ีทํา :

• เลขยกกําลังทีม่เีลขชีกํ้าลังเป็นจํานวนเต็ม ถ้า  เปน็จํานวนเต็มบวก เลขยกกําลังเป็นการเขียนจํานวนท่ีคูณซ]า ๆ  
  โดยเรียก  ว่าฐาน และเรียก  ว่า เลขชี้กําลัง 

• สมบติัของเลขยกกําลัง 
1.                   เชน่    

2.       เชน่   

3.                          เชน่   
4.                        เชน่   

5.    เชน่   

6.                เชน่   

7.          เชน่   

• ข้อควรระวัง  สมบัติของเลขยกกําลังมักใช้กับการคูณและการหาร ไมค่รอบคลุมการบวก - ลบ 
• ห้ามบวกเลขชี้กําลัง กล่าวคือ  เชน่  
• ห้ามกระจายเลขชี้กําลังกับการบวก กล่าวคือ  เชน่  
• ระมัดระวังการใช้กฎการคูณหรือหาร  กล่าวคือ  เชน่  
•  ใช้เมื่อ  เนื่องจากไมน่ิยาม   
• ระวังเครื่องหมายลบ กล่าวคือ  แต่  เชน่  แต่ 

n
an = a × a × ⋯ × a

n ตัว
a n

am × an = am+n 23 × 24 = 27 = 128
am

an = am−n, (a ≠ 0) 56

52 = 54 = 625

(am)n = amn (23)2 = 26 = 64
(ab)n = anbn (2 × 3)2 = 22 × 32 = 36

( a
b )

n

= an

bn , (b ≠ 0) ( 2
3 )

2
= 4

9
a0 = 1, (a ≠ 0) 70 = 1
a−n = 1

an , (a ≠ 0) 2−3 = 1
8

am + an ≠ am+n 22 + 23 = 4 + 8 = 12 ≠ 25

(a ± b)n ≠ an ± bn (2 + 3)2 = 25 ≠ 4 + 9
am × bn ≠ (ab)m+n 22 × 32 = 36 ≠ 64

a0 = 1 a ≠ 0 00

(−a)2 = a2 −a2 = − (a2) (−2)2 = 4 −22 = − 4

ตัวอยา่งที ่4    

วิธีทํา    

                                        

                                   

                                  

(2−3 × 42)2

2−1 × 8
(2−3 × 42)2

2−1 × 8 = (2−3 × (22)2)2

2−1 × 23

= (2−3 × 24)2

22

= (21)2

22

= 22

22 = 20 = 1

ตัวอยา่งที ่2     

วิธีทํา    

                                     

                                   

(22 × 33)2

(22 × 33)2 = 22×2 × 33×2

= 24 × 36

= 16 × 729 = 11664

ตัวอยา่งที ่3     

วิธีทํา      

                                    

                                   

                                  

(42 × 23)2

24

(42 × 23)2

24 = ((22)2 × 23)2

24

= (24 × 23)2

24

= (27)2

24

= 214

24 = 214−4 = 210

ตัวอยา่งที ่1     

วิธีทํา    

                                

35 × 32

33
35 × 32

33 = 35+2−3

= 34 = 81

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก : ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่ายและมเีลขชีกํ้าลังเปน็บวก

Main Concept : สาระสําคัญ
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ข้อความ จรงิ เท็จ แก้ไข

(2a)−2 = 1
(2a)2 = 1

22a2 = 1
4a2

(22 × 2−3)2

2−1 = 22

2−3 = 1
23 = 1

8

2−3 × 25

22 = 22

22 = 20 = 1

2−1 + 2−1 = 2−2 = 1
4

a−4

a−2 = a−4−(−2) = a−2

❶  

                                                     

(5−2 × 253)2

5−3 × 125

❺  ( (x−2y3)2 ⋅ (x4y−1)
(x y−2)3 )

2

, (x , y ≠ 0)

❹  

(18−1 × 63)2 × 32

2−3 × 3−2

❷  

(6−1)2 × 24 × 33

2−2 × 3−1

❸  
(22 × 3−1)3 × (32 × 2−1)2

2−2 × 3−3

❻  

( x3y−2

(x y)−1 )
2

⋅ ( (x2y)−1 ⋅ (x y2)3

x−1y )
x−3y−4 , (x , y ≠ 0)

ทบทวนความเข้าใจ 1   ข้อความต่อไปนีจ้รงิหรอืเท็จ ถ้าเปน็เท็จ ให้แก้ไขให้ถูกต้องด้วย

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่ายและมเีลขชีกํ้าลังเปน็บวก

เฉลยเฉพาะคําตอบ :❶  ❷  ❸   ❹  ❺  ❻ 5824×3226×3427×36y22

x6x13y6
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วนัที่ 4 รากของจาํนวนจรงิ
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 1 - 2 วัน / เวลาท่ีทํา :

• รากทีส่องของจํานวนจรงิ  คือจํานวน  ท่ีเมื่อยกกําลังสองแล้ว ได้เท่ากับจํานวนนั้น กล่าวคือ  

• สัญลักษณ์  (กรณฑ์ท่ีสอง - square root) ใช้เขียนแทนรากท่ีสองท่ีเป็นบวกของ   ได้ว่า  และ 
 เป็นรากท่ีสองของ  

            เช่น  รากท่ีสองของ  คือ  และ  เนื่องจาก  และ  

                            และ  

                     รากท่ีสองของ  คือ  และ   

• ข้อควรระวัง  ภายใต้ระบบจํานวนจริง ไมพ่ิจารณารากท่ีสองของจํานวนจริงลบ และ   
• รากที ่  ของจํานวนจรงิ  คือจํานวน  ท่ี   

• สัญลักษณ์  (กรณฑ์ท่ี  -  root) ใช้เขียนแทนรากท่ี  ของ  

            เช่น  รากท่ีสามของ  เขียนแทนได้ด้วย  และรากท่ีสามของ  คือ  ท้ังนี้เนื่องจาก   

                     ซึ่งเขียนได้ในรูป  

• เราสามารถพิจารณารากท่ี  ของจํานวนลบได้ เมื่อ  เป็นจํานวนค่ี 

• รากที ่  ในรูปแบบเลขยกกําลัง   เมื่อ  เป็นจํานวนนับท่ีมากกว่า  เราทราบว่า  โดยท่ี   เป็นเศษสว่น
อยา่งต̀า เรียกว่า เลขยกกําลังทีม่เีลขชีกํ้าลังเป็นจํานวนตรรกยะ โดยสมบัติของเลขยกกําลัง เราสามารถพิจารณา
สมบัติของรากท่ี  ได้ กล่าวคือ 

•                                เชน่  
•                    เชน่  

•
    เชน่  

•  เมื่อ  เป็นจํานวนค่ี และ   เมื่อ  เป็นจํานวนคู่ เชน่  

•   เมื่อ  เป็นจํานวนค่ี  เป็นจํานวนจริง และเมื่อ  เป็นจํานวนคู่  เป็นจํานวนจริงบวก                         

เชน่                 

a x x2 = a
a a x = a

x = − a a
25 5 −5 52 = 25 (−5)2 = 25

25 = 52 = 5 − 25 = − 52 = − 5
2 2 − 2

a2 = |a | ≠ ± a
n a x xn = a

n a n n − th n a
1 3 1 = 1 −1 −1 (−1)3 = − 1

3 −1 = − 1
n n

n n 1 n am = a m
n

m
n

n
n a = a 1

n 3 8 = 81
3 = 2

n ab = n a n b 3 54 = 3 27 ⋅ 2 = 3 27 3 2 = 3 3 2
n a

b
=

n a
n b

, b ≠ 0 3 64
27 =

3 64
3 27

= 4
3

n an = a n n an = |a | n 16 = 42 = |4 | = 4
( n a)

n
= a n a n a

( 3 −8)
3

= − 8 ( 4 16)
4

= 16

ตัวอยา่งที ่1      

วิธีทํา    

                            

1080
1080 = 36 ⋅ 30

= 6 30

ตัวอยา่งที ่2    

วิธีทํา      

                                         

16x4 ⋅ 4x2

16x4 ⋅ 4x2 = 64x6

= (8x3)2 = 8 |x3 |

ตัวอยา่งที ่4     เมื่อ  

วิธีทํา    

                                             

                                       

(32x5)
2
5 ⋅ (4x) 1

2

(2x2) 3
2

x > 0

(32x5)
2
5 ⋅ (4x) 1

2

(2x2) 3
2

= (25)
2
5 x2(22) 1

2 x
1
2

(2 3
2 )x3

= 22+1− 3
2 x2+ 1

2 −3

= 2 3
2 x− 1

2 = 2 2
x

ตัวอยา่งที ่3       

วิธีทํา    

                                             

                                       

3 54x5 ⋅ 3 2x
3 3x2

3 54x5 ⋅ 3 2x
3 3x2

= 3 108x6

3x2

= 3 36x4

= x 3 36x

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก : ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่าย

ค่าคงตัวใช้บอ่ย 
 
 

2 ≈ 1.414
3 ≈ 1.732
5 ≈ 2.236
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ข้อความ จรงิ เท็จ แก้ไข
4 16x4y8 = 2x y2

3 a3b6 = ab2

18x3

2x
= 18x3

2x
= 9x2 = 3 |x |

8 + 18 = 8 + 18 = 2 2 + 3 2 = 5 2

(−3)2 ⋅ 12 = 9 ⋅ 12 = 3 12 = 6 3

50x2 = 25 ⋅ 2 ⋅ x2 = 5x 2

❻  

(27x6y9) 2

3

(3x2y3) 3
2

❷ 

96 ⋅ 150 ⋅ 10

24 ⋅ 5

❹  

48x5 3x3

2x

2

❸  3 128x7 ⋅ 54x2

16x3

❺  (16x−2y3) 3
4 ⋅ (8x5y−2) 1

3

❶  

                                                     

45 ⋅ 20 ⋅ 18 ⋅ 14

ทบทวนความเข้าใจ 1   ข้อความต่อไปนีจ้รงิหรอืเท็จ ถ้าเปน็เท็จ ให้แก้ไขให้ถูกต้องด้วย

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่ายในรูปรากที ่n

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  ❷  ❸   ❹  ❺  ❻ 18072036x23272x716y12x2y7xy3y



หน้าท่ี 14 30 วัน วันละนิด ปรับพื้นคณิตสูแ่คลคูลัส







วนัที่ 5 สมการเชงิเส้นหนึ่งตัวแปร
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 1 - 2 วัน / เวลาท่ีทํา :

• สมการ คือประโยคทางคณิตศาสตร์ท่ีมีเครื่องหมายเท่ากับ  เพื่อบง่บอกปริมาณท่ีเท่ากันท้ังสองข้าง 
• ตัวแปร (variable) คือสัญลักษณ ์เชน่  ท่ีใช้แทนตัวไม่ทราบค่า 
• คําตอบของสมการ คือ จํานวนซึ่งเมื่อแทนในตัวแปรหรือตัวไมท่ราบค่าแล้วทําให้สมการเป็นจริง (สองข้างเท่ากัน) 
    เชน่     เป็นสมการท่ีมี  เป็นตัวแปร  
             และมี  เปน็คําตอบของสมการนี้ เพราะว่า เมื่อแทน  ในสมการดังกล่าว จะพบว่า 
             ด้านซ้ายมือ (L.H.S) คือ  ซึ่งมีค่าเท่ากับด้านขวามือของสมการ (R.H.S) ทําให้สมการเป็นจริง  
• การแก้สมการ สําหรับสมการเชิงเส้น (ตัวแปรมีเลขชี้กําลังเท่ากับหนึ่ง) ใช้สมบัติการเท่ากันของจํานวนจริง กล่าวคือ 

• สมบัติการบวกด้วยจํานวนท่ีเท่ากัน       ถ้า   แล้ว  
• สมบัติการลบด้วยจํานวนท่ีเท่ากัน         ถ้า   แล้ว  
• สมบัติการคูณด้วยจํานวนท่ีเท่ากัน        ถ้า   แล้ว  

• สมบัติการหารด้วยจํานวนท่ีเท่ากัน       ถ้า   แล้ว  โดยท่ี  

• สมบัติการกระจาย                                  
• ข้อควรระวัง การแก้สมการจําเป็นต้องเขียนเครื่องหมายกํากับไว้เสมอ และควรเขียนเครื่องหมายเท่ากับให้ตรงกัน

( = )
x , y, a

x + 3 = 7 x
x = 4 x = 4

4 + 3 = 7

a = b a + c = b + c
a = b a − c = b − c
a = b a × c = b × c
a = b

a
c

= b
c

c ≠ 0
a × (b + c) = a × b + a × c

ตัวอยา่งที ่3       

วิธีทํา       (บวกด้วย  ท้ังสองข้าง) 
                                  

                                   (หารด้วย  ท้ังสองข้าง) 

                              

2x − 5 = 9
2x − 5 + 5 = 9 + 5 5

2x = 14
2x
2 = 14

2 2

x = 7

ตัวอยา่งที ่6   
วิธีทํา       
    (คูณด้วย ค.ร.น. ของ ,  และ  คือ  ท้ังสองข้าง) 
                     
   (ใช้สมบัติการแจกแจง) 
                                
                                      
                                       

2x + 1
3 − x − 2

4 = x + 5
6

4(2x + 1) − 3(x − 2) = 2(x + 5)
3 4 6 12

8x + 4 − 3x + 6 = 2x + 10

5x + 10 = 2x + 10
3x = 0
x = 0

ตัวอยา่งที ่2    

วิธีทํา                     (หารด้วย  ท้ังสองข้าง) 

                            

3x = 12
3x
3 = 12

3 3

x = 4

ตัวอยา่งที ่5    
วิธีทํา       
    (คูณด้วย ค.ร.น. ของ  และ  คือ  ท้ังสองข้าง) 
                     (ใช้สมบัติการแจกแจง) 
                                
  (ใช้สมบัติการบวกลบด้วยจํานวนท่ีเท่ากัน)

2x − 1
3 = x + 5

2
2(2x − 1) = 3(x + 5)

3 2 6
4x − 2 = 3x + 15

x = 17

ตัวอยา่งที ่4     

วิธีทํา         (ลบด้วย  ท้ังสองข้าง) 
                          

                                       (ลบด้วย  ท้ังสองข้าง) 
                                         (หารด้วย  ท้ังสองข้าง)

4x + 3 = 2x + 11
4x − 2x + 3 = 11 2x

2x + 3 = 11
2x = 8 3

x = 4 2

ตัวอยา่งที ่1      

วิธีทํา         (ลบด้วย  ท้ังสองข้าง) 
                               

x + 4 = 9
x + 4 − 4 = 9 − 4 4

x = 5

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก : จงแก้สมการเพื่อหาค่า  ทีกํ่าหนดให้ต่อไปนี้x
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สมการ x เป็น ไม่เป็น คําตอบทีถ่กู

2x − 1
3 + 1 = 2 2

4

3(2x − 1) − 2(x + 4) = 2x + 2

2x − 1 = 6

43(x − 1)
2 − x + 2

4 = 4

2

❺  
x
3 + 2 = 5x

6

❽ 

2(x − 1)

3 − 3(x + 2)
4 = x

6 + 1

❻  

2x − 1

3 − x + 2
2 = 1

❼  
3(x − 2)

4 + 2x + 1
3 = 5x

6

❷ 
3(x − 2) = 2x + 4

❹  
4(x + 3) − 2(x − 1) = 3x + 10❸  5x − 3 = 2(2x + 1)

❶  

                                                     

2x − 5 = 11

ทบทวนความเข้าใจ 1   ตรวจสอบว่า ค่า x ทีกํ่าหนดเปน็คําตอบของสมการทีกํ่าหนดหรอืไม ่ถ้าไมเ่ปน็ จงหาค่า x 

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : แก้สมการหาค่า x

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  ❷  ❸   ❹  ❺  ❻  ❼  ❽  810544142−38
3
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ชว่งที่ 2

พื้นฐานพีชคณิตเบื้องต้น 
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วนัที่ 6 พหุนาม
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 2 วัน / เวลาท่ีทํา :

• เอกนาม คือนิพจน์ท่ีเขียนอยูใ่นรูปของผลคูณของจํานวนจริง ตัวแปร โดยตัวแปรมีเลขชี้กําลังเป็นจํานวนเต็มไมล่บ 

    เชน่   ,   ,    ,    

• เอกนามคู่หนึ่งจะมีพจน์คล้ายกัน เมื่อเอกนามท้ังคู่มีตัวแปรเหมือนกัน และตัวแปรแต่ละตัวมีเลขชี้กําลังเท่ากัน 
• การบวก ลบ เอกนาม หากมีพจน์ท่ีคล้ายกัน ให้ใช้สมบัติการแจกแจง เชน่    
• การคูณ หาร เอกนาม ใช้สมบัติของเลขยกกําลังในการเขียนให้อยูใ่นรูปผลสําเร็จ 

• พหนุาม คือ ผลบวกและลบของเอกนามหลายเอกนาม (ท่ีไมค่ล้าย) โดยเลขชี้กําลังของตัวแปรเป็นจํานวนเต็มไมล่บ 
• ดกีรขีองพหนุาม คือ ผลรวมของเลขชี้กําลังท่ีสูงท่ีสุดของบรรดาเอกนามท่ีบวกลบกันอยู ่

       เชน่ พหุนาม    เป็นพหุนามดีกรีสาม        พหุนาม    เป็นพหุนามดีกรีห้า 
• การบวก - ลบพหนุาม จะทําการบวก - ลบ พหุนามท่ีมีเอกนามคล้ายกัน เชน่ 

                      
• การคณูพหนุาม ใช้สมบัติการกระจายกับพหุนาม 

• การคูณพหุนามด้วยเอกนาม  เชน่ 
                          

• การคูณพหุนามด้วยพหุนาม ให้กระจายพจน์ทีละพจน์จากวงเล็บหน้า เชน่ 
                          
                          
                                                                    
                                                                   

2x2 3x2y
2
3 x y2z3 −6x yz w

3x2 + 5x2 = (3 + 5)x2 = 8x2

2x3 + 4x + 2 −2x3y2 + 4x y3 + 2x

(3x2 + 2x − 5) + (x2 − x + 4) = (3x2 + x2) + (2x − x) + (−5 + 4) = 4x2 + x − 1

3x (2x2 + x − 5) = 3x ⋅ 2x2 + 3x ⋅ x + 3x ⋅ (−5) = 6x3 + 3x2 − 15x

(x + 2)(x + 3) = x (x + 3) + 2(x + 3) = x2 + 3x + 2x + 6 = x2 + 5x + 6
(2x − 1)(x2 + 3x + 4) = 2x (x2 + 3x + 4) − 1(x2 + 3x + 4)

= (2x3 + 6x2 + 8x) − (x2 + 3x + 4)
= 2x3 + 6x2 + 8x − x2 − 3x − 4

ตัวอยา่งที ่2    

วิธีทํา           
                                      

(3x2)(−2x3)
(3x2)(−2x3) = − 6x2+3

= − 6x5

ตัวอยา่งที ่1      
วิธีทํา      
                      
                        

3x2 + 5x − 2x2 − 4x
3x2 + 5x − 2x2 − 4x

= (3x2 − 2x2) + (5x − 4x)
= x2 + x

ตัวอยา่งที ่3       
วิธีทํา    
                            
                       
                       

(3x2 + 2x − 5) − (x2 − 4x + 1)
(3x2 + 2x − 5) − (x2 − 4x + 1)

= 3x2 + 2x − 5 − x2 + 4x − 1
= (3x2 − x2) + (2x + 4x) + (−5 − 1)
= 2x2 + 6x − 6

ตัวอยา่งที ่6   
วิธีทํา       
                   
                                      
                  
                                        
                 

(2x2 − x + 3)(x2 + 2x − 1)
(2x2 − x + 3)(x2 + 2x − 1)

= 2x2(x2 + 2x − 1) − x (x2 + 2x − 1)
+3(x2 + 2x − 1)

= (2x4 + 4x3 − 2x2) + (−x3 − 2x2 + x)
+(3x2 + 6x − 3)

= 2x4 + 3x3 − x2 + 7x − 3

ตัวอยา่งที ่5    
วิธีทํา       
                  
                      
                 

(3x − 2)(x + 5)
(3x − 2)(x + 5)

= 3x (x + 5) − 2(x + 5)
= 3x2 + 15x − 2x − 10
= 3x2 + 13x − 10

ตัวอยา่งที ่4     
วิธีทํา        
                          
                         

2x (3x2 − x + 4)
2x (3x2 − x + 4)

= 2x ⋅ 3x2 + 2x ⋅ (−x) + 2x ⋅ 4
= 6x3 − 2x2 + 8x

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก : จงทําให้อยูใ่นรูปผลสําเรจ็
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นิพจน์ ผลสาํเรจ็

(4x2 + 3x − 1) − (2x2 − x + 5)

(3x2)(−2x)

7x3 − 2x3

3x2 + 5x2

(3x2 + 2x) + (x2 − x)

(x + 2)(x + 5)

8x5

2x2

2x (x + 3)

❺  3x2(2x2 − 3x + 1)

❶  

                                                     

(3x2 − 2x + 5) + (2x2 + x − 3)

❻  
(x + 3)(2x + 5)

❸  (5x3 − 2x2 + 2) + (−3x3 + x2 − 4x)

❷ 
(4x2 + 3x − 1) − (2x2 − 5x + 6)

❹  
−2x (3x2 − x + 4)

❼  (2x − 1)(x2 + 4x + 3) ❽ 
(2x2 − x + 3)(x2 + 2x − 1)

ทบทวนความเข้าใจ 1   เขยีนนิพจน์ทีกํ่าหนดให้ให้อยูใ่นรูปผลสําเรจ็

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : ทําให้อยูใ่นรูปผลสําเรจ็

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  ❷  ❸   ❹   
❺  ❻  ❼  ❽  

5x2−x+22x2+8x−72x3−x2−4x+2−6x3+2x2−8x
6x4−9x3+3x22x2+11x+152x3+7x2+2x−32x4+3x3−x2+7x−3
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วนัที่ 7 เอกลักษณ์ของพหุนามบางแบบ
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 2 - 3 วัน / เวลาท่ีทํา :

• ในการคูณพหุนามบางรูปแบบ อยูใ่นรูปแบบท่ีมีแบบแผน หากพหุนามอยูใ่นรูปผลคูณท่ีมีแบบแผน จะสามารถใช้
เอกลักษณ์ของพหุนามมาชว่ยคูณกระจายได้อยา่งรวดเร็ว 

• ในทํานองกลับกัน หากมีพหุนามมาให้ ต้องการเขียนพหุนามให้อยูใ่นรูปการคูณกัน (เรียกว่า ตัวประกอบของพหุนาม) 
หากสามารถจําแบบแผนได้ จะสามารถเขียนพหุนามในรูปผลคูณของตัวประกอบได้เชน่กัน 

• เอกลักษณ์ของพหนุามทีม่ักใช้บอ่ย 
• กําลังสองสมบูรณ์  :                         เชน่        

                                                                   เชน่        
• ผลต่างกําลังสอง :                              เชน่        
• กําลังสามสมบูรณ์ :         

                                                                             เชน่        
                                                    
                                                                                        เชน่        

• ผลบวกกําลังสาม :              
                                                                             เชน่        

• ผลต่างกําลังสาม :               
                                                                             เชน่       

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 (a + 2b)2 = a2 + 2(a)(2b) + (2b)2

(a − b)2 = a2 − 2ab + b2 (3x − y)2 = (3x)2 − 2(3x)(y) + y2

(a − b)(a + b) = a2 − b2 (2a − b)(2a + b) = (2a)2 − b2

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

(x + 2)3 = x3 + 3(x)2(2) + 3(x)(22) + 23

(a − b)3 = a3 − 3a2b + 3ab2 − b3

(2x − 1)3 = (2x)3 − 3(2x)2(1) + 3(2x)(12) − 13

a3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2)
a3 + 8 = a3 + 23 = (a + 2)(a2 − 2a + 4)

a3 − b3 = (a − b)(a2 + ab + b2)
8x3 − 1 = (2x)3 − 13 = (2x − 1)(4x2 + 2x + 1)

ตัวอยา่งที ่2  กระจายพจน์   

วิธีทํา       
                      
                         
                        

(3x − 2)2 + (x + 4)2

(3x − 2)2 + (x + 4)2

= [(3x)2 − 12x + 4] + [x2 + 8x + 16]
= 9x2 − 12x + 4 + x2 + 8x + 16
= 10x2 − 4x + 20

ตัวอยา่งที ่1  กระจายพจน์    
วิธีทํา      
                      
                         
                        

(2x + 1)2 − (x − 1)2

(2x + 1)2 − (x − 1)2

= [(2x)2 + 4x + 1] − [x2 − 2x + 1]
= 4x2 + 4x + 1 − x2 + 2x − 1
= 3x2 + 6x

ตัวอยา่งที ่3   กระจายพจน์   
วิธีทํา    
                       
                            
                       
                       

(2a + b)3 − (a − 2b)3

(2a + b)3 − (a − 2b)3

= [(2a)3 + 3(2a)2(b) + 3(2a)(b2) + b3] − [a3 − 3a2(2b) + 3a(2b)2 − (2b)3]
= (8a3 + 12a2b + 6ab2 + b3) − (a3 − 6a2b + 12ab2 − 8b3)
= 8a3 + 12a2b + 6ab2 + b3 − a3 + 6a2b − 12ab2 + 8b3

= 7a3 + 18a2b − 6ab2 + 9b3

ตัวอยา่งที ่6  แยกตัวประกอบของพหุนาม   
วิธีทํา       
                                                          
                                                     

(2a + b)2 − (a − 2b)2

(2a + b)2 − (a − 2b)2 = ((2a + b) − (a − 2b))((2a + b) + (a − 2b))
= (2a + b − a + 2b)(2a + b + a − 2b)
= (a + 3b)(3a − b)

ตัวอยา่งที ่5  แยกตัวประกอบของพหุนาม   
วิธีทํา       
                   
                  
                 

4x2 − (x − 3)2

4x2 − (x − 3)2

= (2x)2 − (x − 3)2

= (2x − (x − 3))(2x + (x − 3))
= (x + 3)(3x − 3) = 3(x + 3)(x − 1)

ตัวอยา่งที ่4  แยกตัวประกอบของพหุนาม   
วิธีทํา       
                  
                      
                 

8x3 + 27y3

8x3 + 27y3

= (2x)3 + (3y)3

= (2x + 3y)(4x2 − 6x y + 9y2)
= 3x2 + 13x − 10

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก : จงทําให้อยูใ่นรูปผลสําเรจ็
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พหนุามในรูปการกระจาย พหนุามทีจั่ดรูปผลสาํเรจ็หรอืตัวประกอบแล้ว

4x2 − 25

(2x − 1)3 + (x + 2)3

x3 + 8

(x + 3)2

x2 − 9

(2x + 1)2 − (x − 3)2

(3x + 1)2 − (x − 2)2

9x2 − 4y2

(3x − 2)3

8x3 − 1

x2 + 6x + 9

27a3 + b3

(x − 4y)2

(x + 2)3

4a2 − (a − 2b)2

(2x + 3y)2

(3x + 1)2 − (x − 2)2

(2a + b)3

(3a − 2b)2 − (a + 4b)2

(2x − 5)2

❹ แยกตัวประกอบ 
(2a + b)2 − (a − 2b)2

❷ 
(3x − 1)2 + (2x + 5)2 − (x − 4)2❶  

                                                     

(2x + 3)3 − (x − 2)3

❸  แยกตัวประกอบ x3 + 27y3 − 3x y(x + 3y)

ทบทวนความเข้าใจ 1   คูณกระจายพหุนามโดยใช้เอกลักษณ์ของพหุนาม หรอื แยกตัวประกอบของพหุนาม

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : ทําให้อยูใ่นรูปผลสําเรจ็

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  ❷  ❸   ❹  7x3+42x2+78x+3512x2+2x+10(x+3y)(x−3y)2(a+3b)(3a−b)
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วนัที่ 8 การแยกตัวประกอบของพหุนาม
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 2 - 3 วัน / เวลาท่ีทํา :

• ในกรณีของจํานวนนับ ตัวประกอบของจํานวนนับ  คือบรรดาจํานวนนับท่ีสามารถนําไปหารจํานวนนับ  ได้ลงตัว 
    เชน่ ตัวประกอบของ  คือ  ท้ังนี้ เราสามารถเขียนจํานวนในรูปผลคูณของตัวประกอบเฉพาะ (ตัวประกอบ 
    ท่ีเป็นจํานวนเฉพาะ) เชน่  การเขียนรูปลักษณะนี้เรียกว่า การแยกตัวประกอบของจํานวนนับ 
• ในกรณีของพหุนาม การแยกตัวประกอบของพหนุาม คือการเขียนพหุนามท่ีกําหนดให้ในรูปผลคูณของพหุนามยอ่ย ๆ 
รูปแบบการเขียนท่ีถูกต้อง จะต้องแยกตัวประกอบให้สุด  

• สมบัติการกระจาย มักถูกใช้เป็นขั้นตอนแรก ๆ ในการแยกตัวประกอบของพหุนาม และมักครอบคลุมทุกกรณ ี
   เชน่        
                 
                                                          

n n
14 1,2,7,14

14 = 2 × 7

a x + ay + bx + by = a(x + y) + b(x + y) = (a + b)(x + y)
3a2 − 6ab + 2a − 4b = (3a2 − 6ab) + (2a − 4b)

= 3a(a − 2b) + 2(a − 2b) = (3a + 2)(a − 2b)

• ตัวประกอบของพหนุามดกีรสีองทีอ่ยูใ่นรูปแบบ  เราจะหาคู่ของจํานวนท่ีคูณกันได้   และบวกกันได้  
กล่าวคือ หา  ซึ่ง     

    ข้อสงัเกต   เรามักแยกตัวประกอบของจํานวนนับ  แล้วดูกรณีท่ีเป็นไปได้ 
   เชน่          : เลือก   ซึ่ง  
                   : เลือก    ซึ่ง  
                      : เลือก    ซึ่ง  
                      : เลือก    ซึ่ง  
• ตัวประกอบของพหนุามดกีรสีองทีอ่ยูใ่นรูปแบบ  หาคู่ของจํานวนท่ีคูณกันได้   และบวกกันได้  
กล่าวคือ     

   เชน่          มีความเป็นไปได้ท่ีเกิดวงเล็บ  หรือ  
                 ต่อไป เติมตัวประกอบของ  ท่ีอาจเป็นไปได้ (8 กรณี) พิจารณาพจน์กลางว่า เมื่อใดท่ีได้พจน์กลางเป็น  
                 พบว่า  เนื่องจาก  
• ตัวประกอบของพหุนามบางกรณี ต้องใช้วิธีทําเป็นกําลังสองสมบูรณ์ (ยังไมก่ล่าวถึงในขณะนี้)

x2 + bx + c c b
A, B x2 + bx + c = (x + A)(x + B) = x2 + (A + B)x + A B

c
x2 − 7x + 12 = (x − 3)(x − 4) A = − 3,B = − 4 A + B = − 7,A B = + 12
x2 + 7x + 10 = (x + 5)(x + 2) A = 5,B = 2 A + B = + 7,A B = + 10
x2 − 5x − 6 = (x − 6)(x + 1) A = − 6,B = 1 A + B = − 5,A B = − 6
x2 + 5x − 6 = (x + 6)(x − 1) A = 6,B = − 1 A + B = + 5,A B = − 6

a x2 + bx + c a × c b
a x2 + bx + c = (A x + B)(Cx + D) = ACx2 + A Dx + BCx + BD

6x2 − 7x − 3 (2x )(3x ) (6x )(x )
−3 −7x

6x2 − 7x − 3 = (2x − 3)(3x + 1) (2x)(1) + (−3)(3x) = − 7x

ตัวอยา่งที ่2      
วิธีทํา      
                      
                      
                      

4x2 − 8x y + 3x − 6y
4x2 − 8x y + 3x − 6y

= (4x2 − 8x y) + (3x − 6y)
= 4x (x − 2y) + 3(x − 2y)
= (4x + 3)(x − 2y)

ตัวอยา่งที ่7    
วิธีทํา  กรณีนี้ ไมส่ามารถหาจํานวนเต็ม  ท่ีทําให้  และ  ได้ จึงไมส่ามารถแยกตัวประกอบได้ 
(พหุนาม  ไมส่ามารถแยกตัวประกอบได้ ถ้า )

x2 + x + 1
A, B A + B = 1 A B = 1

a x2 + bx + c b2 − 4ac < 0

ตัวอยา่งที ่3       
วิธีทํา  ซึ่ง  
ได้ว่า  
                                  

x2 − x − 6
A = − 3,B = 2 A B = − 6,A + B = − 1
x2 − x − 6 = (x + (−3))(x + 2)

= (x − 3)(x + 2)

ตัวอยา่งที ่6     
วิธีทํา   ลองแยกวงเล็บ ได้กรณีเดียว  
           และแยกตัวประกอบของ  พบว่า 

 

3x2 − 5x − 2
(3x )(x )

−2
3x2 − 5x − 2 = (3x + 1)(x − 2)

ตัวอยา่งที ่1      
วิธีทํา   ตัวรว่มท่ีปรากฏท้ังสองพจน์คือ  

   
                            

12y2z − 20yz
4yz

12y2z − 20yz = 4yz (3y) − 4yz (5)
= 4yz (3y − 5)

ตัวอยา่งที ่5      
วิธีทํา  ลองแยกวงเล็บ เชน่  หรือ  
           และแยกตัวประกอบของ  พบว่า 

  

4x2 + 4x − 3
(4x )(x ) (2x )(2x )

−3
4x2 + 4x − 3 = (2x − 1)(2x + 3)

ตัวอยา่งที ่4       
วิธีทํา  ซึ่ง  
ได้ว่า  
                                    

x2 + 4x − 5
A = 5,B = − 1 A B = − 5,A + B = 4
x2 + 4x − 5 = (x + 5)(x + (−1))

= (x + 5)(x − 1)

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก : จงแยกตัวประกอบของพหุนามต่อไปนี้
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พหนุาม ตัวประกอบของพหนุาม

4x3 − 8x2

−3x2 − 5x + 2

2x2 + 7x + 3

2x2 − x − 6

5x2 − 10x y + 3x − 6y

x2 − 8x + 15

−4x2 + 4x + 3

x2 − 4x + 4

−5x2 − x + 6

4a2 + 8ab + a + 2b

3x2 + 10x + 8

6x + 12

x2 + 11x + 24

6x2 + 5x − 6

x2 + 9x + 20

x2 + 3x − 10

2x2 + 9x + 4

x2 − 6x + 8

5x2 + 13x + 6

−2x2 + x + 3

6x2 − 7x − 3

4x2 − 4x − 15

9a2b + 3ab

3x2 + x − 4

4x2 + 11x + 6

x2 − 4x − 5

x2 − 2x − 15

2x2 + 6x + x + 3

ทบทวนความเข้าใจ    แยกตัวประกอบของพหุนามทีกํ่าหนดให้ต่อไปนี้
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วนัที่ 9 สมการพหุนามกําลงัสอง
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 2 - 3 วัน / เวลาท่ีทํา :

• สมการพหนุามกําลังสอง คือสมการท่ีอยูใ่นรูป  โดยท่ี  
• การแก้สมการพหุนามกําลังสอง จะใช้การแยกตัวประกอบของพหุนามดีกรีสองเข้าชว่ย เพื่อจัดรูปให้อยูใ่นรูป
ตัวประกอบของพหุนาม ถ้า  จะได้ว่า 

  ก็ต่อเมื่อ   
   ซึ่งใช้หลักการว่า สําหรับจํานวนจริง  ได้ว่า         ก็ต่อเมื่อ  หรือ  . 
• คําตอบของสมการกําลังสอง สามารถหาได้จากสูตร  

 

• จากสูตรคําตอบของสมการกําลังสอง สามารถวิเคราะห์จํานวนคําตอบของสมการได้ดังนี้ 
• เมื่อ   สมการกําลังสองมีคําตอบเป็นจํานวนจริงท่ีแตกต่างกัน 2 คําตอบ (คําตอบเป็น
จํานวนตรรกยะ ถ้า  เป็นจํานวนกําลังสอง) 

• เมื่อ  สมการกําลังสองมีคําตอบซ]ากัน (มีคําตอบ 1 คําตอบ) 
• เมื่อ  ไมม่ีคําตอบเป็นจํานวนจริง (มีคําตอบเป็นจํานวนเชิงซ้อน โดยนิยามให ้ )

a x2 + bx + c = 0 a ≠ 0

a x2 + bx + c = (A x + B)(Cx + D)
a x2 + bx + c = 0 (A x + B)(Cx + D) = 0

m , n m ⋅ n = 0 m = 0 n = 0

x = −b ± b2 − 4ac
2a

b2 − 4ac > 0
b2 − 4ac

b2 − 4ac = 0
b2 − 4ac < 0 i2 = − 1

ตัวอยา่งที ่2    
วิธีทํา                  
                      
       ได้ว่า  หรือ  
       นั่นคือ   หรือ 

x2 + 5x + 6 = 0
x2 + 5x + 6 = 0

(x + 2)(x + 3) = 0
x + 2 = 0 x + 3 = 0

x = − 2 x = − 3

ตัวอยา่งที ่6   
วิธีทํา                       
                      
       ได้ว่า  หรือ  

       นั่นคือ   หรือ 

6x2 − x − 2 = 0
6x2 − x − 2 = 0

(3x − 2)(2x + 1) = 0
3x − 2 = 0 2x + 1 = 0

x = 2
3 x = − 1

2
ตัวอยา่งที ่8    
วิธีทํา    ใช้สูตรสมการกําลังสอง เนื่องจาก   
              
สมการดังกล่าวจึงไมม่ีคําตอบเป็นจํานวนจริง แต่เราได้ว่า 

                           (เมื่อ ) 

       นั่นคือ   หรือ 

2x2 + x + 1 = 0

b2 − 4ac = 12 − 4(1)(1) = − 3 < 0

x =
−1 ± 7i

4 i2 = − 1

x =
−1 + 7i

4 x =
−1 − 7i

4

ตัวอยา่งที ่7    
วิธีทํา    ใช้สูตรสมการกําลังสอง 

                                    

                

       นั่นคือ   หรือ 

x2 − 2x − 1 = 0

x =
2 ± (−2)2 − 4(1)(−1)

2(1)

x = 2 ± 2 2
2

x = 1 + 2 x = 1 − 2

ตัวอยา่งที ่5    
วิธีทํา               
                      
       ได้ว่า  หรือ  

       นั่นคือ   หรือ 

2x2 + 7x + 3 = 0
2x2 + 7x + 3 = 0

(2x + 1)(x + 3) = 0
2x + 1 = 0 x + 3 = 0

x = − 1
2 x = − 3

ตัวอยา่งที ่1      
วิธีทํา                              
                      
       ได้ว่า  หรือ  
       นั่นคือ   หรือ 

x2 − 4 = 0
x2 − 4 = 0

(x − 2)(x + 2) = 0
x − 2 = 0 x + 2 = 0

x = 2 x = − 2

ตัวอยา่งที ่4    
วิธีทํา                  
                                  
       ได้ว่า      
       นั่นคือ  

x2 + 4x + 4 = 0
x2 + 4x + 4 = 0

(x + 2)2 = 0
x + 2 = 0
x = − 2

ตัวอยา่งที ่3    
วิธีทํา                     
                      
       ได้ว่า  หรือ  
       นั่นคือ   หรือ 

x2 − x − 6 = 0
x2 − x − 6 = 0

(x − 3)(x + 2) = 0
x − 3 = 0 x + 2 = 0

x = 3 x = − 2

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก : จงแก้สมการพหุนามกําลังสองต่อไปนี้
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สมการพหนุามกําลังสอง คําตอบของสมการ

4x2 − 1 = 0

2x2 − 4 = 0

x2 − 3x − 10 = 0

x2 − 9 = 0

x2 + 4x + 3 = 0

x2 + 7x + 12 = 0

x2 − x − 12 = 0

❹  
6x2 − 7x − 3 = 0

❻  
2x2 − x − 6 = 0

❼  x2 − 6x − 5 = 0

❷  
3x2 − x − 2 = 0❶                       2x2 + 5x + 2 = 0

❸  4x2 + 4x − 3 = 0

❽ 
2x2 − 3x − 1 = 0

❿   x2 + x + 1 = 0

❺  5x2 + 13x + 6 = 0

❾  x2 + 2x + 5 = 0

ทบทวนความเข้าใจ 1   แก้สมการพหุนามกําลังสองต่อไปนี้

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : แก้สมการพหุนามกําลังสองต่อไปนี้

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  ❷  ❸   ❹  ❺  

❻  ❼  ❽   ❾ ไมม่ีคําตอบเป็นจํานวนจริง ❿ ไมม่ีคําตอบเป็นจํานวนจริง

x=−1
2,−2x=−2

3,1x=1
2,−3

2
x=−1

3,3
2

x=−3
5,−2

x=−3
2,2x=3±14x=3±17

4
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วนัที่ 10 อสมการและค่าสัมบูรณ์
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 3 - 4 วัน / เวลาท่ีทํา :

• อสมการ คือประโยคทางคณิตศาสตร์ท่ีมีเครื่องหมายบอกถึงการไมเ่ท่ากับกํากับอยู ่ประกอบด้วย มากกว่า   
น้อยกว่า  มากกว่าหรือเท่ากับ  น้อยกว่าหรือเท่ากับ  และไมเ่ท่ากับ  

• หลักการแก้อสมการเชิงเส้น ทําในทํานองคล้ายกันกับการแก้สมการเชิงเส้น แต่ต้องระมัดระวังการคูณหรือหารด้วย
เครื่องหมายลบ ท่ีจะทําให้เครื่องหมายของอสมการเปล่ียนข้าง 

   เชน่     ได้ว่า  
             ได้ว่า  นั่นคือ  
• อสมการกําลังสอง ต้องใช้การแยกตัวประกอบของพหุนาม 
ในการพิจารณาเครื่องหมายของอสมการ โดยต้องพิจารณาว่า 
พจน์ผลคูณเป็นบวกเมื่อใด เป็นลบเมื่อใด โดยการพิจารณาบนเส้นจํานวน 

• เราสามารถเขียนเซตของจํานวนในรูปของชว่ง  (interval) ได้ ดังนี้

( > )
( < ) ( ≥ ) ( ≤ ) ( ≠ )

2x + 1 ≤ x − 2 x ≤ − 3
−5x + 4 ≥ − 1 −5x ≥ − 5 x ≤ 1

•  
•  
•  
•

(a , ∞) = {x ∈ ℝ |x > a}
[a , ∞) = {x ∈ ℝ |x ≥ a}
(−∞, b) = {x ∈ ℝ |x < b}
(−∞, b] = {x ∈ ℝ |x ≤ b}

•  
•  
•  
•

(a , b) = {x ∈ ℝ |a < x < b}
[a , b] = {x ∈ ℝ |a ≤ x ≤ b}
(a , b] = {x ∈ ℝ |a < x ≤ b}
[a , b) = {x ∈ ℝ |a ≤ x < b}

• การแก้สมการค่าสัมบูรณ์ ใช้หลักการว่า   ก็ต่อเมื่อ   หรือ   
    เชน่     ได้ว่า  หรือ  นั่นคือ  หรือ  
• อสมการค่าสัมบูรณ์ ใช้หลักการว่า  ก็ต่อเมื่อ   หรือ    
และ  ก็ต่อเมื่อ    

    เชน่     ได้ว่า  หรือ   ได้เซตคําตอบของอสมการคือ 

|x | = a x = a x = − a
|x − 2 | = 3 x − 2 = 3 x − 2 = − 3 x = 5 x = − 1

|x | ≥ a x ≥ a x ≤ − a
|x | ≤ a −a ≤ x ≤ a

|x − 2 | ≥ 3 x − 2 ≥ 3 x − 2 ≤ − 3 (−∞, − 1) ∪ (5,∞)

ตัวอยา่งที ่5    
วิธีทํา     จากสมการค่าสัมบูรณ์ ได้ว่า  
                            หรือ       
                                   หรือ               
       ได้ว่า  หรือ  

|2x − 3 | = 5

2x − 3 = 5 2x − 3 = − 5
2x = 8 2x = − 2

x = 4 x = − 1

ตัวอยา่งที ่6    
วิธีทํา     จากอสมการค่าสัมบูรณ์ ได้ว่า  
  หรือ                                     
  หารด้วย  ท้ังอสมการ               
  คืออสมการ                                     
  ได้เซตคําตอบของอสมการ คือ  

|6 − 2x | ≤ 4
−4 ≤ 6 − 2x ≤ 4

−10 ≤ − 2x ≤ − 2
−2 5 ≥ x ≥ 1

1 ≤ x ≤ 5
[1,5]

ตัวอยา่งที ่3    
วิธีทํา                    
                      
  
                                                                                   

    เซตคําตอบของอสมการ คือ 

x2 − x − 6 > 0
x2 − x − 6 > 0

(x − 3)(x + 2) > 0

+ −2 − 3 +

(−∞, − 2) ∪ (3,∞)

ตัวอยา่งที ่4    
วิธีทํา  ใช้สูตรสมการกําลังสองชว่ยแยกตัวประกอบได้ คือ 
              

.                                                                              

    เซตคําตอบของอสมการ คือ 

x2 − 2x − 1 ≤ 0

(x − (1 − 2))(x − (1 + 2)) ≤ 0

+ 1 − 2 − 1 + 2 +

[1 − 2,1 + 2]

ตัวอยา่งที ่1      
วิธีทํา                              
                                             
                                             
    เซตคําตอบของอสมการ คือ 

3x + 5 > 11
3x + 5 > 11

3x > 6
x > 2

(2,∞)

ตัวอยา่งที ่2    
วิธีทํา                  
                                   

                                          

    เซตคําตอบของอสมการ คือ 

−2x + 3 ≤ 7 + 4x
−2x + 3 ≤ 7 + 4x

−6x ≤ 4
x ≥ − 2

3

[− 2
3 , ∞)

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก : จงแก้อสมการ - สมการทีกํ่าหนดให้ต่อไปนี้

แก้อสมการ  
เครื่องหมายอาจเปล่ียนท่ี  

                                                                       
เครื่องหมาย 
                                                                  
                                                                  

                                                  

(x − 1)(x + 1) > 0
x = − 1,1

−1 1

(x − 1) − − +
(x + 1) − + +

(x − 1)(x + 1) + − +
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เง่ือนไขทีกํ่าหนด ช่วง เสน้จํานวน

(−3,2]

−2 ≤ x < 5

(−∞, − 2)

(−1,3] ∪ (7,∞)

x > 3

x ≤ − 1

x ≠ 4

(1,∞)

❽ 
|2x + 1 | = 3

❸  −3 < 2x + 1 ≤ 5

❷  
−2x + 4 ≤ x − 5

❹  
x2 − 5x + 6 > 0

❶                       3x − 5 > 2x + 1

❾  |x − 3 | ≥ 2

❻  
2x2 − 3x − 2 > 0

❿   |2x + 1 | ≤ 5

❺  x2 + x − 6 ≤ 0

❼  |x − 2 | = 4

ทบทวนความเข้าใจ 1   เขยีนเง่ือนไขทีกํ่าหนดให้อยูใ่นรูปชว่ง หรอื เขยีนเง่ือนไขจากชว่ง พรอ้มเขยีนเส้นจํานวน

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : แก้สมการ - อสมการต่อไปนี ้สําหรบัอสมการ ตอบในรูปชว่ง

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  ❷  ❸   ❹  ❺  ❻  ❼  ❽   ❾  ❿ (6,∞)(−∞,3](−2,2](−∞,2)∪(3,∞)[−3,2](−∞,−1
2)∪(2,∞)x=−2,6x=−2,1(−∞,1]∪[5,∞)[−3,2]



หน้าท่ี 28 30 วัน วันละนิด ปรับพื้นคณิตสูแ่คลคูลัส



30 Days : Daily Steps to Calculus Math Science CMU หน้าท่ี 29

ชว่งที่ 3

ฟังก์ชันพื้นฐาน 



หน้าท่ี 30 30 วัน วันละนิด ปรับพื้นคณิตสูแ่คลคูลัส









วนัที่ 11 ความสัมพันธแ์ละฟงัก์ชนั
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 4 วัน / เวลาท่ีทํา :

• กําหนดให้  แทนเซตของจํานวนจริง 
• หากกําหนดตัวแปรต้น  ตัวแปรตาม  (สิ่งท่ีเปล่ียนไปตามตัวแปรต้น) ตัวแปร  กับ  มักมีความสัมพันธ์กัน ในทาง
คณิตศาสตร์ ความสัมพันธ์  คือเซตของคู่อันดับท่ีสอดคล้องกับเง่ือนไข เขียนได้ในรูปเซตได้ดังนี้ 

 
• ความสัมพันธ์ชนิดพิเศษบนเซตของจํานวนจริงท่ีมีคุณสมบัติว่า สําหรับ  ใน  หนึ่งตัว สัมพันธ์กับ  ใน  เพียงหนึ่ง
ตัวเท่านั้น เรียกว่า ฟังก์ชัน (function) 

• เราอาจแทนความสัมพันธ์ได้ในรูปแบบกราฟในระบบพิกัดคาร์ทีเซียน 
    ท่ีมีแกนนอนคือแกน  และแกนต้ังคือแกน  ได้ 
    เซตของจุด  ท่ีสอดคล้องกับความสัมพันธ์ คือกราฟของความสัมพันธ์ 
• เราสามารถตรวจสอบกราฟของความสัมพันธ์ว่าเป็นฟังก์ชันหรือไม ่
    ได้จากการลากเส้นตรงขนานกับแกน  หากพบว่าเส้นตรงนั้นตัดกราฟ 
    มากกว่า 1 จุด แสดงว่า ความสัมพันธ์ดังกล่าวไมเ่ป็นฟังก์ชัน

ℝ
x y x y

r
r = {(x , y) ∈ ℝ × ℝ | เง่ือนไขบางประการ}

x ℝ y ℝ

X Y
(x , y)

Y

• ฟังก์ชันค่าจริง มักเขียนฟังก์ชันได้ในรูปแบบสูตร เชน่ เมื่อให้  เป็นฟงัก์ชันของ  จะเขียนฟงัก์ชันในรูป  ได้ 
และการคํานวณค่าของฟังก์ชัน จะแทนค่าท่ีต้องการลงในตัวแปร  ในสูตรท่ีกําหนดให้ 

   เชน่      พบว่า ,   ,    
              พบว่า ,    
• ฟังก์ชันเชิงเสน้ (linear function) คือฟังก์ชันท่ีเขียนได้ในรูป  มีกราฟเป็นเส้นตรง 
• ฟังก์ชันกําลังสอง (quadratic function) คือฟังก์ชันท่ีเขียนได้ในรูป  โดยท่ี  มีกราฟ
เป็นพาราโบลา เราจะกล่าวถึงกราฟดังกล่าวในภายหลัง

y x y = f (x)
x

f (x) = 2x + 1 f (0) = 2(0) + 1 = 1 f (2) = 2(2) + 1 = 5 f (a) = 2(a) + 1 = 2a + 1
g(x) = 3x2 − 1 g(0) = 3(0)2 − 1 = − 1 g(2) = 3(2)2 − 1 = 11

f (x) = a x + b
f (x) = a x2 + bx + c a ≠ 0

ตัวอยา่งที ่2   กําหนด  
จงหา   
วิธีทํา       
         

f (x) = − 5x + 2
f (1), f (−2)
f (1) = − 5(1) + 2 = − 5 + 2 = − 3

f (−2) = − 5(−2) + 2 = 10 + 2 = 12

ตัวอยา่งที ่1   กําหนด  
จงหา   
วิธีทํา      
       

f (x) = 3x + 4
f (2), f (−1)
f (2) = 3(2) + 4 = 6 + 4 = 10

f (−1) = 3(−1) + 4 = − 3 + 4 = 1

ตัวอยา่งที ่5  กําหนด  

จงหา   เมื่อ  

วิธีทํา           
                               

       

                                      

f (x) = x2 + 2x − 1
f (a + h) − f (a)

h
h ≠ 0

f (a + h) = (a + h)2 + 2(a + h) − 1 = a2 + 2ah + h2 + 2a + 2h − 1
f (a) = a2 + 2a − 1

f (a + h) − f (a)
h

= (a2 + 2ah + h2 + 2a + 2h − 1) − (a2 + 2a − 1)
h

= 2a + h + 2

ตัวอยา่งที ่4   กําหนด  

จงหา   

วิธีทํา       
          

              

f (x) = x2 + 1
f ( 2), f (− 2), f ( 1

2 )
f ( 2) = ( 2)2 + 1 = 2 + 1 = 3

f (− 2) = (− 2)2 + 1 = 2 + 1 = 3

f ( 1
2 ) = ( 1

2 )
2

+ 1 = 1
4 + 1 = 5

4

ตัวอยา่งที ่3   กําหนด  
จงหา   
วิธีทํา      
        
            
           

f (x) = x2 − 3x + 2
f (1), f (−1), f (0), f (a)
f (1) = (1)2 − 3(1) + 2 = 1 − 3 + 2 = 0

f (−1) = (−1)2 − 3(−1) + 2 = 1 + 3 + 2 = 6
f (0) = (0)2 − 3(0) + 2 = 2
f (a) = a2 − 3a + 2

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก

ความสัมพันธ์ท่ีเป็นฟงัก์ชัน ความสัมพันธ์ท่ีไมเ่ป็นฟังก์ชัน
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❼  กําหนด  

จงหา    เมื่อ 

f (x) = − x + 4
f (a + h) − f (a)

h
h ≠ 0

❶  กําหนด  
จงหา   
                                                     

f (x) = 5
f (2), f (−3), f ( 1

2 )

❽ กําหนด  

จงหา    เมื่อ  
f (x) = 3x2 − 2x

f (a + h) − f (a)
h

h ≠ 0

❺  กําหนด  
จงหา  

f (x) = x2 − 2x
f (1), f (−1), f ( 3)

❸  กําหนด  
จงหา  

f (x) = − 3x + 4
f (2), f (−2), f ( 1

3 )

❻  กําหนด  
จงหา   

f (x) = 2x2 − 3x + 1
f (0), f (2), f (− 1

2 )

❷ กําหนด  
จงหา   

f (x) = 2x + 1
f (−1), f (3), f ( 2)

❹ กําหนด  
จงหา   

f (x) = x2

f (−2), f (3), f ( 1
2 )

ทบทวนความเข้าใจ 1   กราฟของความสัมพันธ์ทีกํ่าหนดให้ข้อใดไมเ่ปน็ฟังก์ชัน เพราะเหตุใด

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : จงหาค่าของฟังก์ชันทีกํ่าหนดให้ต่อไปนี้

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  ❷  ❸    

❹  ❺  ❻  ❼  ❽  

f(2)=5,f(−3)=5,f(
1
2)=5f(−1)=−1,f(3)=7,f(2)=22+1f(2)=−2,f(−2)=10,f(

1
3)=3

f(−2)=4,f(3)=9,f(
1
2)=1

4
f(1)=−1,f(−1)=3,f(3)=3−23f(0)=1,f(2)=3,f(−1

2)=3−16a+3h−2
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วนัที่ 12 ฟงัก์ชนับางชนิดที่น่าสนใจ
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 4 วัน / เวลาท่ีทํา :

• ฟังก์ชันทีนิ่ยามเป็นช่วง (piecewise-defined function) เป็นฟังก์ชันท่ีนิยามตามท่ีเง่ือนไขกํากับ การคํานวณค่าขึ้นอยู่
กับเง่ือนไขท่ีกํากับอยู ่

    เชน่          จะได้ว่า    

                                                     ,     
• ฟังก์ชันค่าสมับูรณ์ (absolute functin) เป็นฟังก์ชันท่ีเขียนได้ 
ในรูปฟังก์ชันท่ีนิยามตามชว่ง กล่าวคือ   

             เชน่  ,    

• ฟังก์ชันตรรกยะ (rational function) เป็นฟังก์ชันในรูป  โดยท่ี  โดเมนคือเซตของจํานวนจริง

ท่ียกเว้นค่า  ท่ีทําให้ตัวสว่นเป็นศูนย์

f (x) = {−x + 1 ; x ≤ 0
2x + 2 ; x > 0 f (−2) = − 2 + 1 = − 1

f (0) = 0 + 1 = 1 f (1) = 2(1) + 2 = 4

f (x) = |x | = {−x ; x < 0
x ; x ≥ 0 f (−1) = − (−1) = 1 f (π) = π

f (x) = p(x)
q(x) q(x) ≠ 0

x

• โดเมนของฟังก์ชัน  (แทนด้วย ) คือเซตของจํานวนซึ่งสามารถคํานวณค่าของฟังก์ชันได้ 
   เชน่ กําหนด    ได้ว่า   (คํานวณค่าของฟังก์ชันได้ทุกค่าในจํานวนจริง) 
           กําหนด         ได้ว่า   (ภายใต้เครื่องหมาย  เป็นบวกเสมอ) 

           กําหนด    ได้ว่า           (ตัวสว่นห้ามเป็นศูนย์)

f Df
f (x) = 2x + 1 Df = ℝ
g(x) = x Dg = {x ∈ ℝ |x ≥ 0} = [0,∞)
h(x) = 1

x − 1 Df = {x ∈ ℝ |x ≠ 1}

ตัวอยา่งที ่1  จงหาโดเมนของฟังก์ชัน   
วิธีทํา   จากเง่ือนไข     ได้ว่า   
     หรือ   ได้อสมการ  
     เซตคําตอบของอสมการคือ  
นั่นคือ  

f (x) = 1 − x2

1 − x2 ≥ 0
x2 − 1 ≤ 0 (x − 1)(x + 1) ≤ 0

[−1,1]
Df = [−1,1]

ตัวอยา่งที ่2   จงหาโดเมนของฟังก์ชัน  

วิธีทํา   พิจารณาเง่ือนไข 1)  และ 2)  
            ได้ว่า โดเมนคือ  
            ดังนั้น โดเมนคือ 

g(x) = 1
x + 2

x + 2 ≥ 0 x + 2 ≠ 0
[−2,∞) ∩ (ℝ − {−2})
(−2,∞)

ตัวอยา่งที ่4  กําหนด   

จงหา  

วิธีทํา      

                   

หมายเหต ุ ถ้ากําหนด   
จะกล่าวว่า  เนื่องจาก 

f (x) = x2 − 1
x − 1

f (2), f (−1)
f (2) = 4 − 1

2 − 1 = 3

f (−1) = 1 − 1
−1 − 1 = 0
g(x) = x + 1

f (x) ≠ g(x) Df ≠ Dg

ตัวอยา่งที ่3  กําหนด   

จงหา  
วิธีทํา      
                   
                  

f (x) = {x2 + 1, x < 0
2x + 3, x ≥ 0

f (−2), f (0), f (3)
f (−2) = (−2)2 + 1 = 5

f (0) = 2(0) + 3 = 3
f (3) = 2(3) + 3 = 9

ตัวอยา่งที ่5   กําหนด   จงหา    เมื่อ  และเมื่อ  

วิธีทํา    เมื่อ   ได้ว่า  จึงได้ว่า  

                 เพราะฉะนั้น  

             เมื่อ   ได้ว่า  จึงได้ว่า  

                 เพราะฉะนั้น 

f (x) = {x + 1, x > 1
x2, x ≤ 1

f (1 + h) − f (1)
h

h > 0 h < 0

h > 0 1 + h > 0 f (1 + h) = (1 + h) + 1 = 2 + h
f (1 + h) − f (1)

h
= 2 + h − 1

h
= 1 + h

h
= 1

h
+ 1

h < 0 1 + h < 0 f (1 + h) = (1 + h)2 = 1 + 2h + h2

f (1 + h) − f (1)
h

= 1 + 2h + h2 − 1
h

= 2h + h2

h
= 2 + h

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก

กราฟของ f (x ) = | x |
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ฟังก์ชัน โจทยใ์หคํ้านวณ ค่าของฟังก์ชัน

g (− 2)

g (x) = 2x2 + 3x − 2
x + 2

f (π)

h (−1)

f ( 1
2 )

f (0)

h (2)

g (−1)

f (x) = x2 − 4
x − 2

f (−2)

g (2)

g (0)

g (x) = {3x − 2, x ≤ − 1
x2 + 1, x > − 1

h (1)h (x) =
x + 4, x < 0
x2, 0 ≤ x < 2
2x − 1, x ≥ 2

f (3)

g (1)

f (1)f (x) = {x2 − 1, x < 1
x + 4, x ≥ 1

❸  กําหนด   

จงหา  เมื่อ  และ  

f (x) = {x2, x ≤ 1
x + 2, x > 1

f (1 + h) − f (1)
h

h > 0 h < 0

❹ กําหนด   

จงหา  เมื่อ  และ  

g(x) = {2x − 1, x < 2
x2 − 3, x ≥ 2

g(2 + h) − g(2)
h

h > 0 h < 0

❷ จงหาโดเมนของฟังก์ชัน  k (x) = 1
x2 − 2x − 3

❶  จงหาโดเมนของฟังก์ชัน 

                                                     

f (x) = 2x2 − 5x − 3

ทบทวนความเข้าใจ 1   คํานวณค่าของฟังก์ชัน ณ จุดทีกํ่าหนดให้ต่อไปนี้

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  ❷  ❸   ❹  Df=(−∞,−1
2]∪[3,∞)Dk=(−∞,−1)∪(3,∞)2+h

h(h>0);2+h(h<0)4+h(h>0);2h+2
h(h<0)
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วนัที่ 13 การสร้างฟงัก์ชนัใหม่
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 4 วัน / เวลาท่ีทํา :

• ฟังก์ชันประกอบ  (composite function) เป็นฟังก์ชันเกิดจากการนําฟังก์ชันหนึ่ง 
ไปคํานวณค่าในฟังก์ชันอีกฟังก์ชันหนึ่ง หากกําหนด  และ   
จะได้ว่า                            ดังแผนภาพ 

    ภายใต้เง่ือนไขว่า  (  คือ เรนจ์ของฟังก์ชัน ) 
    เชน่      ให้      และ    
                ได้ว่า  
                ทํานองกลับกัน  
   โดยท่ัวไป  

y = f (u) u = g(x)
y = f (g(x)) = ( f ∘ g)(x)

Df ∩ Rg ≠ ∅ Rg g
f (x) = x2 g(x) = 2x + 1

h(x) := f (g(x)) = (g(x))2 = (2x + 1)2

j(x) := g( f (x)) = 2 f (x) + 1 = 2x2 + 1
( f ∘ g)(x) ≠ (g ∘ f )(x)

• พชีคณิตของฟังก์ชัน หากมฟีังก์ชัน  และ  เดิม เราสามารถสร้างฟังก์ชันใหมจ่ากฟังก์ชันเดิมได้โดยการบวก ลบ คูณ 
หาร ฟังก์ชันเดิมได้ โดยท่ีโดเมนของฟังก์ชันใหมท่ี่สร้างขึ้น จะเป็นผลตัด (intersection) ของฟงัก์ชันท่ีนํามาสร้างใหม ่

   เชน่  กําหนด   และ     ได้ว่า   
           โดยท่ีโดเมนของ  คือ 

f g

f (x) = 2x + 1 g(x) = x h(x) := ( f + g)(x) = 2x + 1 + x
h(x) Dh = Df ∩ Dg = ℝ ∩ [0,∞) = [0,∞)

ตัวอยา่งที ่1  กําหนดฟังก์ชัน   และ    
จงหา  
วิธีทํา     
                      ดังนั้น    ซึ่งเท่ากับ  
              ซึ่ง   
              ซึ่ง 

f (x) = 2x + 1 g(x) = x2 − 3
( f + g)(x), ( f + g)(2), ( f ∘ g)(x), ( f ∘ g)(2), (g ∘ f )(x), (g ∘ f )(2)

( f + g)(x) = f (x) + g(x) = (2x + 1) + (x2 − 3) = x2 + 2x − 2
( f + g)(2) = 22 + 2(2) − 2 = 6 f (2) + g(2) = 5 + 1 = 6

( f ∘ g)(x) = f (g(x)) = 2(g(x)) + 1 = 2(x2 − 3) + 1 = 2x2 − 5 ( f ∘ g)(2) = 2(2)2 − 5 = 3
(g ∘ f )(x) = g( f (x)) = (2x + 1)2 − 3 = 4x2 + 4x − 2 (g ∘ f )(2) = 4(2)2 − 4(2) − 2 = 6

ตัวอยา่งที ่4  กําหนด    

จงเขียนฟังก์ชัน  ในรูป  
วิธีทํา     เลือกฟังก์ชัน   

              และ  

              ได้ว่า  

              และเราได้ว่า    
              เนื่องจาก  หรือได้ว่า 

h(x) = x2 + 1
2x2 − 4

h(x) y = f (u), u = g(x)
y = f (u) = u

2u − 6
u(x) = x2 + 1
h(x) = u(x)

2u(x) − 6 = x2 + 1
2(x2 + 1) − 6

Dh = ℝ − {± 2}
2x2 − 4 ≠ 0 x ≠ ± 2

ตัวอยา่งที ่2  กําหนด    
จงเขียนฟังก์ชัน  ในรูป  
วิธีทํา     เลือกฟังก์ชัน   
              และ  
              ได้ว่า  
              และเราได้ว่า    
              เนื่องจาก  สําหรับทุก 

h(x) = 2x2 + 1
h(x) y = f (u), u = g(x)

y = f (u) = u
u(x) = 2x2 + 1
h(x) = u(x) = 2x2 + 1

Dh = ℝ
2x2 + 1 ≥ 1 x ∈ ℝ

ตัวอยา่งที ่5  กําหนด  ,   

และ  จงหา   
วิธีทํา     
                                  

                                  

                                  

ดังนั้น  

f (x) = 1
x − 1 g(x) = x2 + 1

h(x) = 2x − 3 f (g(h(2)))
f (g(h(x))) = f (g(2x − 3))

= f ((2x − 3)2 + 1)
= 1

((2x − 3)2 + 1) − 1
= 1

(2x − 3)2

f (g(h(2))) = 1
(2(2) − 3)2 = 1

ตัวอยา่งที ่3  กําหนด    
จงเขียนฟังก์ชัน  ในรูป  
วิธีทํา     เลือกฟังก์ชัน   
              และ  
              ได้ว่า  
              และเราได้ว่า   

h(x) = (2x + 5)3

h(x) y = f (u), u = g(x)
y = f (u) = u3

u(x) = 2x + 5
h(x) = (u(x))2 = (2x + 5)3

Dh = ℝ

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก

x g (x ) f (g (x ))

g f

( f ∘ g )(x )

Dg

Rg

Df

Rf
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ฟังก์ชัน h(x) y = f(u) u = g(x) โดเมนของ h(x)

h (x) = x + 3

h (x) = (2x + 1)2 + 3

h (x) = (x2 − 1)2

h (x) = 1
x2 + 1

h (x) = (x + 2)2

h (x) = (2x − 1)3

h (x) = 1
x2 − 2x + 5

h (x) = 3x2 + 2x

❸  กําหนดให้  

จงหาค่า  
                                  

f (x) = x + 1
x − 2 , g(x) = x2 − 1

f (g(−2)), g( f (−2))

❻  กําหนดให้  ,   
และ   จงหาค่า  
                                  


f (x) = x + 1 g(x) = |x2 − 1 |
h(x) = x − 1 f (g(h(0)))

❹ กําหนดให้  ,   และ  
  จงหาค่า 


f (x) = 2x + 1 g(x) = x2

h(x) = x + 5 h(g( f (1)))

❺  กําหนดให้  ,   และ  

  จงหาค่า 

                                  

f (x) = 1
x

g(x) = |x − 2 |

h(x) = x2 + 3 h(g( f (−1)))

❷ กําหนดให้   
จงหาค่า  
                                     


f (x) = x + 4, g(x) = 3x2 − 2
f (g(2)), g( f (2))

❶  กําหนดให้ 


จงหาค่า  
                                                     

f (x) = x2 + 1, g(x) = 2
x − 1

f (g(3))

ทบทวนความเข้าใจ 1   เมื่อกําหนดฟังก์ชันให ้จงเขยีนฟังก์ชันให้อยูใ่นรูป y = f(u), u = g(x) พรอ้มหาโดเมน

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  ❷  ❸    

❹   ❺  ❻ 

f(g(3))=2f(g(2))=14,g(f(2))=16f(g(−2))=4,g(f(−2))=−15
16

h(g(f(1)))=14h(g(f(−1)))=12f(g(h(0)))=1
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วนัที่ 14 สมบัติที่สําคัญของฟงัก์ชนั
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 4 วัน / เวลาท่ีทํา :

• ฟังก์ชัน  เป็นฟังก์ชันเพิ่ม (increasing function) บนชว่ง   
สําหรับทุก   ถ้า   แล้ว  

• ฟังก์ชัน  เป็นฟังก์ชันลด (decreasing function) บนชว่ง   
สําหรับทุก   ถ้า  แล้ว  

    เชน่ สําหรับฟังก์ชัน  พบว่า 
             เป็นฟังก์ชันเพิ่มบนชว่ง  และ   เป็นฟังก์ชันลดบนชว่ง 

f I
x1, x2 ∈ I x1 ≤ x2 f (x1) ≤ f (x2)

f I
x1, x2 ∈ I x1 ≤ x2 f (x1) ≥ f (x2)

f (x) = x2

f (0,∞) f (−∞,0)

• ให้  เป็นฟังก์ชัน จะกล่าวว่า  เป็น ฟังก์ชันแบบหน่ึงต่อหน่ึง (one-to-one function)  
เมื่อสําหรับ   ถ้า   แล้ว  

• เราอาจตรวจสอบว่าฟังก์ชันหนึ่งไมเ่ป็นฟังก์ชันแบบหนึ่งต่อหนึ่งได้ 
จากการลากเส้นตรงขนานแกน  หากเส้นตรงตัดกราฟมากกว่าหนึ่งจุด 
แสดงว่าฟังก์ชันดังกล่าวไมเ่ป็นฟังก์ชันแบบหนึ่งต่อหนึ่ง 

• ตัวผกผนั (inverse) ของฟังก์ชัน   หาได้จากการสลับ  และ   
แล้วเขียน  ในรูปของ  ตัวผกผันนี้เขียนแทนด้วย  

• กราฟของตัวผกผันของฟังก์ชันวาดได้จากการสะท้อนกราฟของ  
ผา่นไปยังเส้นตรง  

• ตัวผกผันของฟังก์ชันอาจไมเ่ป็นฟังก์ชัน แต่เราทราบว่า  
ฟังก์ชัน  มีฟังก์ชันผกผนั (inverser function) ก็ต่อเมื่อ  เป็นฟังก์ชันแบบหนึ่งต่อหนึ่ง

f f
x1, x2 ∈ Df f (x1) = f (x2) x1 = x2

X

f x y
y x f −1

y = f (x)
y = x

f f

ตัวอยา่งที ่1  กําหนดฟังก์ชัน  สําหรับทุก  ดังกราฟสีมว่ง 
1.   เป็นฟังก์ชันแบบหนึ่งต่อหนึ่ง 
2.   เป็นฟังก์ชันเพิ่มบนเซต  
3. พิจารณาตัวผกผันของ  : สลับ  และ  พบว่า 

             หรือได้ว่า  

      นั่นคือ   แสดงดังกราฟ  ท้ังนี้ 

f (x) = 2x − 3 x ∈ ℝ
f
f ℝ

f x y
x = 2y − 3 y = x + 3

2
f −1(x) = x + 3

2 f −1(5) = 5 + 3
2 = 4

ตัวอยา่งที ่2  กําหนดฟังก์ชัน  สําหรับทุก  ดังกราฟสีมว่ง 
1.    เป็นฟังก์ชันแบบหนึ่งต่อหนึ่ง 
2.   เป็นฟังก์ชันเพิ่มบนชว่ง  
3. พิจารณาตัวผกผันของ  : สลับ  และ  พบว่า 
             หรือได้ว่า  เมื่อ  
      นั่นคือ   แสดงดังกราฟ ท้ังนี้  

f (x) = x − 1 x ∈ [1,∞)
f
f [1,∞)

f x y
x = y − 1 y = x2 + 1 y ≥ 1,x ≥ 0

f −1(x) = x2 + 1 f −1(4) = 42 + 1 = 17

ตัวอยา่งที ่3  กําหนดฟังก์ชัน  ดังกราฟสีมว่ง 
1.   ไมเ่ป็นฟังก์ชันแบบหนึ่งต่อหนึ่ง เนื่องจากมี  ท่ี 
         แต่  
2.   เป็นฟังก์ชันเพิ่มบนชว่ง  และ  

  เป็นฟังก์ชันลดบนชว่ง  
3.   ไมเ่ป็นฟังก์ชันแบบหนึ่งต่อหนึ่ง ตัวผกผันจึงไมเ่ป็นฟังก์ชัน

f (x) = x3 − 3x
f x1 = − 1,x2 = 2
f (x1) = 2 = f (x2) x1 ≠ x2

f (−∞, − 1) (1,∞)
f (−1,1)
f

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก

x1 x2

f (x2)

f (x1)

X

Y

ฟังก์ชันบนชว่ง I
x1 x2

f (x2)

f (x1)

ฟังก์ชันลดชว่ง I
X

Y

กราฟของฟังก์ชัน 
f (x ) = x2

กราฟของ 
ฟังก์ชัน 
  
ไมเ่ป็นฟังก์ชัน 
แบบหนึ่งต่อหนึ่ง

f (x ) = x2

f (x ) = x2 เส้นสะท้อน
y = x

f −1

f เส้นสะท้อน
y = x

f −1

f −1

f

เส้นสะท้อน
y = x

เส้นสะท้อน
y = x

f

f −1
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❷   f (x) = 1 − 2x

❸   เมื่อ  f (x) = x2 + 2 x ≥ 0 ❹   เมื่อ 
f (x) = 2x + 1
x − 1 x ≠ 1

❶  

                                                     

f (x) = − 3x + 4

ทบทวนความเข้าใจ 1   รา่งกราฟของตัวผกผันของความสัมพันธ์ พรอ้มอธิบายว่าฟังก์ชันเพิ่ม / ลดบนชว่งใด

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : กําหนดฟังก์ชันต่อไปนี ้จงหาฟังก์ชันผกผัน (ถ้าม)ี

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  ❷  ❸   ❹  f−1(x)=4−x
3

f−1(x)=1−x2
3,x≥0f−1(x)=x−2,x≥2f−1(x)=

x+1
x−2,x≠2
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ชว่งที่ 4

กราฟของฟังก์ชันและเรขาคณิตวิเคราะห์เบื้องต้น 
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วนัที่ 15 กราฟเส้นตรง
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 3 - 4 วัน / เวลาท่ีทํา :

• สมการในรูปท่ัวไปของเส้นตรงในระนาบ เขียนได้ในรูป 
                               
• เมื่อเขียนสมการดังกล่าวให้อยูใ่นรูปมาตรฐาน จะได้สมการในรูป 

            หรือเขียนได้ในรูป   

   โดยท่ี   คือ ความชัน (slope) ของเส้นตรง  

   และ  คือ จุดตัดแกน  (Y-intercept) ของเส้นตรงดังกล่าว 

• ท้ังนี้ เส้นตรงในรูปฟังก์ชันเส้นตรง คือ  
•  : เส้นตรงขนานแกน            : เส้นตรงทํามุมแหลมกับแกน  

 : เส้นตรงต้ังฉากแกน         : เส้นตรงทํามุมป้านกับแกน 

A x + B y + C = 0

y = − A
B

x − C
B

y = m x + b

m = − A
B

b = − C
B

Y

y = f (x) = m x + b
m = 0 X m > 0 X
m = ∞ X m < 0 X

• ในการสร้างสมการเส้นตรง มีวิธีการสร้างได้หลายรูปแบบ อาทิ 
• เมื่อทราบจุดผา่น  และความชัน        สมการเส้นตรง คือ     

• เมื่อทราบจุดผา่นสองจุด        สมการเส้นตรง คือ     

   (ความชันของเส้นตรงท่ีผา่นจุดสองจุดนั้นคือ ) 

• ถ้า  เป็นความชันของเส้นตรง  ได้ว่า  ขนานกับ  ก็ต่อเมื่อ  
และ  ต้ังฉากกับ  ก็ต่อเมื่อ  

(x1, y1) m y − y1 = m(x − x1)
(x1, y1), (x2, y2) y − y1 = y2 − y1

x2 − x1
(x − x1)

m = y2 − y1
x2 − x1

m1, m2 ℓ1, ℓ2 ℓ1 ℓ2 m1 = m2
ℓ1 ℓ2 m1 ⋅ m2 = − 1

ตัวอยา่งที ่5 จงหาสมการเส้นตรงท่ีผา่นจุด ,  
วิธีทํา    สมการเส้นตรงหาได้จาก 

      

หรือ    
ได้ว่า 

(1,2) (3,6)

y − 2 = ( 6 − 2
3 − 1 )(x − 1)

y − 2 = 2(x − 1)
y = 2x

ตัวอยา่งที ่6 จงหาสมการเส้นตรงท่ีผา่นจุด  และ 
ต้ังฉากกับเส้นตรง  

วิธีทํา   เส้นตรงท่ีกําหนดให้มีความชันคือ  เส้นตรงท่ีจะหา 

จึงต้องมีความชันเท่ากับ  ได้สมการเส้นตรงคือ 
  หรือ   

(−1,3)
−x + 2y + 3 = 0

1
2

−2
y − 3 = (−2)(x − (−1)) y = − 2x + 1

ตัวอยา่งที ่1  กําหนด   จงเขียน 
รูปมาตรฐาน หาความชัน จุดตัดแกน  และจุดตัดแกน   

วิธีทํา    สมการในรูปมาตรฐานคือ   

1. ความชันคือ  

2. จุดตัดแกน  (ให้ ) คือจุด  
3. จุดตัดแกน  (ให้ ) คือจุด  
สามารถวาดกราฟนี้ได้โดยการหาจุดตัดแกน   
แล้วลากเส้นตรงผา่นสองจุดนั้น

3x − 2y + 6 = 0
X Y

y = 3
2 x + 3

m = 3
2

Y x = 0 (0,3)
X y = 0 (−2,0)

X, Y

ตัวอยา่งที ่3  จงหาสมการเส้นตรงท่ีขนานแกน   
และผา่นจุด  
วิธีทํา    เส้นตรงท่ีขนานกับแกน  จะมีค่า  คงท่ีเสมอ  
โดยมีความชันเท่ากับ  สมการเส้นตรงหาได้จาก 
      นั่นคือ 

X
(2, − 3)

X y
0

y − (−3) = 0(x − 2) y = − 3

ตัวอยา่งที ่2  กําหนด   จงเขียน 
รูปมาตรฐาน หาความชัน จุดตัดแกน  และจุดตัดแกน   

วิธีทํา     สังเกตว่า สมการนี้อยูใ่นรูป  

1. เส้นตรงนี้ขนานกับแกน  
 มีความชันเป็นอนันต์ 

2. เส้นตรงนี้ตัดแกน  ท่ีจุด  

3. เส้นตรงนี้ไมตั่ดแกน 

2x = 1
X Y

x = 1
2

Y

X ( 1
2 ,0)

Y

ตัวอยา่งที ่4 จงหาสมการเส้นตรงท่ีมี 
ความชันเท่ากับ  และผา่นจุด  
วิธีทํา    สมการเส้นตรงหาได้จาก 
                       
หรือ  

−3 (1,2)

y − 2 = (−3)(x − 1)
y = − 3x + 5

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก

X

Y

b
m = Δy

ΔxΔy

Δ x

X

Y

(x1, y1)

X

Y

(x1, y1)

(x2, y2)
Δy

Δ x

m

Point-slope form Two-points form

X

Y

m = 0
m > 0

m = ∞m < 0

Slope-intercept form ความชันของเส้นตรง
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สมการรูปท่ัวไป สมการมาตรฐาน ความชัน จุดตัดแกน X จุดตัดแกน Y จุดผา่น

 (0, − 1)

y = 2x + 3

−4

1

(2,0)

(−3,4)

2x − y − 4 = 0

y = x − 2

y = − 5

x + 4y − 1 = 0

(0,3)

(0,3)

(0,0.5)

3x − y + 9 = 0

(2, − 2)

y = 1
2 x − 1

0

❶  สมการเส้นตรงท่ีผา่นจุด  (−2,3), (2,1)

❹  สมการเส้นตรงท่ีขนานกับ  และผา่น
จุด  

y = − 2x + 5
(−1,2)

❷  สมการเส้นตรงท่ีมีความชัน  ผา่นจุด  4 (1, − 2)

❸  สมการเส้นตรงท่ีต้ังฉากกับ  และ
ผา่นจุด  

−2x + 3y + 6 = 0
(0,4)

ทบทวนความเข้าใจ 1   เติมชอ่งว่างในตารางให้สมบูรณ์

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : จงหาสมการทีส่อดคล้องกับเง่ือนไขทีกํ่าหนด พรอ้มวาดกราฟ

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  ❷  ❸   ❹  y=−1
2+2y=4x−6y=−3

2
x+4y=−2x
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วนัที่ 16 กราฟของฟงัก์ชนักําลงัสอง
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 3 - 4 วัน / เวลาท่ีทํา :

• ฟังก์ชันกําลังสอง (quadratic function) คือฟังก์ชันท่ีอยูใ่นรูปท่ัวไป  
         โดยท่ี   

• กราฟของฟังก์ชันกําลังสองเปน็รูปพาราโบลา (parabola)  
เมื่อพิจารณากราฟเริ่มต้นในรูป  

• จุดยอด / จุดวกกลับอยูท่ี่   แกนสมมาตรคือ  
• พาราโบลาหงาย เมื่อ   (ยิ่ง  เพิ่มขึ้น กราฟยิ่งหุบเข้า) 
• พาราโบลาคว̀า เมื่อ  

y = f (x) = a x2 + bx + c a ≠ 0

y = a x2

(0,0) x = 0
a > 0 a

a < 0

• ในกรณีท่ัวไป เราสามารถเขียนรูปท่ัวไปให้อยูใ่นรูปมาตรฐาน ในรูป 
 โดยท่ี  

   พาราโบลานี้เป็นพาราโบลามาตรฐานท่ีถูกเล่ือนไปท่ีจุด  
• จากรูปมาตรฐาน  จะได้ว่า จุดยอดของพาราโบลา 

อยูท่ี่    

• แกนสมมาตร คือ  
• เมื่อ   พาราโบลาหงาย และท่ี  เป็นจุดต̀าสุด 
• เมื่อ   พาราโบลาหงาย และท่ี  เปน็จุดสูงสุด 

• จุดตัดแกน  หาจาก  โดย  คือค่าซึ่ง   
และจุดตัดแกน  คือ 

y = a(x − h)2 + k a ≠ 0
(h , k)

y = a x2 + bx + c

(h , k) = (− b
2a

, c − b2

4a )
x = h

a > 0 (h , k)
a < 0 (h , k)

X (x ,0) x f (x) = 0
Y (0,c)

ตัวอยา่งที ่1  จงวิเคราะห์  
วิธีทํา   
1. กราฟของพาราโบลานี้หงาย  
2. จุดยอด  
3. แกนสมมาตรของพาราโบลา 

คือ  
4. จุดตัดแกน  เกิดขึ้นท่ี 

 

f (x) = 2x2 − 4

(h , k) = (0, − 4)

x = 0
X

x = ± 2

ตัวอยา่งที ่3  จงวิเคราะห์   
วิธีทํา     เขียนสมการในรูปมาตรฐาน  

   

           

           
1. กราฟของพาราโบลานี้คว̀า 
2. จุดยอด  
3. แกนสมมาตรของพาราโบลา 

คือ  
4. จุดตัดแกน  เกิดขึ้นท่ี  

f (x) = − 2x2 − 4x + 3

f (x) = − 2(x2 + 2x − 3
2 )

= − 2[(x2 + 2x + 1) − 1 − 3
2 ]

= − 2(x + 1)2 + 5

(h , k) = (−1,5)

x = − 1
X

x = −2 ± 10
2

ตัวอยา่งที ่4 จงวิเคราะห์   
วิธีทํา    
1. กราฟของพาราโบลานี้หงาย  
2. จุดยอดอยูท่ี่ 

 

3. แกนสมมาตรของพาราโบลา 
คือ  

4. จุดตัดแกน  เกิดขึ้นท่ี  

f (x) = 3x2 + 2x − 4

(h , k) = ( −2
2(3) , − 4 − 22

4(3) ) = (− 1
3 , − 13

3 )
x = − 1/3

X

x = −1 ± 13
3

ตัวอยา่งที ่2  จงวิเคราะห์   
วิธีทํา     เขียนสมการในรูปมาตรฐาน  
   
           
1. กราฟของพาราโบลานี้หงาย  
2. จุดยอด  
3. แกนสมมาตรของพาราโบลา 

คือ 

f (x) = x2 − 2x + 2

f (x) = (x2 − 2x + 1) + 1
= (x − 1)2 + 1

(h , k) = (1,1)

x = 1

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก

กราฟของฟังก์ชัน 
f (x ) = x2 กราฟของฟังก์ชัน 

f (x ) = − x2

f (x ) = x2

(0,0)

f (x ) = (x − 3)2 + 3

(3,3)

x = 3

ฟังก์ชัน    
มีรูปเดียวกันกับ 

f (x ) = (x − 3)2 + 3
f (x ) = x2 − 6x + 12
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สมการรูปท่ัวไป สมการมาตรฐาน หงาย - ควUา จุดยอด แกนสมมาตร   จุดตัดแกน X

y = − 2(x + 2)2 + 3

y = (x − 3)2 − 5

y = x2 + 4

y = x2 + 4x + 1

y = − x2 − 8x − 8

❶   f (x) = 3(x − 2)2 − 7

❹   f (x) = − x2 + 6x − 4

❻   f (x) = − 3x2 − 6x + 2

❷   f (x) = − 2(x + 1)2 + 5

❺   f (x) = 1
2 x2 + 3x + 4

❸   f (x) = 2x2 − 8x + 5

ทบทวนความเข้าใจ 1   เติมชอ่งว่างในตารางให้สมบูรณ์

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : วิเคราะห์และวาดกราฟของฟังก์ชันกําลังสองต่อไปนี้
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วนัที่ 17 สมการของภาคตัดกรวย
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 4 วัน / เวลาท่ีทํา :

• วงกลม (circle) คือเซตของจุดท่ีอยูห่า่ง
จากจุดคงท่ี (จุดศูนย์กลาง)  
เป็นระยะทางคงท่ี (รัศมี) 

• สมการวงกลมท่ีมีจุดศูนย์กลางอยูท่ี่ 
 รัศมี  คือ      

• ไฮเพอรโ์บลามุมฉาก (rectangular 
hyperbola) เป็นไฮเพอร์โบลาท่ีมีการ
หมุนแกน มีสมการในรูป        

(0,0) r x2 + y2 = r2

x y = 1

• พาราโบลา (parabola) คือเซตของจุดท่ี
อยูห่า่งจากจุดคงท่ี (จุดโฟกัส) กับเส้นตรง
คงท่ี (เส้นไดเรกตริกซ์) เป็นระยะเท่ากัน 

• กําหนด  คือระยะจากจุดยอด ในท่ีนี้ดูท่ี
จุด  ไปยังจุดโฟกัส  

• กรณีเส้นไดเรกตริกซ์ขนานแกน  จุด
โฟกัสอยูต่ามแกน  (พาราโบลาหงาย - 
คว̀า) สมการอยูใ่นรูป   
         หรือ  

• กรณีเส้นไดเรกตริกซ์ขนานแกน  จุด
โฟกัสอยูต่ามแกน  (พาราโบลาตะแคง
ซ้าย - ขวา) สมการอยูใ่นรูป       
     หรือ 

c
(0,0)

X
Y

x2 = 4c y x2 = − 4c y
Y

X

y2 = 4cx y2 = − 4cx

สมการของภาคตัดกรวยในรูปท่ัวไป (ท่ีไมม่ีการหมุนแกน) อยูใ่นรูป.     
เราจะเริ่มจากสมการของภาคตัดกรวยรูปแบบมาตรฐานท่ียังไมม่ีการเล่ือนแกนก่อน  
ในท่ีนี้ จะกําหนดจุดอ้างอิงของแต่ละรูปด้วยจุดกลมสีแดง (โปรง่) เพื่อจะนําไปใช้ในการเล่ือนแกนในหัวข้อถัดไป

A x2 + Bx2 + Cx + D y + E = 0

• วงร ี(ellipse) คือเซตของจุดท่ีผลรวม
ของระยะจากจุดคงท่ีสองจุด ไปยังจุด
หนึ่งในเซตนั้น มีค่าคงท่ีเสมอ 

• กําหนดให้  คือระยะจากจุดศูนย์กลาง 
ไปยังปลายแกนเอก และ  คือระยะ
จากจุดศูนย์กลางไปยังแกนโท ( ) 

• สมการวงรีท่ีแกนเอกอยูต่ามแกน   

อยูใ่นรูป       

• สมการวงรีท่ีแกนเอกอยูต่ามแกน   

อยูใ่นรูป     

a
b

a > b
X

x2

a2 + y2

b2 = 1
Y

x2

b2 + y2

a2 = 1

• ไฮเพอรโ์บลา (hyperbola) คือเซตของ
จุดท่ีผลต่างของระยะจากจุดคงท่ีสองจุด 
ไปยังจุดหนึ่งในเซตนั้น มีค่าคงท่ีเสมอ 

• กําหนดให้  คือระยะจากจุดศูนย์กลาง 
ไปยังปลายแกนเอก และ  คือระยะจาก
จุดศูนย์กลางไปยังแกนโท ( ) 

• สมการไฮเพอร์โบลาท่ีแกนอยูต่ามแกน   

อยูใ่นรูป       

• สมการไฮเพอร์โบลาท่ีแกนอยูต่ามแกน  

อยูใ่นรูป     

a
b

a > b
X

x2

a2 − y2

b2 = 1
Y

y2

a2 − x2

b2 = 1

ตัวอยา่งที ่4 จงวิเคราะห์   
วิธีทํา สมการดังกล่าวอยูใ่นรูป 
        
เป็นสมการวงกลม จุดศูนย์กลาง  
รัศมี  หนว่ย

x2 + y2 = 5

x2 + y2 = ( 5)2

(0,0)
5

ตัวอยา่งที ่3  จงวิเคราะห์   

วิธีทํา    จัดรูป โดยเขียนได้เป็น    

เป็นสมการพาราโบลา ตะแคงด้านขวา 
จุดยอดคือ  สมการไดเรกตริกซ์คือ  

4y2 − 2x = 0
y2 = 1

2 x

(0,0)
4c = 1

2 → x = − c = − 1
8

ตัวอยา่งที ่1  หารูปมาตรฐานของ   
วิธีทํา  นํา  ไปหารท้ังสมการ  

       ได้    

เป็นสมการวงรีนอน แกนเอกคือแกน   
จุดศูนย์กลาง 

4x2 + 9y2 = 36
36

x2

9 + y2

4 = 1
X

(0,0)

ตัวอยา่งที ่2   หารูปมาตรฐานของ  
วิธีทํา  นํา  ไปหารท้ังสมการ  

      ได้  

เป็นสมการไฮเพอร์โบลาตามแกน   
จุดอ้างอิง 

9y2 − x2 = 18
18

y2

2 − x2

18 = 1
Y

(0,0)

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก

ไดเรกตริกซ์

ไดเรกตริกซ์

ไดเรกตริกซ์

ไดเรกตริกซ์

x 2 = 4c y

จุดโฟกัส

จุดโฟกัส

จุดโฟกัส

จุดโฟกัส

จุดโฟกัส

จุดโฟกัส

จุดโฟกัส

x 2 = − 4c y

y2 = 4c x

y2 = − 4c x
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!ป#วไป ชื่อ รูปมาตรฐาน แกน ข้อมูลอ่ืน ๆ รา่งกราฟ

 9y2 − 16x2 = 144

 y2 = 8x

 2x2 + 3y2 = 12

 y2 + 4x = 0

 x2 + y2 = 16

 9x2 + 4y2 = 36

 x2 = − 12y

 x2 − y2 = 25

 16x2 + 9y2 = 144

 x2 − 4y2 = 16

ทบทวนความเข้าใจ   ใให้วิเคราะห์สมการ เชน่ จุดศูนย์กลาง จุดอ้างอิง แกนทีเ่กีย่วข้อง และรา่งกราฟพอสังเขป
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วนัที่ 18 ระบบสมการสองตัวแปร
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 3 - 4 * เนื้อหาบางสว่นไมอ่ยูใ่นหลักสูตรฉบับใหม่ วัน / เวลาท่ีทํา :

• จุดมุง่หมายของการแก้ระบบสมการ คือ หาจุดตัดของกราฟของความสัมพันธ์สองเส้นท่ีตัดกัน 
• เมื่อมีเส้นตรงสองเส้น เราจะแก้ระบบสมการเชิงเสน้สองตัวแปร 
   กําหนดดังสมการ              — (1) 
                                           — (2) 
   สามารถแก้ระบบสมการได้หลายวิธี อาทิ 

1. จัดรูปสมการหนึ่ง แล้วแทนค่าตัวแปรในอีกสมการหนึ่ง 
2. ทําสัมประสิทธิ์หน้าตัวแปรหนึ่งให้เท่ากัน แล้วเริ่มกําจัดทีละตัวแปร จากนั้นแทนค่าคืนเพื่อหาคําตอบอีกตัวแปร 

•  ระบบสมการเชิงเส้นจะมีคําตอบ 1 คําตอบ เมื่อ เส้นตรงท้ังสองไมข่นานกัน หรือ ถ้าเส้นตรงสองเส้นขนานกัน เส้นตรง
ท้ังสองเส้นเป็นเส้นตรงเดียวกัน (มีคําตอบของระบบสมการไมจํ่ากัด)

a1x + b1y = c1
a2x + b2y = c2

• *ในกรณีท่ีมีความสัมพันธ์สองตัวแปรสองความสัมพันธ์ แทนด้วยฟงัก์ชันแฝง (implicit function) 
                                    — (1)                                       — (2) 

    โดยท่ัวไป มักจะแทนค่าตัวแปรหนึ่งในสมการหนึ่ง ลงไปในในอีกสมการหนึ่ง จากนั้นแก้สมการเพื่อหาค่าตัวแปรอ่ืน 
F1(x , y) = 0 F2(x , y) = 0

ตัวอยา่งที ่5 แก้ระบบสมการ       — (1) 
                                                   — (2) 
วิธีทํา   จาก (1) ได้ว่า                   — (3)      แทน (3) ใน (2) ได้ว่า    
นั่นคือ   ซึ่งได้ว่า   ได้ว่า   หรือ  
แทนใน (3) เมื่อ  ได้ว่า  นั่นคือ  
แทนใน (3) เมื่อ  ได้ว่า  นั่นคือ  
คําตอบของระบบสมการ คือ 

y2 − x = 3
x2 + y2 = 9
y2 = 3 + x x2 + (3 + x) = 9

x2 + x − 6 = 0 (x + 3)(x − 2) = 0 x = − 3 x = 2
x = − 3 y2 = 0 y = 0
x = 2 y2 = 5 y = ± 5

(−3,0), (2, 5), (2, − 5)

ตัวอยา่งที ่1  แก้ระบบสมการ           — (1) 
                                                          — (2) 
วิธีทํา  นํา (2) จะได้ว่า             — (3) 

นํา (1) + (3) ได้ว่า             หรือ   

แทน  ใน (2)  

ได้ว่า   

คําตอบ คือ 

3x + y = − 1
−x + 2y = 2

3 × −3x + 6y = 6
7y = 5 y = 5

7
y = 5

7
x = 2( 5

7 ) − 2 = − 4
7

(− 4
7 , 5

7 )
ตัวอยา่งที ่3  แก้ระบบสมการ         — (1) 
                                                       — (2) 
วิธีทํา   แทน (1) ใน (2) จะได้    
                 
        

 
ได้ว่า  หรือ  
เมื่อ  ได้  
เมื่อ    ได้  
คําตอบ คือ  และ 

y = x + 3
y = x2 + 1

x + 3 = x2 + 1
x2 − x − 2 = 0

(x − 2)(x + 1) = 0
x = − 1 x = 2

x = − 1 y = − 1 + 3 = 2
x = 2 y = 2 + 3 = 5

(−1,2) (2,5)

ตัวอยา่งที ่1  แก้ระบบสมการ        — (1) 
                                                       — (2) 
วิธีทํา  จาก (1) จะได้ว่า                    — (3) 
แทน (3) ใน (2) ได้ว่า      
หรือได้ว่า    
นั่นคือ  
แทน  ใน (3) ได้ว่า   
คําตอบของระบบสมการ คือ 

x + 2y = 1
2x − y = 2
x = 1 − 2y

2(1 − 2y) − y = 2
2 − 5y = 2

y = 0
y = 0 x = 1

(1,0)

ตัวอยา่งที ่4 แก้ระบบสมการ         — (1) 
                                                   — (2) 
วิธีทํา   จาก (1) จะได้ว่า                — (3) 
แทน (3) ใน (2) ได้ว่า      
หรือได้ว่า    
นั่นคือ  แทนใน (3) 
เมื่อ  ,  
เมื่อ  ,  
คําตอบ คือ   
และ 

x + y = 1
x2 + y2 = 9
y = 1 − x

x2 + (1 − x)2 = 9
2x2 − 2x − 8 = 0

x = 2 ± 2 2
x = 2 + 2 2 y = − 1 − 2 2
x = 2 − 2 2 y = − 1 + 2 2

(2 + 2 2, − 1 − 2 2)
(2 − 2 2, − 1 + 2 2)

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก
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❺  {3x − 4y = − 2
x + 2y = 8

❽ 
{y = x + 1
x2 − y2 = 5

❾  {x2 + y2 = 5
y = x2 − 1

❻  
{2x − 3y = − 7
4x + y = 9

❹  
{5x − y = 9
2x + 3y = 18

❷   {3x + 2y = 12
x − 2y = 0

❼  {x + y = 5
x2 + y2 = 13

❿   {x y = 6
x2 − y2 = 5

❶  


                                                     
{x + y = 7

2x − y = 5

❸   {2x + 3y = 13
4x − y = 5

ทบทวนความเข้าใจ   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : แก้ระบบสมการทีกํ่าหนดให้ต่อไปนี้

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  ❷  ❸   ❹  ❺  ❻  ❼  ❽   ❾  ❿ (4,3)(3,3
2)(2,3)(

45
17,72

17)(
15
5,13

5)(
70
7,23

7)(2,3),(3,2)(−3,−2)(2,1),(−2,1)(−3,−2),(3,2)
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วนัที่ 19 การเลื่อนแกนทางขนาน
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 4 วัน / เวลาท่ีทํา :

ท่ีผา่นมา (โดยเฉพาะวันท่ี 17) เรารู้จักกราฟท่ีในรูปแบบมาตรฐานแล้ว ในท่ีนี้ เราต้องการเล่ือนจุดศูนย์กลาง / จุดอ้างอิง
จากจุดกําเนิด  ไปยังจุดใหม ่  ตามทางขนานแกน  และแกน  
• เราเคยทําลักษณะนี้กับฟังก์ชันกําลังสองมาแล้วในวันท่ี 16 ในตัวอยา่ง เราใช้วิธกีารทําเป็นกําลังสองสมบูรณ์ เพื่อจัด
รูปแบบกําลังสองท่ีเปน็รูปท่ัวไป ให้อยูใ่นรูปมาตรฐาน

(0,0) (h , k) X Y

• สมการในวันท่ี 17 จะอยูใ่นรูปท่ีปรากฏ  เชน่ 
• สมการวงกลม จุดศูนย์กลางท่ี  รัศมี      

• สมการวงรี จุดศูนย์กลาง                          หรือ    

• สมการพาราโบลา จุดยอดท่ี                     หรือ    

• สมการไฮเพอร์โบลา จุดอ้างอิงท่ี              หรือ    

• สมการไฮเพอร์โบลามุมฉาก จุดอ้างอิงท่ี        

(h , k)
(h , k) r (x − h)2 + (y − k)2 = r2

(h , k) (x − h)2

a2 + (y − k)2

b2 = 1 (x − h)2

b2 + (y − k)2

a2 = 1
(h , k) (x − h)2 = ± 4c(y − k) (y − h)2 = ± 4c(x − k)

(h , k) (x − h)2

a2 − (y − k)2

b2 = 1 (y − k)2

a2 − (x − h)2

b2 = 1
(h , k) (x − h)(y − k) = 1

ตัวอยา่งที ่4   
วิธีทํา  จัดกลุ่มตัวแปร พบว่า 
                       
ทําเป็นกําลังสองสมบูรณ์ 
                  
                      
เป็นสมการไฮเพอร์โบลา ตะแคงขวา จุดยอด 

y2 + 6y − 4x + 1 = 0

y2 + 6y = 4x − 1

y2 + 6y + 9 = 4x − 1 + 9
(y + 3)2 = 4(x + 2)

(−2, − 3)

ตัวอยา่งที ่3   
วิธีทํา  แยกกลุ่มตัวแปร และดึงตัวรว่ม ได้สมการเป็น 
          
ทําเป็นกําลังสองสมบูรณ์ 

 
                      

                          

เป็นสมการไฮเพอร์โบลาตามแกน  จุดอ้างอิง 

9x2 − 4y2 − 54x − 16y − 19 = 0

9(x2 − 6x) − 4(y2 + 4y) − 19 = 0

9(x2 − 6x + 9) − 4(y2 + 4y + 4) = 19 + 81 − 16
9(x − 3)2 − 4(y + 2)2 = 84

(x − 3)2

28/3 − (y + 2)2

21 = 1
X (3, − 2)

ตัวอยา่งที ่1    
วิธีทํา  แยกกลุ่มตัวแปรก่อน ได้สมการเป็น 
            
 ทําเป็นกําลังสองสมบูรณ์ 

 
                        
เป็นสมการวงกลม จุดศูนย์กลาง  รัศมี  หนว่ย

x2 + y2 − 6x + 8y + 9 = 0

(x2 − 6x) + (y2 + 8y) + 9 = 0

(x2 − 6x + 9) + (y2 + 8y + 16) = − 9 + 9 + 16
(x − 3)2 + (y + 4)2 = 16

(3, − 4) 4

ตัวอยา่งที ่2   
วิธีทํา  แยกกลุ่มตัวแปร และดึงตัวรว่ม ได้สมการเป็น 
          
ทําเป็นกําลังสองสมบูรณ์ 
   
                        

                          

เป็นสมการวงรี แกนเอกอยูท่ี่แกน  จุดศูนย์กลาง 

4x2 + 9y2 − 24x + 18y − 63 = 0

4(x2 − 6x) + 9(y2 + 2y) − 63 = 0

4(x2 − 6x + 9) + 9(y2 + 2y + 1) = 63 + 36 + 9
4(x − 3)2 + 9(y + 1)2 = 108

(x − 3)2

27 + (y + 1)2

12 = 1
X (3, − 1)

x2 + y2 − 6x + 8y + 9 = 0 4x2 + 9y2 − 24x + 18y − 63 = 0 9x2 − 4y2 − 54x − 16y − 19 = 0 y2 + 6y − 4x + 1 = 0

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก : หารูปมาตรฐานของสมการทีกํ่าหนดให้
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❹   x2 − 4y2 − 6x − 8y − 5 = 0

❷   4x2 + 9y2 − 16x + 18y − 11 = 0

❺   9y2 − 16x2 + 18y + 32x − 7 = 0 ❻   x2 − 2x − 4y + 5 = 0

❶   x2 + y2 − 4x + 6y + 9 = 0

❸   9x2 + 4y2 + 18x − 8y − 23 = 0

❼   y2 + 4y − 8x + 4 = 0 ❽   4y2 + 8y + 16x + 9 = 0

ทบทวนความเข้าใจ   จัดรูปสมการให้อยูใ่นรูปมาตรฐาน พรอ้มระบุจุดอ้างอิง วิเคราะห์ข้อมูล และรา่งกราฟ
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ชว่งที่ 5

ฟังก์ชันท่ีสําคัญในแคลคูลัส 
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วนัที่ 20 ฟงัก์ชนัเอกซโ์พเนนเชยีล
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 4 วัน / เวลาท่ีทํา :

• ฟังก์ชันเอกซโ์พเนนเชยีล (exponential function)  
เป็นฟังก์ชันท่ีเขียนได้ในรูป  โดยท่ี  

• ในรูปมาตรฐาน  กราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลจะผา่น  เสมอ 
• เราสามารถแบง่กรณีของ  ออกเป็นสองกรณีคือ 

• ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลเพิ่ม (เป็นฟังก์ชันเพิ่ม) เมื่อ   
• ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลลด (เปน็ฟังก์ชันลด) เมื่อ   

• กรณีท่ีฐานเป็นจํานวน  (จํานวนอตรรกยะ)  
ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลนั้นคือ  เป็นฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลฐานเพิ่ม

y = ax a ≠ 1,a > 0
y = ax (0,1)

a
a > 1

0 < a < 1
e ≈ 2.7

y = ex

• เราประยุกต์ใช้สมบัติของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลได้ โดยใช้สมบัติเดียวกันกับเลขยกกําลัง 
• สมการเอกซ์โพเนนเชียล      ก็ต่อเมื่อ     และ        แล้ว  
เชน่    ได้ว่า  นั่นคือ  

• สําหรับอสมการเอกซ์โพเนนเชียล ต้องพิจารณเง่ือนไขของฐานประกอบด้วย 
• กรณีฟังก์ชันเพิ่ม ถ้า   แล้ว  
• กรณีฟังก์ชันลด ถ้า   แล้ว 

ax = ay x = y ax = bx x = 0
3x = 9 3x = 32 x = 2

ax ≥ ay x ≥ y
ax ≥ ay x ≤ y

ตัวอยา่งที ่1   วาดกราฟ  และ  

วิธีทํา  สําหรับฟังก์ชัน   

           และสําหรับ  คือกราฟ   
          แต่สะท้อนตามแกน  

                
                                    

f (x) = 2−x g(x) = − 2x

f (x) = 2−x = ( 1
2 )

x

g(x) = − 2x h(x) = 2x

X

f (x) = 2−x g(x) = − 2x

ตัวอยา่งที ่2 วาดกราฟ  
วิธีทํา  เขียนฟังก์ชันได้ในรูป   
           กราฟดังกล่าวคือกราฟของ  ท่ีถูกเล่ือนแกน 
           ทางขนานไปท่ีจุด   โดยท่ีจุดอ้างอิง   
           ถูกเล่ือนไปท่ี  

  

           

f (x) = 2x−1 + 1
y − 1 = 2x−1

y = 2x

(1,1) (0,1)
(0 + 1,1 + 1) = (1,2)

f (x) = 2x−1 + 1

ตัวอยา่งที ่3  จงแก้สมการ  
วิธีทํา  เขียน  ดังนั้น  
โดยสมบัติของเลขยกกําลัง ได้ว่า  
จึงได้ว่า  หรือ 

3x2 = 81
81 = 34 3x2 = 34

x2 = 4
x = 2 x = − 2

ตัวอยา่งที ่4 จงแก้สมการ  

วิธีทํา  เขียนฐานเหมือนกัน ได้ว่า   
หรือได้ว่า      
โดยสมบัติของเลขยกกําลัง ได้ว่า  
จึงได้ว่า  ได้ว่า 

42x+1 = 1
64

(22)2x+1 = 2−6

24x+2 = 2−6

4x + 2 = − 6
4x = − 8 x = − 2

ตัวอยา่งที ่5  จงแก้สมการ  
วิธีทํา  จัดรูปฐานของเลขกกําลัง ได้    
เป็นฟังก์ชันเพิ่ม ได้ว่า  
เพราะฉะนั้น 

2x+1 > 16
2x+1 > 24

x + 1 > 4
x > 3

ตัวอยา่งที ่6 จงแก้สมการ  

วิธีทํา  เขียนฐานเหมือนกัน ได้ว่า   

เป็นฟังก์ชันฐานลด ได้ว่า   
แก้อสมการในรูป  ได้เซตคําตอบคือ 

( 1
3 )

4−x2
≤ ( 1

27 )
( 1

3 )
4−x2

≤ ( 1
3 )

3

4 − x2 ≥ 3
x2 − 1 ≤ 0 [−1,1]

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก

(ฐานเพิ่ม) 
กราฟของฟังก์ชัน 

f (x ) = 2x

(ฐานลด) 
กราฟของฟังก์ชัน 

f (x ) = ( 1
2 )

x

กําหนด  
      
     

f (x) = ax

Df = ℝ
Rf = (0,∞)
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i(x) = e−x+1 + 1

 
h (x) = − ex+1 − 1

 
g (x) = ( 1

3 )
x−1

− 2
 

f (x) = ( 1
4 )

−x

❷   52x−1 = 125−1

❺  0.5x2−3x = 0.0625

❾  2x2−3 ≥ 8

❽ 
( 1
2 )

2x−1
≤ 1

8

❿   ( 1
3 )

x2−1
≥ 1

9

❹  
3x2−1 = 27

❶  

                                                     

2x+1 = 16

❻  
9x2−2x = 81

❼  3x+2 > 27

❸   2x2 = 16

ทบทวนความเข้าใจ 1   รา่งกราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชยีลทีกํ่าหนดให้ต่อไปนี้

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : จงแก้สมการและอสมการเอกซ์โพเนนเชยีลทีกํ่าหนดให้

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  ❷  ❸   ❹  ❺  ❻  ❼  ❽   ❾  ❿ x=3x=−1x=±2x=±2x=−1,4x=−1,3(1,∞)[2,∞)(−∞,6]∪[6,∞)[−1,1]
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วนัที่ 21 ฟงัก์ชนัลอการิทึม
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 4 วัน / เวลาท่ีทํา :

• เนื่องจากฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลเป็นฟังก์ชันแบบหนึ่งต่อหนึ่ง 
ตัวผกผันจึงเป็นฟังก์ชัน เรียกฟังก์ชันนั้นว่าฟังก์ชันลอการทึิม  
(logarithmic function) ดังความสัมพันธ์      ก็ต่อเมื่อ   

• ฟังก์ชันลอการิทึม คือฟังก์ชันท่ีเขียนในรูป  โดยท่ี  
• ในทํานองเดียวกันกับฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล 

• ฟังก์ชันลอการิทึมฐานเพิ่ม (เป็นฟังก์ชันเพิ่ม) เมื่อ   
• ฟังก์ชันลอการิทึมฐานลด (เป็นฟังก์ชันลด) เมื่อ   

• ในรูปแบบมาตรฐาน กราฟจะตัดแกน  ท่ีจุด  
• กรณีท่ีฐาน  เป็นจํานวน  (จํานวนอตรรกยะ)  
จะเขียนฟังก์ชันลอการิทึมในรูป  เรียกว่า ลอการทึิมฐานธรรมชาติ 
(natural logarithm) 

• โดยท่ัวไป หากไมกํ่ากับฐาน เชน่  จะหมายถึงลอการิทึมฐาน 

y = ax x = loga y
y = loga x a > 0,a ≠ 1

a > 1
0 < a < 1

X (1,0)
a e ≈ 2.7

y = ln x

y = log x 10

• สมบัติท่ีสําคัญของฟังก์ชันลอการิทึม มีดังนี้ 
1.  และ  
2.  

3.  

4.     และ   

 

5.      และ  

6.     และ    

loga 1 = 0 loga a = 1
loga(x y) = loga x + loga y

loga ( x
y ) = loga x − loga y

loga(xk) = k loga x
logak x = 1

k
loga x

loga x = logb x
logb a

loga b = 1
logb a

aloga x = x loga(ax) = x

ข้อควรระวัง 
•  
•  

•  

•  
•  

log(x ± y) ≠ log x ± log y
log(x y) ≠ log x ⋅ log y
log ( x

y ) ≠ log x
log y

(log x)n ≠ n log x
log(a x) ≠ a log x

ตัวอยา่งที ่4 ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่าย   
วิธีทํา   
                                (สมบัติข้อท่ี 6) 

                             

e−ln(1+x2)

e−ln(1+x2) = eln(1+x2)−1

= (1 + x2)−1

= 1
1 + x2

ตัวอยา่งที ่6 เขียน  ให้อยูใ่นรูปผลบวก - ลบ  

วิธีทํา                                                                  

                           

ln(
x2 y

z )

ln(
x2 y

z ) = ln(x2) + ln( y) − ln z
= 2 ln x+ 1

2 ln y − ln z

ตัวอยา่งที ่1 วาดกราฟ  
วิธีทํา  เขียน   
           คือกราฟของ  
          ท่ีจุดกําเนิดใหม ่อยูท่ี่    
          โดยท่ีจุดอ้างอิง   
          ถูกเล่ือนไปท่ี 

f (x) = ln(x − 1) + 2
y − 2 = ln(x − 1)

y = ln x
(1,2)

(1,0)
(2,2)

ตัวอยา่งที ่5  ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่าย  
 

วิธีทํา  
                                                 

                                                 

log2( 32) − log2(4)
log2( 32) − log2(4) = log2(2

5
2 ) − log2(22)

= 5
2 log2 2 − 2 log2 2

= 5
2 −2 = 1

2

ตัวอยา่งที ่2 หาโดเมนของ  
วิธีทํา  เนื่องจาก   จึงได้ว่า 
                    
           หรือได้อสมการ คือ  
           ดังนั้น โดเมนคือ 

f (x) = log(1 − x2)
1 − x2 > 0

x2 − 1 < 0
(x + 1)(x − 1) < 0

(−1,1)

ตัวอยา่งที ่3  ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่าย  
 

วิธีทํา   

                                                 

2 log(3)+ 1
2 log(16)

2 log(3)+ 1
2 log(16) = log 32 + log 16

1
2

= log(9 ⋅ 4) = log(36)

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก :

กําหนด  
      
      
       นั่นคือ  เสมอ

f (x) = loga x
Df = (0,∞)
Rf = ℝ

x > 0

ตัวอยา่งกราฟ 
ฟังก์ชันลอการิทึม 

แบบฐานเพิ่ม (สีเขียว)

ตัวอยา่งกราฟ 
ฟังก์ชันลอการิทึม 

แบบฐานลด (สีเขียว)

ค่าคงตัวใช้บอ่ย 
 log 2 ≈ 0.301

log 3 ≈ 0.477

f (x ) = ( 1
2 )

x เส้นสะท้อน
y = x

f (x ) = log2 xf (x ) = 2x

f (x ) = log 1
2

x

เส้นสะท้อน
y = x
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ข้อความ จรงิ เท็จ แก้ไข

log3 ( 27
3 ) = log3 27 − log3 3

log2(16) = (log2 4)2

log2( 8) = 3
2

log2(8 ⋅ 4) = log2 8 + log2 4

log5(25x) = 2x

log2(8x+1) = (x + 1)log2 8

log2(8 + 4) = log2 8 + log2 4

log2 8 = 1
log8 2

❷   3 ln(e) + ln e2

e4

❽ เขียนในรูปผลบวก - ลบ  ,  
log2
8 2x3

4x
x > 0

❺ ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่าย  3− 1
2 log3(x2+4)2

❼  เขียนในรูปผลบวก - ลบ  ln( e2x ex

e3 )

❻  เขียนในรูปฐานธรรมชาติ  

log2(8) + log2( 2) − log2(4)

❹   เมื่อ 
2 log3(9x) − log3(3x2) x > 0
❸   log2(43) − 2 log2(22) + log2( 1

2 )

❶  

                                                     

2 log3(9) − log3( 3)

ทบทวนความเข้าใจ 1   ข้อความต่อไปนีเ้ปน็จรงิหรอืเท็จ ถ้าเปน็เท็จ ให้แก้ไขให้ถูกต้อง

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่าย 

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  ❷  ❸   ❹  ❺  ❻  ❼  ❽ 7
203

23ln4
ln2+ln9

ln3
ln(22)

ln22x+
x
2−33

2+1
2log2x
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วนัที่ 22 สมการและอสมการลอการิทึม
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 4 วัน / เวลาท่ีทํา :

• ในทํานองคล้ายกันกับฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล เรามีสมบัติของสมการลอการิทึม กล่าวคือ  
                        ก็ต่อเมื่อ    

• นอกจากนี้ เราอาจใช้สมบัติของลอการิทึมท่ีเชื่อมโยงกับฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล     ก็ต่อเมื่อ   
• เราใช้ลอการิทึมชว่ยในการแก้สมการเอกซ์โพเนนเชียลได้ในกรณีท่ีไมส่ามารถจัดรูปฐานให้เท่ากันท้ังสองข้าง 
โดยการใสล่อการิทึมท้ังสองข้าง 
เชน่          ต้องการแก้หาค่า  ใสล่อการิทึมฐานสองท้ังสองข้าง ได้  ได้ว่า  

• เมื่อแก้สมการ ต้องตรวจสอบเง่ือนไขของคําตอบว่าสอดคล้องกับฟังก์ชันลอการิทึมหรือไม่

loga x = loga y x = y
y = ax x = loga y

2x = 5 x log2 2x = log2 x x = log2 5

• ในทํานองคล้ายกันกับอสมการเอกซ์โพเนนเชียล เราสามารถใช้หลักการแก้อสมการ โดยแบง่ตามลักษณะฐาน ดังนี้ 
• กรณีฐานเพิ่ม ( )           ก็ต่อเมื่อ   
เชน่      ได้ว่า     หรือ         ใส ่  ท้ังสองข้าง ได้ว่า   

• กรณีฐานลด ( )    ก็ต่อเมื่อ   
เชน่       ได้ว่า   หรือ    ใส ่  ท้ังสองข้าง ได้ว่า 

a > 1 loga x ≥ loga y x ≥ y
log2 x ≥ log2 5 x ≥ 5 2x > 3 log2 log2 2x = x > log2 3

0 < a < 1 loga x ≥ loga y x ≤ y
log 1

2
x ≥ log 1

2
5 x ≤ 5 ( 1

2 )x > 3 log 1
2

log 1
2
( 1

2 )x = x < log 1
2

3

ตัวอยา่งที ่7 แก้อสมการ   
วิธีทํา  เขียนพจน์ด้านขวาในรูปลอการิทึม 
                       
  โดยสมบัติของอสมการลอการิทึม ได้ว่า 
                                 
หรือได้ว่า    เซตคําตอบของอสมการคือ 

log2(x − 1) > 3

log2(x − 1) > log2 23

x − 1 > 8
x > 9 (9,∞)

ตัวอยา่งที ่2 แก้สมการ  
วิธีทํา   เขียนได้ในรูป  
           ได้ว่า คําตอบของสมการ คือ 

log3(x − 1) = 2
log3(x − 1) = 2 x − 1 = 32

x = 10

ตัวอยา่งที ่1 แก้สมการ   
วิธีทํา   เขียนได้ในรูป  
           ได้ว่า คําตอบของสมการ คือ 

log2 x = 3
log2 x = 3 x = 23

x = 8

ตัวอยา่งที ่4 แก้สมการ   
วิธีทํา   เขียนได้ในรูป  
    แก้สมการ          ได้คําตอบคือ  
  เมื่อตรวจสอบพบว่า ท้ังสองคําตอบสอดคล้องกับเง่ือนไข 
   เพราะฉะนั้น  หรือ 

log3(x2 − 1) = 2
log3(x2 − 1) = 2 x2 − 1 = 23

x2 = 9 x = ± 3

x = 3 x = − 3

ตัวอยา่งที ่6 แก้สมการ   

วิธีทํา  ใส ่  ท้ังสองข้าง ได้ว่า   

  ได้ว่า                

แต่เนื่องจาก  ดังนั้น     

เซตคําตอบของอสมการคือ  

(อาจตอบในรูปลอการิทึมฐานอ่ืน คือ   )

( 1
3 )

x
> 2

ln ln ( 1
3 )

x
> ln(2)

x ln ( 1
3 ) > ln 2

ln(1/3) = − ln 3 x < − ln 2
ln 3

(−∞,− ln 2
ln 3 )
x < − log3 2

ตัวอยา่งที ่5 แก้สมการ   
วิธีทํา  ใช้สมบัติลอการิทึมจัดในรูปอยา่งง่าย ได้ว่า 
                   
  ดังน้้น            
หรือได้ว่า            
                       
   ได้ว่า   หรือ   
   แต่  ทําให้ไมจ่ริงในเง่ือนไขโจทย์ ดังนั้น 

log2(x − 1) + log2(x − 3) = 3

log2[(x − 1)(x − 3)] = 3
(x − 1)(x − 3) = 8

x2 − 4x − 5 = 0
(x − 5)(x + 1) = 0

x = − 1 x = 5
x = − 1 x = 5

ตัวอยา่งที ่3  แก้สมการ   
วิธีทํา  ทําฐานลอการิทึมให้เท่ากัน ได้ว่า 
                      

           หรือได้ว่า   
          เพราะฉะนั้น 

log2 x = log4 16

log2 x = 1
2 log2 24

log2 x = log2 22

x = 4

ตัวอยา่งที ่6 แก้สมการ   
วิธีทํา  ใส ่  ท้ังสองข้าง ได้ว่า   
  ได้ว่า                
 หรือได้ว่า     
เพราะฉะนั้น     

หรือคําตอบคือ  

5x+1 = 2x

ln ln(5x+1) = ln(2x)
(x + 1)ln 5 = x ln 2

x (ln 5 − ln 2) = − ln 5
x = − ln 5

ln 5 − ln 2
x = ln 5

ln 2 − ln 5

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก
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สมการ คําตอบของสมการ

32x−1 = 5

log5(x) = log2(8)

ln(x + 1) = 2

2x = 7

4x = 32x

log2(x2) = 4

2 log5(x) = log5(25)

❹   
(คําใบ้ : เปล่ียนตัวแปรให้ ) 


2x + 2x−1 = 12
2x = A

❷   log3 x − log3(x − 2) = 1

❻  
log3(x + 2) − log3 x ≤ 1❺ log2(x − 1) > 2

❽  
2x−1 + 2x > 12

❶  

                                                     

log3(x − 1) − log3(2) = 2

❸   log2(x) = ln x

❼  ( 1
3 )

x
< 5

ทบทวนความเข้าใจ 1   จงหาค่า x ทีส่อดคล้องกับสมการทีกํ่าหนดให้ต่อไปนี้

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : จงแก้สมการหรอือสมการทีกํ่าหนดให้ต่อไปนี้

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  ❷  ❸   ❹  ❺  ❻  ❼  ❽ x=19x=3x=1x=3(5,∞)(0,1](−ln5
ln3,∞)(3,∞)
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วนัที่ 23 ทฤษฎีบทปทีากอรัส และอตัราส่วนตรีโกณมิติ
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 3 วัน / เวลาท่ีทํา :

• สําหรับกรณีค่ามุมพิเศษบางค่า ค่าของอัตราสว่น
ตรีโกณมิติสอดคล้องดังตาราง

• กําหนดรูปสามเหล่ียมมุมฉาก   ดังภาพ  
ทฤษฎีบทปีทากอรัส (Pythagoras Theorem) กล่าวถึง 
ความสัมพันธ์ระหว่างด้านประกอบมุมฉาก และ 
ด้านตรงข้ามมุมฉากได้ว่า 
                        

• ตัวอยา่งเลขชุดปีทากอรัส ท่ีความยาวด้านเป็นจํานวนเต็ม 
เชน่  ท้ังนี้ เมื่อขยายสเกล 
ความสัมพันธ์นี้ยังคงเป็นจริง 

• เมื่อสามเหล่ียมมีความยาวด้านประกอบมุมฉากยาวด้านละ  หนว่ย ด้านตรงข้ามมุมฉากยาว  หนว่ย

△ A BC

a2 + b2 = c2

(3,4,5), (5,12,13), (7,24,25)

1 2

• สําหรับสามเหล่ียมมุมฉาก เมื่อกําหนด  เป็นมุมประชิด
กับด้านตรงข้ามมุมฉาก เรานิยามอัตราสว่นตรโีกณมิติ 

                          

                         

                  

θ

sin θ = b
c

csc θ = 1
sin θ

cos θ = a
c

sec θ = 1
cos θ

tan θ = sin θ
cos θ

cot θ = 1
tan θ

ตัวอยา่งที ่1 รูปสามเหล่ียมมุมฉากหนึ่งมีความยาวด้านตรง
ข้ามมุมฉาก  หนว่ย และมีด้านประกอบมุมฉากหนึ่งยาว  

 หนว่ย อีกด้านยาวเท่าใด 
วิธีทํา  สมมติอีกด้านยาว  จากความสัมพันธ์  
                            
 ได้ว่า    หรือได้ว่า    
เพราะฉะนั้น อีกด้านหนึ่งยาว  หนว่ย  
(ใช้เฉพาะค่าบวก)

5
2

x
( 5)2 = 22 + x2

5 = 4 + x2 x2 = 1
1

ตัวอยา่งที ่3  กําหนด  จงหา  

วิธีทํา  จากเง่ือนไขท่ีกําหนด จะพบว่า 
                      
         ได้ว่า  หรือ  

         เพราะฉะนั้น 

sin θ = 4
5 tan θ

52 = 42 + a2

a2 = 9 a2 = 3
tan θ = 4

3

ตัวอยา่งที ่5 หาค่า   
วิธีทํา  

                   

                   

ท้ังนี้ในสามเหล่ียมมุมฉาก  และ 

sin 30∘ cos 60∘ + sin 60∘ cos 30∘

sin 30∘ cos 60∘ + sin 60∘ cos 30∘

= ( 1
2 ) ( 1

2 ) + ( 3
2 ) ( 3

2 )
= 1

4 + 3
4 = 1

sin(A) = cos(90∘ − A)
cos(A) = sin(90∘ − A)

ตัวอยา่งที ่4 ในสามเหล่ียมมุมฉาก ถ้ามุมหนึ่งมีขนาด 
และด้านประชิดมุมยาว  หนว่ย หาความยาวด้านท่ีเหลือ 
วิธีทํา   จาก   จะได้ว่า  

   นั่นคือ   และจาก  

   จะได้ว่า  

60∘

5
tan 60∘ = 3 a

5 = 3

a = 5 3 cos 60∘ = 5
b

b = 5
1/2 = 10

ตัวอยา่งที ่2 จงเขียนความสัมพันธ์ของรูปสามเหล่ียม
มุมฉากท่ีกําหนด พร้อมระบุค่าอัตราสว่นตรีโกณมิติ 

 
วิธีทํา  ด้าน  หาได้จาก 
        
         ได้ว่า       

            

ดังนั้น     และ     

sin θ, cos θ
a

a2 = (x + 1)2 + ( 2x + 3)2

a2 = x2 + 4x + 4
a = (x + 2)2 = |x + 2 | = x + 2

sin θ = 2x + 3
x + 2 cos θ = x + 1

x + 2

ตัวอยา่งที ่6 หาค่า   
วิธีทํา  

                     

                   

sin 45∘ cos 60∘ − cos 30∘ sin 30∘

sin 45∘ cos 60∘ − cos 30∘ sin 30∘

( 2
2 ) ( 1

2 ) − ( 3
2 ) ( 1

2 )
= 2

4 − 3
4 = 2 − 3

4

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก

A

B C
θ

ด้านประชิดมุม 
(adjacent side)

ด้านตรงข้ามมุม 
(Opposite side)

a

ด้านตรงข้ามมุมฉาก 
(hypotenuse)

c b ด้านตรงข้ามมุม 
(opposite side)

θ

a
2x + 3

x + 1

θ

5 4

a
60∘

5

a
b

θ

5
x

2

cos θ

3

sin θ

60∘

1/ 3

0∘

3/2

1tan θ 0

1/2

0

×

30∘

1

45∘

2 /2

2 /2

01

90∘

1/2

3/2
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a b c

8

tan θ

x

x

×

45∘

6

30∘

×

3

2 2

sin θ

x2 + 1

30∘

θ

x + 2

8

cos θ

x + 1

×

60∘

×

2

x2 + 2

❹   tan 60∘ ⋅ cos 30∘ + sin 45∘ ⋅ csc 45∘

❼  (csc 30∘ + sin 45∘)2 − (sin 45∘)2

❶  

                                                     

sin 45∘ cos 45∘ + cos 60∘ sin 30∘

❺ sin2 30∘ + cos2 60∘

❽  

(sec 60∘ − cos 30∘)(sec 60∘ + cos 30∘)

tan2 45∘

❸   
sin 30∘ + cos 60∘

tan 45∘

❻  
(sin 60∘ + cos 30∘)(sin 30∘ + cos 60∘)

❷   sin 30∘ sin 60∘ + cos 30∘ cos 60∘

ทบทวนความเข้าใจ 1   จงหาความยาวด้านทีเ่หลือ และคํานวณอัตราสว่นตรโีกณมิติจากข้อมูลทีกํ่าหนดให้

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : จงทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่าย

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  ❷  ❸   ❹  ❺  ❻  ❼  ❽ 3
4

3
215

2
1
234+2213

4



หน้าท่ี 60 30 วัน วันละนิด ปรับพื้นคณิตสูแ่คลคูลัส









วนัที่ 24 ฟงัก์ชนัตรีโกณมิต ิ: วงกลมหนึ่งหน่วย
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 5 วัน / เวลาท่ีทํา :

• เพื่อขยายแนวคิดของอัตราสว่นตรีโกณมิติให้สามารถวัดมุมในรูปสามเหล่ียม 
ท่ีไมใ่ชส่ามเหล่ียมมุมฉาก เราพิจารณาตรีโกณมิติในรูปแบบวงกลมหนึ่งหนว่ย 

• กําหนดวงกลมหนึ่งหนว่ย  เมื่อพิจารณาจุด  ซึ่งอยูบ่นวงกลม 
ในจตุภาคท่ีหนึ่ง โดยท่ี  ทํามุม  กับแกน  จะได้พิกัดของจุด  ในรูป 

                            ได้เอกลักษณ์     
• นอกจากนี้ เราพิจารณาค่ามุมในรูปความยาวสว่นโค้ง เป็นค่าจํานวนจริง 
หนว่ยการวัดมุมนี้เรียกว่าเรเดยีน (radian) โดยมุม  คิดเป็น  เรเดียน 

• เรานิยามฟังก์ชันไซน์    และ ฟังก์ชันโคไซน์   
โดยท่ี  ในท่ีนี้คือจํานวนจริง (การแทนค่าพึงแทนค่ามุมในหนว่ยเรเดียน) 

• สําหรับฟังก์ชันอ่ืน ๆ นิยามทํานองคล้ายกันกับอัตราสว่นตรีโกณมิติ คือ นิยาม 
                        

x2 + y2 = 1 P(x , y)
OP θ X (x , y)

x = cos θ y = sin θ sin2 θ + cos2 θ = 1

360∘ 2π
f (x) = sin x f (x) = cos x

x

f (x) = tan x f (x) = csc x f (x) = sec x f (x) = cot x

• เมื่อขยายการคํานวณค่าฟังก์ชันตรีโกณมิติในการคํานวณค่ามุมจากมุมแหลมสูมุ่มป้าน เราจะใช้การคํานวณบน 
วงกลมหนึ่งหนว่ย โดยอาศัยรูปสามเหล่ียมท่ีสะท้อนจากสามเหล่ียมในจตุภาคท่ีหนึ่ง ไปยังจุดบนวงกลมหนึ่งหนว่ย 
ในจตุภาคท่ีต้องการ และพิจารณาเครื่องหมายตามจตุภาค 

• กําหนดการวัดมุม  จากแกน  ไปยัง  ในทิศทวนเข็มนาgิกาหากวัดเกิน  ให้ตัดรอบทีละ  และเมื่อวัดมุมใน
ทิศตามเข็มนาgิกาค่ามุมจะติดลบ ท้ังนี้            และ  

θ X OP 2π 2π
sin(−θ ) = − sin θ cos(−θ ) = cos(θ )

ตัวอยา่งที ่1 เปล่ียนมุม   ให้เป็นหนว่ยเรเดียน และ
เปล่ียน  ให้เป็นองศา 
วิธีทํา  เราใช้การเทียบบัญญัติไตรยางชว่ยได้ กล่าวคือ 
          มุม   ความยาวสว่นโค้ง   เรเดียน 
        มุม  ความยาวสว่นโค้ง   เรเดียน  

       ความยาวสว่นโค้ง  เรเดียน คือมุม  
       ความยาวสว่นโค้ง  เรเดียน คือมุม  

                                                   

45∘
5π
6

360∘ 2π
45∘ 2π

360∘ × 45∘ = π
4

2π 360∘
5π
6

360∘ × 5π /6
2π = 150∘

ตัวอยา่งที ่4  หาค่า  
วิธีทํา   แขนของมุม  ตกใน Q4  
สัมพันธ์กับสามเหล่ียมท่ีมีมุม  ใน Q1 
โดยท่ีใน Q4 ค่าไซน์เป็นลบ จึงได้ว่า 

  
และพบว่าใน Q4 ค่าแทนเจนต์เป็นบวก ได้ว่า 

sin(300∘), tan(300∘)
300∘

60∘

sin(300∘) = − sin(60∘) = − 3
2

tan(300∘) = − tan(60∘) = − 3

ตัวอยา่งที ่6 หาค่า   

วิธีทํา  ตัดรอบ  แขนของ
มุมตกใน Q3 จึงได้ว่า 

        

      

sin( 10π
3 ), sec( 10π

3 )
sin( 10π

3 ) = sin(2π + 4π
3 ) 2π

sin( 10π
3 ) = sin(2π + π

3 ) = − sin( π
3 ) = − 3

2
sec( 10π

3 ) = sec(2π + π
3 ) = − sec( π

3 ) = − 2

ตัวอยา่งที ่5 หาค่า   

วิธีทํา  แขนของมุมตกใน Q4 และ 

 ได้ว่า  

และ  

sin(− 7π
4 ), cos(− 7π

4 )
sin(− 7π

4 ) = − sin( 7π
4 )

sin( 7π
4 ) = − sin( π

4 ) sin(− 7π
4 ) = sin( π

4 ) = 2
2

cos(− 7π
4 ) = cos( 7π

4 ) = cos( π
4 ) = 2

2

ตัวอยา่งที ่2  กําหนด   หา   

วิธีทํา   พิจารณา    
มีความหมายเดียวกันกับค่าไซน์ของ 
มุม  นั่นคือ  

กรณี     
แขนของมุมอยูใ่น Q2 มีค่าไซน์เป็นบวก  
และสัมพันธ์กับมุม  ได้ว่า 

 

f (x) = sin x f ( π
3 ), f ( 2π

3 )
f ( π

3 ) = sin( π
3 )

60∘ f ( π
3 ) = sin( π

3 ) = 3
2

f ( 2π
3 ) = sin( 2π

3 )

π /3
f ( 2π

3 ) = sin( 2π
3 ) = sin( π

3 ) = 3
2

ตัวอยา่งที ่3  หาค่า  

วิธีทํา   ตัดรอบ  แขนของมุม
ตกใน Q1 จึงได้ว่า 

        

       

      

sin( 7π
3 ), cos( 7π

3 ), tan( 7π
3 )

sin( 7π
3 ) = sin(2π + π

3 ) 2π

sin( 7π
3 ) = sin(2π + π

3 ) = sin( π
3 ) = 3

2
cos( 7π

3 ) = cos(2π + π
3 ) = cos( π

3 ) = 1
2

tan( 7π
3 ) =

sin( 7π
3 )

cos( 7π
3 )

= 3

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก

กําหนด   f (x) = sin x
Df = ℝ, Rf = [−1,1]

กําหนด   f (x) = cos x
Df = ℝ, Rf = [−1,1]

X

Y

O

P (x , y )

θ
1

X

Y

2 π
3

sin

tan cos

sin
tancos

วงกลมหนึ่งหนว่ย

ในแต่ละจตุภาค 
ฟังก์ชันทีระบุในรูป  
มีเครื่องหมายเป็นบวก

300 ∘
X

Y
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3π
2

14π
3

π
4

3π
4

5π
6

sin θ tan θ

− π
6

− 11π
6

4π
3

θ cos θ

❷   sin( 5π
6 )

❽  
cos( 13π
4 )❼  sin( 35π

6 )

❹   sin(− π
4 )

❺ cos(− 2π
3 ) ❻  
tan(− 5π

6 )

❶  

                                                     

cos( 2π
3 )

❸   tan( 7π
6 )

ทบทวนความเข้าใจ 1   ใช้ข้อมูลจากวงกลมหน่ึงหน่วยทีกํ่าหนด คํานวณค่าของฟังก์ชันตรโีกณมิติต่อไปนี้

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : ใช้สามเหลีย่มมุมฉากชว่ยหาค่าฟังก์ชันตรโีกณมิติต่อไปนี้

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  ❷  ❸   ❹  ❺  ❻  ❼  ❽ −1
2

1
2

1
3

−2
2−1

2
1
3

−1
2−2

2

ค่าของพิกัดบนวงกลมหนึ่งหนว่ย (รูปจาก wikipedia.org)

http://wikipedia.org
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วนัที่ 25 กราฟของฟงัก์ชนัตรีโกณมิติ
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 5 วัน / เวลาท่ีทํา :

• ลักษณะของกราฟฟังก์ชันตรีโกณมิติอ่ืน ๆ มักมีเง่ือนไขท่ีสอดคล้องกับการหาค่าไมไ่ด้ของตัวสว่น เชน่ 

  ซึ่ง  มีค่าเป็นศูนย์เมื่อ  สําหรับจํานวนเต็ม  ใด ๆ 

ท้ังนี้ ณ ตําแหนง่  ท่ีหาค่าไมไ่ด้ จะมีเส้นกํากับแนวต้ัง (vertical asymptote) คอยกํากับกราฟอยู ่ดังภาพ (เส้นประ)

f (x) = tan x = sin x
cos x

cos x x = k π ± π
2 k

x

• ฟังก์ชันตรีโกณมิติ เปน็ฟังก์ชันท่ีมีลักษณะเป็นคาบ (Period)  
สังเกตได้จากลักษณะการเกิดซ]าตามรอบท่ีกําหนด 

• กราฟของฟังก์ชันไซน์รูปมาตรฐาน อยูใ่นรูป 
                           

•  แสดงถึงความสูง (amplitude) บง่บอกขนาดการแกว่ง 
•  แสดงถึงคาบ (Period) บง่บอกความยาวหนึ่งรอบท่ีซ]ากัน  
หาได้จาก  

•  แสดงถึงการเล่ือนซ้าย–ขวา (phase shift) 
•  แสดงถึงการเล่ือนขึ้น–ลง (vertical shift) 

• สําหรับกราฟของฟังก์ชันโคไซน์ มีลักษณะคล้ายกันกับฟังก์ชันไซน์  
ท้ังนี้ อาจกล่าวได้ว่า         

f (x) = A sin(Bx + C ) + D
A
B

2π
|B |

C
D

f (x) = cos(x) = sin(x− π
2 )

ตัวอยา่งที ่2  วิเคราะห์   
วิธีทํา กราฟพลิกตรงข้าม  
• Amplitude =  
• คาบ =  

• Phase shift =  
• Domain  

• Range  
• เส้น midline คือ 

f (x) = − 3 cos (2x− π
2 ) + 1

f (x) = cos x
3

2π
2 = π

π /2
Df = ℝ

Rf = [−2,4]
y = 1

ตัวอยา่งที ่3 หาโดเมนของ   

วิธีทํา    คํานวณค่าไมไ่ด้เมื่อ  สําหรับทุกจํานวนเต็ม  ดังนั้น จากฟังก์ชัน ได้เง่ือนไขว่า 

               จึงได้ว่า   สําหรับทุกจํานวนเต็ม  

   เพราะฉะนั้น 

f (x) = tan (2x+ π
3 )

f (x) = tan x x = π
2 +k π k

2x+ π
3 ≠ π

2 +k π x ≠ π
12 + kπ

2 k
Domain = ℝ − { π

12 + kπ
2 ∣ k ∈ ℤ}

ตัวอยา่งที ่1 วิเคราะห์   
วิธีทํา  กราฟของฟังก์ชันนี้ 
• Amplitude =  
• คาบ =  

• Phase shift =  
• Domain  

• Range  
• เส้น midline คือ 

f (x) = 2 sin(x + π) − 1

2
2π
1 = 2π

−π
Df = ℝ

Rf = [−3,1]
y = − 1

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก

กราฟ  
Amplitude =  
คาบ = 

f (x ) = sin x
1

2π

A

B

กราฟ  
Amplitude =  
คาบ = 

f (x ) = cos x
1

2π

 

 

 
คาบ = 

f (x ) = tan x

Df = ℝ − { π
2 + k π ∣ k ∈ ℤ}

Rf = ℝ
π

 

 

 
คาบ = 

f (x ) = csc x
Df = ℝ − {k π ∣ k ∈ ℤ}
Rf = (−∞, − 1] ∪ [1,∞)

2π

 

 

 
คาบ = 

f (x ) = sec x

Df = ℝ − { π
2 + k π ∣ k ∈ ℤ}

Rf = (−∞, − 1] ∪ [1,∞)
2π

 

 

 
คาบ = 

f (x ) = cot x
Df = ℝ − {k π ∣ k ∈ ℤ}
Rf = ℝ

π
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ฟังก์ชัน Amplitude คาบ Phase shift Midline 

f (x) = 2 cos (2x+ π
2 ) + 1

f (x) = cos (3x − π) − 1

f (x) = 2 sin x

f (x) = 3 sin(2x)

f (x) = − 3 sin (x− π
4 ) + 2

f (x) = cos (x− π
3 )

f (x) = cos x − 3

❸   f (x) = 1
2 sin x + 1 ❹   f (x) = tan (x+ π

4 )

❷   f (x) = sin (x− π
2 )❶  
f (x) = 2 cos x

ทบทวนความเข้าใจ 1   วิเคราะห์กราฟของฟังก์ชันตรโีกณมิติไซน์และโคไซน์ทีกํ่าหนดให้ต่อไปนี้

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : รา่งกราฟของฟังก์ชันตรโีกณมิติต่อไปนี้
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วนัที่ 26 เอกลักษณ์ตรีโกณมิตทิี่สําคัญ
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 5 วัน / เวลาท่ีทํา :

• เอกลักษณ์ตรีโกณมิติพื้นฐาน       นอกจากนี้ยังได้เอกลักษณ์เพิ่มเติม 
นํา  หารท้ังสมการ ได้     นํา  หารท้ังสมการ ได้     

• เอกลักษณ์เก่ียวกับผลบวก            
                                                                                                                                                                                                          

                                                       

• เอกลักษณ์เก่ียวกับมุมสองเท่า      
                    

                    

    หรือเราใช้เอกลักษณ์        และ   

• เอกลักษณ์เก่ียวกับผลคูณกับผลบวก      

                                                                   

                                                                  

sin2 θ + cos2 θ = 1
sin2 θ 1 + cot2 θ = csc2 θ cos2 θ tan2 θ + 1 = sec2 θ

cos(A ± B) = cos A cos B ∓ sin A sin B
sin(A ± B) = sin A cos B ± cos A sin B
tan(A ± B) = tan A + tan B

1 ∓ tan A tan B
sin(2A) = 2 sin A cos A

cos(2A) = cos2 A − sin2 A = 2 cos2 θ − 1 = 1 − 2 sin2 θ
tan(2A) = 2 tan A

1 − tan2 A
, 1 − tan2 A ≠ 0

cos2 A = 1 + cos 2A
2 sin2 A = 1 − cos 2A

2
sin A sin B = 1

2 [cos(A − B) − cos(A + B)]
cos A cos B = 1

2 [cos(A − B) + cos(A + B)]
sin A cos B = 1

2 [sin(A + B) + sin(A − B)]

ตัวอยา่งที ่2  เขียน  ให้อยูใ่นรูปผลสําเร็จ 
วิธีทํา  ในท่ีจะจัดให้อยูใ่นรูปฟังก์ชันโคไซน์ ดังนี้ 
        

                                 

                                 

                                

sin2 x cos2 x

sin2 x cos2 x = (sin x cos x)2

= ( sin 2x
2 )

2

= sin2 2x
4

= 1 − cos 4x
8

ตัวอยา่งที ่6 จงหาค่า  
วิธีทํา เนื่องจาก  ดังนั้น 
      
                   

                   

                  

sin(75∘)
75∘ = 45∘ + 30∘

sin 75∘ = sin(45∘ + 30∘)
= sin 45∘ cos 30∘ + cos 45∘ sin 30∘

= 2
2 ⋅ 3

2 + 2
2 ⋅ 1

2

= 6 + 2
4

ตัวอยา่งที ่3  เขียน  ในรูปอยา่งง่าย 

วิธีทํา      

                                  

1 − cos 2x
sin 2x

1 − cos 2x
sin 2x

= 2 sin2 x
2 sin x cos x

= sin x
cos x

= tan x

ตัวอยา่งที ่4  เขียน   ให้อยูใ่นรูปผลบวก 
วิธีทํา   
                   

                   

                  

sin 3x sin 5x
sin 3x sin 5x

= 1
2 [cos(3x − 5x) − cos(3x + 5x)]

= 1
2 [cos(−2x) − cos 8x]

= 1
2 [cos 2x − cos 8x]

ตัวอยา่งที ่5  เขียน  ในรูปอยา่งง่าย 
วิธีทํา   
               

               

               

              

sin4 x + cos4 x
sin4 x + cos4 x

= (sin2 x + cos2 x)2 − 2 sin2 x cos2 x
= 12 − 2 ( 1 − cos 4x

8 )
= 1− 1 − cos 4x

4
= 3 + cos 4x

4

ตัวอยา่งที ่1 จัดรูป   ให้อยูใ่นรูปท่ีไมม่ีเลขชี้กําลัง
มากกว่า 1 
วิธีทํา  ใช้เอกลักษณ์   

ได้ว่า      

                         

                         

                         

                        

sin4 x

sin2 x = 1 − cos 2x
2

sin4 x = (sin2 x)2

= ( 1 − cos 2x
2 )

2

= 1 − 2 cos 2x + cos2 2x
4

=
1 − 2 cos 2x + 1 + cos 4x

2
4

= 3 − 4 cos 2x + cos 4x
8

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก
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❷   sin6 x

❸   cos3 x sin x

❻ 
sin6 x − cos6 x❺ cos2 x sin4 x

❶  

                                                     

cos4 x

❼  cos(x) sin(3x) ❽  
cos(2x) sin(4x)

❹   sin3 x cos x

❸   
sin2 x

1 + cos 2x

❷   sin3 x cos x + sin x cos3 x

❼  sin(150∘)

❻ 
sin x cos 3x + cos x sin 3x❺ 
1

1 − sin x
− 1

1 + sin x

❶  

                                                     

sin4 x − cos4 x
sin2 x − cos2 x

❽  
cos(135∘)

❹  

tan x

1 + sec x
+ 1 + sec x

tan x

ทบทวนความเข้าใจ 1   จัดรูปตรโีกณมิติให้อยูใ่นรูปตรโีกณมิติทีม่เีลขชีกํ้าลังเปน็หน่ึง หรอื ผลบวกของกําลังหน่ึง

ทบทวนความเข้าใจ 2   ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่าย

เฉลยเฉพาะคําตอบ ตอนที่สอง : ❶  ❷  ❸   ❹  ❺  ❻  ❼  ❽ 1sinxcosx1−cos2x
2(1+cos2x)tanx+12secxtanxsin4x1

2−2
2
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วนัที่ 27 ฟงัก์ชนัผกผันตรีโกณมิติ
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 5 วัน / เวลาท่ีทํา :

• ฟังก์ชันตรีโกณมิติ ไมเ่ปน็ฟังก์ชันแบบหนึ่งต่อหนึ่ง ดังนั้นตัวผกผันของ 
ฟังก์ชันตรีโกณมิติจึงไมเ่ป็นฟังก์ชัน 

• เราเขียนตัวผกผันตรีโกณมิติได้ เชน่   มีตัวผกผันคือ    
(ไม่ได้หมายถึง ) กล่าวคือ       ก็ต่อเมื่อ        
และฟังก์ชันตรีโกณมิติอ่ืนพิจารณาได้ในทํานองเดียวกัน 

• เมื่อมีการกําหนดโดเมนท่ีเหมาะสม จะพิจารณาฟังก์ชันผกผันตรีโกณมิติ ดังนี้ 

• การคํานวณค่าฟังก์ชันผกผันตรีโกณมิติ จะต้องพิจารณาโดเมนของฟังก์ชันประกอบด้วย โดยค่าของฟงัก์ชันผกผัน
ตรีโกณมิติต้องเป็นจํานวนจริง (ไมใ่ชค่่ามุมเป็นองศา)

y = sin x y = sin−1 x
1

sin x y = sin−1 x x = sin y

ตัวอยา่งที ่4  คํานวณค่า  
วิธีทํา ให้  จะได้ว่า  

กรณีนี้สร้างรูปสามเหล่ียมฉาก ซึ่งได้ว่า 

sin (arccos 3
5 )

θ = arccos 3
5 cos θ = 3

5
sin θ = 4

5

ตัวอยา่งที ่5  คํานวณค่า  

วิธีทํา ให้  จะได้ว่า  

เนื่องจาก  และ   

มุม  จึงตกในจตุภาคท่ีสี่ นั่นคือ  

ฉะนั้น 

tan (arcsin (− 5
13 ))

θ = arcsin (− 5
13 ) sin θ = − 5

13
θ ∈ [− π

2 , π
2 ] sin θ < 0

θ tan θ = − 5
12

tan (arcsin (− 5
13 )) = − 5

12

ตัวอยา่งที ่1 คํานวณค่า  

วิธีทํา  ให้   ได้ว่า    

หา  ในชว่งเรนจ์   ท่ีทําให้   

พบว่า ในชว่ง  มี   ท่ีทําให้  

เพราะฉะนั้น  

arccos ( 1
2 )

θ = arccos ( 1
2 ) cos θ = 1

2
θ [− π

2 , π
2 ] cos θ = 1

2
[− π

2 , π
2 ] θ = π

3 cos( π
3 ) = 1

2
arcsin ( 1

2 ) = π
3

ตัวอยา่งที ่2  คํานวณค่า  

วิธีทํา  ให้  ได้ว่า  

ในชว่งเรนจ์ มี   ท่ีทําให้  

เพราะฉะนั้น  

arcsin (− 3
2 )

θ = arcsin (− 3
2 ) sin θ = − 3

2

θ = − π
3 sin(− π

3 ) = − 3
2

arcsin (− 3
2 ) = − π

3

ตัวอยา่งที ่6 แสดงว่า  
วิธีทํา เนื่องจาก  ดังนั้นพิจารณา  
หา  ในชว่งเรนจ์   ท่ีทําให้   

พบว่า   

(ถึงแม้ว่า  แต่เนื่องจากเรนจ์คือ  

 จึงไมเ่ป็นคําตอบ)

arccos (sin(0))
sin 0 = 0 arccos 0

θ [− π
2 , π

2 ] cos θ = 0
θ = π

2
cos(− π

2 ) = 0 [0,π]
θ = − π

2

ตัวอยา่งที ่3  คํานวณค่า  
วิธีทํา  ให้   ได้ว่า  
หา  ในชว่งเรนจ์   ท่ีทําให้  

พบว่า ในชว่ง  ม ี   ท่ีทําให้ 
  เพราะฉะนั้น  

arctan (−1)
θ = arctan(−1) tan θ = − 1

θ (− π
2 , π

2 ) tan θ = − 1
(− π

2 , π
2 ) θ = − π

4
tan(− π

4 ) = 1 arctan (−1) = − π
4

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก

  
ไมเ่ป็นฟังก์ชัน  
จึงต้องจํากัดโดเมน
ชว่งผกผันท่ี 

x = sin y

[−1,1]

x = sin y

y = sin x

เส้นสะท้อน
y = x

  
มีฟังก์ชันผกผัน 
  
เมื่อกําหนดโดเมน 

 

 

f (x ) = sin x

f (x ) = arcsin x

Df = [−1,1]
Rf = [− π

2 , π
2 ]

  
มีฟังก์ชันผกผัน 
  
เมื่อกําหนดโดเมน 

   

f (x ) = cos x

f (x ) = arccos x

Df = [−1,1]
Rf = [0,π ]

  
มีฟังก์ชันผกผัน 
  
เมื่อกําหนดโดเมน 

    

f (x ) = tan x

f (x ) = arctan x

Df = (−∞, ∞)
Rf = (− π

2 , π
2 )

  
มีฟังก์ชันผกผัน 
  
เมื่อกําหนดโดเมน 

 

f (x ) = csc x

f (x ) = arccsc x

Df = (−∞, − 1] ∪ [1,∞)
Rf = [− π

2 ,0) ∪ (0, π
2 ]

  
มีฟังก์ชันผกผัน 

 
เมื่อกําหนดโดเมน 

 

f (x ) = sec x

f (x ) = arcsec x

Df = (−∞, − 1] ∪ [1,∞)
Rf = [0, π

2 ) − ( π
2 , π ]

  
มีฟังก์ชันผกผัน  

 
เมื่อกําหนดโดเมน 

 

f (x ) = cot x

f (x ) = arccot x

Df = (−∞, ∞)
Rf = (0,π )
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❻ 
arctan (− 3)

❶  

                                                     

arcsin ( 1
2 ) ❷   arccos (− 3

2 )

❼  arcsec (2) ❽  
arccot (1)

❸   arcsin ( 2
2 ) ❹   arccos (− 1

2 )

❺ arctan(1)

❸   tan(arcsin( 5
13 ))

❶  

                                                     

sin(arcsin( 3
5 ))

❹  
arcsin(sin 5π
6 )

❷   cos(arccos( 5
13 ))

ทบทวนความเข้าใจ 1   คํานวณค่าของฟังก์ชันผกผันตรโีกณมิติทีกํ่าหนดให้ต่อไปนี้

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : คํานวณค่าต่อไปนี้

เฉลยเฉพาะคําตอบ ตอนที่หนึ่ง  : ❶  ❷  ❸   ❹  ❺  ❻  ❼  ❽ ตอนที่สอง  : ❶  ❷  ❸   ❹ π
6

5π
6

π
4

2π
3

π
4−π

3
π
3

π
4

3
5

5
13

5
12

π
6
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ชว่งที่ 6

เนื้อหาเบ็ดเตล็ดอ่ืน ๆ ท่ีจําเปน็ในแคลคูลัส 
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วนัที่ 28 สังยุคของราก
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 3-4 วัน / เวลาท่ีทํา :

• สงัยุค (conjugate) ของราก เปน็การจัดรูปท่ีเปล่ียนเครื่องหมายกลางของพจน์ท่ีมีการบวกกันมากกว่าสองพจน ์เชน่ 
      สังยุคของ   คือ                     สังยุคของ   คือ  

• โดยท่ัวไป เรามักใช้สังยุคชว่ยในการจัดรูปพจน์ให้อยูใ่นรูปท่ีคํานวณค่าง่ายขึ้น เชน่ ทําให้ตัวสว่นไมอ่ยูใ่นรูปติดราก 
(rationalization) โดยมักอาศัยเอกลักษณ์พีชคณิตชว่ย เชน่ ผลต่างกําลังสอง กล่าวคือ 

        สังยุคของ  คือ    ซึ่งพบว่า   

        ดังนั้น รูปท่ีสมมูลกับพจน์  หาได้จาก   

• บางครั้งเราอาจใช้เอกลักษณอ่ื์น เชน่ ผลบวกกําลังสาม หรือ ผลต่างกําลังสามชว่ยได้ เชน่ 
       สําหรับพจน์  เราคูณพจน์นี้ด้วย  เพื่อทําให้ได้ว่า 
                    

a + b a − b x − y x + y

a + b a − b ( a + b)( a − b) = ( a)2 − ( b)2 = a − b
1

a − b
1

a − b
× a + b

a + b
= a + b

a − b

3 a + 3 b ( 3 a)2 − 3 ab + ( 3 b)2

( 3 a + 3 b)(( 3 a)2 − 3 ab + ( 3 b)2) = a + b

• กรณีของจํานวนเชิงซ้อนในรูป  สังยุคของจํานวนเชิงซ้อน คือ  เมื่อ  คือสว่นจินตภาพ   
เชน่     สังยุคของ  คือ           ท้ังนี้  

               สังยุคของ   คือ                      ท้ังนี้ 

a + bi a − bi i (i2 = − 1)
3 + 4i 3 − 4i (3 + 4i )(3 − 4i ) = 32 − (4i )2 = 9 − 16(−1) = 25
−2i 2i (−2i )(2i ) = − 4i2 = 4

ตัวอยา่งที ่1  ทํา  ให้อยูใ่นรูปตัวสว่นไมติ่ดราก 

วิธีทํา  คูณ  ท้ังเศษและสว่นด้วย  ได้ว่า 

                         

1
2

1
2

2
1
2

× 2

2
= 2

2

ตัวอยา่งที ่5  ทํา  ให้อยูใ่นรูปตัวสว่นไมติ่ดราก 

วิธีทํา  ใช้พจน์  คูณท้ังเศษและสว่น ทําให้    

ได้ว่า            

                                                                                  

                                                                

1
3 3 + 2

( 3 3)2 − 2 3 3 + 22 ( 3 3 + 2)(( 3 3)2 − 2 3 3 + 22) = ( 3 3)3 + 23

1
3 3 + 2

× (3 3)2 − 23 3 + 22

(3 3)2 − 23 3 + 22
= (3 3)2 − 23 3 + 22

(3 3 + 2)(3 3)2 − 23 3 + 22)
= (3 3)2 − 23 3 + 22

(3 3)2 + 23

= (3 3)2 − 23 3 + 22

11

ตัวอยา่งที ่4  ทํา  ให้อยูใ่นรูปตัวสว่นไมติ่ดราก 

วิธีทํา  สังยุคของ  คือ   
คูณท้ังเศษและสว่นด้วย   ได้ว่า 

           

                                         

2 + 3

5 − 2
5 − 2 5 + 2

5 + 2
2 + 3

5 − 2
× 5 + 2

5 + 2
= ( 2 + 3)( 5 + 2)

5 − 2

= 10 + 2 + 15 + 6
3

ตัวอยา่งที ่2  ทํา  ให้อยูใ่นรูปตัวสว่นไมติ่ดราก 

วิธีทํา  สังยุคของ  คือ   
คูณท้ังเศษและสว่นด้วย  ได้ว่า 

            

                                         

1
2 + 3
2 + 3 2 − 3

2 − 3
1

2 + 3
× 2 − 3

2 − 3
= 2 − 3

(2 + 3)(2 − 3)

= 2 − 3

22 − ( 3)2 = 2 − 3

ตัวอยา่งที ่3  ทํา  ให้อยูใ่นรูปตัวสว่นไมติ่ดราก 

วิธีทํา  สังยุคของ  คือ   
คูณท้ังเศษและสว่นด้วย  ได้ว่า 

            

                                          

                                         

3 + 1

3 − 1
3 − 1 3 + 1

3 + 1
3 + 1

3 − 1
× 3 + 1

3 + 1
= ( 3 + 1)2

( 3)2 − 12

= 32 + 2 3 + 1
3 − 1

= 4 + 2 3
2 = 2 + 3

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก
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พจน์ทีกํ่าหนด สงัยุค

2 + 3

4 + 3i

i − 2

5 − 2 3

3 + 5

6 − 5

−2 − 5i

7 − 2

❻ 

5 + 1

5 − 1

❿   2
3 5 + 2

❶  


                                                     

3
5

❸   1
2 + 1

❹   4
3 − 5

❽  

3 + 2

3 − 2

❷   − 7
2 3

❾  1
3 2 − 1

❺ 2
7 + 3

❼  
6 − 2

6 + 2

ทบทวนความเข้าใจ 1   หาสังยุคของพจน์ทีกํ่าหนดให้ต่อไปนี้

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : ทําให้ตัวสว่นไมติ่ดราก

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  ❷  ❸   ❹  ❺  ❻  ❼   

❽   ❾  ❿ 

35
5

73
62−13+5

7−3
2

3+5
22−3

33+32+6+234+32+12(325−235+4)
13
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วนัที่ 29 เศษส่วนของพหุนาม
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 4 วัน / เวลาท่ีทํา :

• เศษสว่นของพหนุาม คือพจน์ท่ีเขียนได้ในรูป  โดยท่ี   (เขียนในรูปฟังก์ชันตรรกยะ) ท้ังนี้ เรามักเขียน
เศษสว่นของพหุนามให้อยูใ่นรูปผลสําเร็จ  

เชน่   ผลสําเร็จของ  

• เพื่อบวก - ลบ เศษสว่นของพหุนาม จะใช้ ค.ร.น. ของพหุนาม โดยพิจารณาจากรูปตัวประกอบของพหุนาม 
• เมื่อทําเศษสว่นของพหุนามให้อยูใ่นรูปผลสําเร็จ โดเมนของฟังก์ชันเศษสว่นพหุนามเดิมกับพหุนามในรูปผลสําเร็จ อาจ
ไมเ่ท่ากัน เมื่อถามถึงโดเมนของฟังก์ชันท่ีกําหนดให้ จะต้องพิจารณาโดเมนของฟงัก์ชันก่อนจัดรูปเสมอ 

เชน่ ถ้ากําหนด   และ   

      จะได้ว่า   ในขณะท่ี 

P(x)
Q(x) Q(x) ≠ 0

x2 − 2x + 1
x2 + 2x − 3 × x2 + 3x

x2 + 2x
= (x − 1)(x − 1)

(x + 3)(x − 1) × x (x + 3)
x (x + 2) = x − 1

x + 2

f (x) = x2 − 2x + 1
x2 + 2x − 3 × x2 + 3x

x2 + 2x
g(x) = x − 1

x + 2
Df = ℝ − {−3, − 2,1} Dg = ℝ − {−2}

• สําหรับจํานวนนับ ขั้นตอนวิธกีารหาร (division algorithm) กล่าวว่า  ตัวต้ัง = ตัวหาร  ผลหาร + เศษ 
เชน่ เมื่อนํา  หารด้วย  ได้ผลหารคือ  มีเศษคือ   เราจะเขียนได้ในรูป  

• สําหรับพหุนาม หากนําพหุนามมาหารด้วยพหุนาม เราสามารถเขียนความสัมพันธ์ได้ในทํานองเดียวกัน 
• การหารพหุนามด้วยพหุนาม จะใช้วิธีการต้ังหารยาวพหุนาม ดังขั้นตอนต่อไปนี้ 

1. เรียงพหุนามตามกําลังจากมากไปน้อย (พจน์ใดไมม่ีตัวแปร ให้เขียนเว้นพจน์นั้นไว้) 
2. นําพจน์หน้าสุดของตัวต้ังไปหารพจน์หน้าสุดของตัวหาร 
3. คูณผลลัพธ์ท่ีได้กลับไปท้ังตัวหาร 
4. ลบแล้วดึงพจน์ถัดลงมา 
5. ทําซ]าจนกว่าดีกรีจะน้อยกว่าตัวหาร

×
18 7 2 4 18 = 7 × 2 + 4

ตัวอยา่งที ่1  หาร  ด้วย   
วิธีทํา  ต้ังหารยาว ได้ว่า 
                                 
                 
                            
                                        
                                        
                                                     
                                                     
                                                                    
ได้ผลหารคือ  มีเศษคือ  กล่าวคือ 
                      

x3 − 2x2 + 4 x − 1

x2 − x − 1
x − 1) x3 − 2x2 + 0x + 4

x3 − x2−

−x2 + 4
−x2 + x−

−x + 4
−x + 1−

3
x2 − x − 1 3

x3 − 2x2 + 4 = (x − 1)(x2 − x − 1) + 3

ตัวอยา่งที ่2  ทํา  ให้อยูใ่นรูปอยา่งง่าย 

วิธีทํา  แยกตัวประกอบ ได้ว่า 
               

                                  

ท้ังนี้ ถ้าให้  และ   

จะพบว่า     
ในขณะท่ี  

x2 − 9
x2 − 5x + 6

x2 − 9
x2 − 5x + 6

= (x − 3)(x + 3)
(x − 2)(x − 3)

= x + 3
x − 2

f (x) = x2 − 9
x2 − 5x + 6

g(x) = x + 3
x − 2

Df = ℝ − {−3,2}
Dg = ℝ − {2}

ตัวอยา่งที ่3  ทํา  ในรูปผลสําเร็จ 

วิธีทํา  แยกตัวประกอบ ได้ว่า 
     

                                        

(หา ค.ร.น. ของตัวสว่น)  

                                        

                                       

x2 − 1
x2 − 3x + 2

+ 2x
x2 − 4

x2 − 1
x2 − 3x + 2

+ 2x
x2 − 4

= (x − 1)(x + 1)
(x − 1)(x − 2) + 2x

(x − 2)(x + 2)
= x + 1

x − 2 + 2x
(x − 2)(x + 2)

= (x + 1)(x + 2)
(x − 2)(x + 2) + 2x

(x − 2)(x + 2)
= (x + 1)(x + 2) + 2x

(x − 2)(x + 2)

= x2 + 5x + 2
(x − 2)(x + 2)

อธิบายขั้นตอน 
1. เขียนพหุนามเรียงพจน์ (ไมม่ีพจน์  ให้เว้นไว้) 
2. นํา  ไปหาร  ได้  จากนั้นนํา  กลับไปคูณ  

ได้พจน์  
3. นําพหุนามตัวต้ังไปลบออกจาก  ได้   
4. ดึงพจน์ท่ีเหลือลงมา (ในท่ีนี้คือ )  
5. นํา  ไปหาร  ได้  แล้วนํา  กลับไปคูณ  

ได้พจน์  นําไปลบจาก  ได้  
6. นํา  ไปหาร  ได้  แล้วนํา  กลับไปคูณ  

ได้พจน์  นําไปลบจาก  ได้  
7. เนื่องจากดีกรีท่ีได้ต̀ากว่าดีกรีตัวหาร จึงหยุดหารพหุนาม

x
x x3 x2 x2 x − 1

x3 − x2

x3 − x2 −x2 + 4
+4

x −x2 −x −x x − 1
x2 + x −x2 + 4 −x + 4

x −x −1 −1 x − 1
−x + 1 −x + 4 3

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก
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เศษสว่นพหนุาม รูปอยา่งง่าย

2x2 − 8x
x2 − 4

x
x − 2 − 3

x + 2

x2 − 9
x2 − x − 6 ÷ x − 3

x + 2

x + 1
x − 1 + 2

x2 − 1

x2 − 16
x2 − 5x + 4

1
x

+ 2
x + 1

x2 − 9x + 20
x2 − 4x − 5

x2 − 1
x2 − 4 ⋅ x + 2

x − 1

x2 + 2x
x2 − 1 ⋅ x − 1

x

2x
x2 − 4 − 1

x − 2

❶  หารพหุนาม   ด้วย  
                                                     

x2 + 4x + 2 x + 1 ❷  หารพหุนาม   ด้วย  2x2 − 5x + 3 x − 2

❸  หารพหุนาม   ด้วย  x3 − 4x2 + x + 6 x − 1

❺ หารพ*นาม   -วย x4 − 3x3 + 2x2 + x − 1 x − 1

❹  หารพหุนาม   ด้วย  2x3 + x2 − 7x − 3 x + 1

❻ หารพ*นาม   -วย 
2x4 + x3 + 3x − 2 x2 + 2

ทบทวนความเข้าใจ 1   ทําเศษสว่นพหุนามต่อไปนีใ้ห้อยูใ่นรูปอยา่งง่าย

ทบทวนความเข้าใจ 2   แสดงวิธทํีาอยา่งละเอยีด : ต้ังหารยาวพหุนามทีกํ่าหนดให้ ด้วยพหุนาม

เฉลยเฉพาะคําตอบ : ❶  เศษ  ❷  เศษ  ❸  เศษ   ❹  เศษ  ❺  เศษ  ❻  เศษ x+3−12x−11x2−3x−242x2−x−63x3−x2+102x2+x−1x
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วนัที่ 30 กราฟของอสมการสองตัวแปร
Level : มัธยมศึกษาปีท่ี 4 - 5 วัน / เวลาท่ีทํา :

• ความสัมพันธ์บางความสัมพันธ์มีกราฟเป็นบริเวณในระนาบยุคลิด (ระนาบ ) โดยท่ัวไปมักเป็นความสัมพันธท่ี์มี
เง่ือนไขเป็นอสมการสองตัวแปร 

• ขั้นตอนในการพิจารณาบริเวณท่ีแสดงกราฟของอสมการ มีดังนี้ 
1. หาเส้นขอบของบริเวณ จากเง่ือนไขท่ีระบุในสมการ 
2. เส้นขอบอาจเป็นเส้นประ เมื่ออสมการมีเครื่องหมาย  หรือ   

หรือ เส้นขอบอาจเป็นเส้นทึบ เมื่ออสมการมีเครื่องหมาย  หรือ  
3. เส้นขอบจะแบง่บริเวณเป็นสว่น ๆ เราเลือกจุดตัวแทนในบริเวณดังกล่าว หากจุดตัวแทนทําให้อสมการนั้นเป็นจริง 

แสดงว่า บริเวณท่ีเลือกตัวแทนมา เป็นบริเวณของอสมการท่ีกําหนด 
   โดยท่ัวไป มักเลือกจุดท่ีง่ายต่อการพิจารณา เชน่  กรณีท่ีเส้นขอบแบง่บริเวณออกเป็นสองบริเวณ เราอาจใช้จุด
เดียวทดสอบได้ หากสอดคล้องกับอสมการ แสดงว่าเลือกบริเวณนั้น หากไมส่อดคล้อง จะเลือกบริเวณตรงข้าม 
• การเลือกบริเวณ มีเง่ือนไขกํากับ เชน่ เง่ือนไขหรือ นําบริเวณมายูเนียนกัน  เง่ือนไขและ นําบริเวณมาตัดกัน 

ℝ2

< >
≤ ≥

(0,0)

( ∪ ) ( ∩ )

ตัวอยา่งที ่5  วาดกราฟความสัมพันธ์  
                 

    

r = {(x , y) ∈ ℝ2 : y > x2 และ y ≤ 4 − x2}
อธิบายขั้นตอน 
1.  และ  เป็น

เส้นขอบ แบง่บริเวณเป็นสามสว่น 
2. อสมการ  เป็นเส้นประ 

เลือกจุด  สอดคล้องกับ
อสมการ (ปิดล้อมด้วยพาราโบลา) 

3. อสมการ  เป็นเส้นทึบ 
เลือกจุด  สอดคล้องกับ
อสมการ (ปิดล้อมด้วยพาราโบลา 

4. จึงเลือกบริเวณท่ีรวมจุด  

y = x2 y = 4 − x2

y > x2

(0,1)

y ≤ 4 − x2

(0,1)

(0,1)

อธิบายขั้นตอน 
1.  เป็นเส้นขอบ 
2. เครื่องหมาย  ขอบเป็นเส้นทึบ 
3. เลือกจุดทดสอบ  พบว่า 

 แสดงว่าต้อง
เลือกบริเวณท่ีรวมจุด 

2x2 − y = 3
≤

(0,0)
2(0) − 0 = 0 ≤ 3

(0,0)

ตัวอยา่งที ่3  วาดกราฟความสัมพันธ์ 
r = {(x , y) ∈ ℝ2 : x2 + y2 ≥ 4}

ตัวอยา่งที ่1  วาดกราฟความสัมพันธ์ 
   r = {(x , y) ∈ ℝ2 : y > 2x + 1}

ตัวอยา่งที ่2  วาดกราฟความสัมพันธ์ 
 r = {(x , y) ∈ ℝ2 : 2x2 − y ≤ 3}

อธิบายขั้นตอน 
1.  เป็นเส้นขอบ 
2. เครื่องหมาย  ขอบเป็นเส้นประ 
3. เลือกจุดทดสอบ  พบว่า 

 แสดงว่าต้องเลือก
บริเวณท่ีไมร่วมจุด 

y = 2x + 1
>

(0,0)
0 ≯ 2(0) + 1

(0,0)

อธิบายขั้นตอน 
1.  เป็นเส้นขอบ 
2. เครื่องหมาย  ขอบเป็นเส้นทึบ 
3. เลือกจุดทดสอบ  พบว่า 

 แสดงว่าต้อง
เลือกบริเวณท่ีไมร่วมจุด 

x2 + y2 = 4
≥

(0,0)
02 + 02 = 0 ≱ 4

(0,0)

Main Concept : สาระสําคัญ

ตัวอยา่งจากง่ายไปยาก

y = 2x + 1

จุดทดสอบ
(0,0)

2x2 − y = 3

จุดทดสอบ
(0,0)

x2 + y2 = 4

จุดทดสอบ
(0,0)

y = x2

จุดทดสอบ
(0,1)

y = 4 − x2

บริเวณแรเงา 
(ปิดล้อมด้วยเส้นโค้งสองเส้น)

จุดตัดของกราฟสองเสน้  
หาได้จากระบบสมการ 

 และ  
นั่นคือ   
หรือได้ว่า  
กล่าวคือ  

เมื่อ  ได้ว่า   
และ เมื่อ  ได้ว่า  
ได้จุดตัดคือ 

y = x2 y = 4 − x2
x2 = 4 − x2

2x2 = 4
x = ± 2

x = 2 y = 2
x = − 2 y = 2

(− 2,2), ( 2,2)

(− 2,2) ( 2,2)
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❻   r = {(x , y) ∈ ℝ × ℝ : 4x2 + 9y2 > 36}

❹   r = {(x , y) ∈ ℝ × ℝ : y > ex − 1}

❼   r = {(x , y) ∈ ℝ × ℝ : x2 + y2 ≤ 9 และ y ≥ 1}

❶   r = {(x , y) ∈ ℝ × ℝ : 2x + 3y > 1}

❸   r = {(x , y) ∈ ℝ × ℝ : y + x2 ≥ 3}

❺   r = {(x , y) ∈ ℝ × ℝ : y ≤ ln(x + 2)}

❷   r = {(x , y) ∈ ℝ × ℝ : y ≤ 2x2 + 4}

❽   
                                                  

r = {(x , y) ∈ ℝ × ℝ : x + y < − 1
 และ 2x − y ≥ 2}

ทบทวนความเข้าใจ   วาดกราฟของความสัมพันธ์ทีกํ่าหนดให้ต่อไปนี้
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แบบทดสอบหลงัเรียน

ตรวจสอบความเข้าใจด้วยแบบฝึกหัดรวม 

กติกา 
1. แบบทดสอบหลังเรียน มีจํานวน 30 ข้อ ใช้เวลาทํา 60 นาที 

2. ขอให้ใช้ความพยายามให้เต็มท่ีในการทําแบบทดสอบชุดนี้ เพื่อสะท้อนผลการเรียนรู้ 
3. ไมอ่นุญาตให้ใช้เครื่องมือชว่ย อาทิ เครื่องคํานวณ โทรศัพท์มือถือ ปัญญาประดิษฐ์ 

ระหว่างทําแบบทดสอบหรือเปิดหนังสืออ่ืนใด เพื่อให้แบบทดสอบฉบับนี้สะท้อน
ความสามารถท่ีแท้จริงของผู้อ่าน 

ถ้าพร้อมแล้ว ลงมือทําได้เลย ! 
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แบบทดสอบหลงัเรียน (ใชเ้วลาทํา 1 ชัว่โมง)

คําชีแ้จง เติมคําตอบลงในชอ่งว่าง 
ข้อที่ คําถาม คําตอบ

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

กําหนด  เมื่อ  
จะได้ว่าฟังก์ชันผกผันของ  คือ

f (x) = 2x + 5 x ≥ 0
f

  

ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่ายและมีเลขชี้กําลังเป็นบวกได้เป็น

(20−1 × 23)2 × 52

2−3 × 10−2

กําหนด   
จะได้  

f (x) = x2 − 3x + 4
f (−2) =

 
ทําให้อยูใ่นรูปผลสําเร็จ จะได้
(3x − 2)(x + 5) − (x2 − 3x + 4)

กําหนด   และ  
จะได้ 

f (x) = x2 + 1 g(x) = 2x
f (g(−2)) =

สมการของเส้นตรงท่ีมีความชัน  และผา่นจุด   
คือ

−2 (−1,2)

7
8 ÷ 3

4 + ( 2
3 + 5

6 ) =

กําหนด  
แก้อสมการจะได้ชว่งของคําตอบคือ

|3x − 2 | ≥ 11

กําหนด   
แก้สมการจะได้  

3(x − 4) − 4(x − 2) = 4x − 19
x =

กําหนด  

จะได้ 

f (x) = { x2, x < 2
2x + 3, x ≥ 2

f (−2) + f (2) − f (3)

  แยกตัวประกอบได้เป็น(4x2 − 23x − 6)

วาดกราฟของ f (x) = (x + 1)2 − 2

 ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่ายได้เป็น18 ⋅ 6 ⋅ 20
50 ⋅ 30

กําหนด   
แก้สมการจะได้  

8x2 + 2x − 3 = 0
x =

3 × 4 − 9 ÷ 3 − 2(3 + 1)2 =

  
ทําให้อยูใ่นรูปผลสําเร็จ จะได้
(2x − 1)2 − (3x + 2)2
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ตรวจคําตอบได้ที่หน้าที่ 80 


   คะแนน Pre-test  ทีได้ คะแนน Post-test  ทีได้


17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

ข้อที่ คําถาม คําตอบ

กําหนด         

แก้ระบบสมการ จะได้ 

x + 2y = 7
3x − y = 7

x = . . . . . , y = . . . . . .

วาดกราฟของความสัมพันธ์ 
r = {(x , y) ∈ ℝ × ℝ : x2 + y2 < 4}

วาดกราฟของ x2 + y2 + 4x − 2y + 4 = 0

  จัดให้อยูใ่นรูปตรีโกณมิติท่ีมีเลขชี้กําลังเปน็หนึ่ง
ได้เป็น
sin4 x

เมื่อหาร  ด้วย   
จะได้ผลหารคือ ........  และเศษคือ ............

2x2 − 3x + 7 x − 2

 
ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่ายได้เป็น 
sin 30∘ cos 60∘ + tan 45∘

กําหนด  จะได้ log3(x − 1) = 9 x =

วาดกราฟของ  f (x) = 2 cos x

พจน์  เมื่อทําให้ตัวสว่นไมม่ีรากจะได้1
5 − 3

สมการ  มีกราฟเป็นx + y2 = 1

 
ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่ายได้เป็น
3 log3(9) − 6 log3( 3)

 

ทําให้อยูใ่นรูปอยา่งง่ายได้เป็น
sin ( 3π

4 ) cos ( 5π
4 ) + sin ( 7π

6 ) cos ( 5π
3 )

กําหนด   จะได้ 52x+1 = 125 x =

arccos(−1) =
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เฉลยแบบทดสอบหลงัเรียน (เฉพาะคําตอบ)


1 11 21

2 12 22

3 13 23

4 14 24

5 15 25

6 16 26

7 17 พาราโบลา 27

8 18 28

9 19 29

10 20 30

f −1(x) = x − 5
2 , x ≥ 5 − 3

4

(4x + 1)(x − 6)

π

5 + 3
2

−29

3200 = 27 × 52

2 x = 39 + 1 = 19684

2x2 + 16x − 14

y = − 2x

x = 1
2 , − 3

4

x = 3, y = 2

ผลหาร  = 2x + 1, เศษ  = 9

x = 1

6
5

17
5
4

−5x2 − 16x − 3

3
8 − 1

2 cos 2x + 1
8 cos 4x

(−∞, − 3] ∪ [ 13
3 , ∞)

8
3

14 3

x = 3



ประวตัิผู้เขียน


ผูช้่วยศาสตราจารย ์ดร.ศุภณัฐ  ชัยด ี
Asst. Prof. Supanut Chaidee, Sc.D. 

ประวัติการศกึษา 
ระดับมัธยมศึกษา   พ.ศ.2550 โรงเรียนมงฟอร์ตวิทยาลัย จ.เชียงใหม ่
ระดับมัธยมศึกษา   พ.ศ.2554 วท.บ. (คณิตศาสตร์) เกียรตินิยมอันดับ 1 มหาวิทยาลัยเชียงใหม ่
ระดับปริญญาตรี  พ.ศ.2556 วท.ม. (คณิตศาสตร์) จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 
ระดับปริญญาโท  พ.ศ.2560 Doctor of Mathematical Sciences, Meiji University, Japan 
นักศึกษาโครงการพัฒนาและสง่เสริมผู้มีความสามารถพิเศษทางวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (พสวท.) พ.ศ. 2551 - 2560 

ประวัติการทํางาน 
พ.ศ.2560 - 2563   อาจารย์ ภาควิชาคณิตศาสตร ์คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยเชียงใหม ่
พ.ศ.2563 - ปัจจุบัน   ผู้ชว่ยศาสตราจารย ์ภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยเชียงใหม ่
พ.ศ.2564 - ปัจจุบัน ผู้ชว่ยคณบดี คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยเชียงใหม ่

ความสนใจด้านงานวิจัย 
การจําลองเชิงเรขาคณิต (Geometric Modeling) เรขาคณิตวิยุตและเรขาคณิตเชิงคํานวณ (Discrete and Computational 
Geometry) คณิตศาสตร์การคณนา (Computational Mathematics) 

เว็บไซต์สว่นตัว https://www.schaidee.com และ https://geomlab.wordpress.com  

รองศาสตราจารย ์ดร.สมลักษณ์  อุตดุ ี
Assoc. Prof. Somlak Utudee, Ph.D. 

ประวัติการศกึษา 
ระดับมัธยมศึกษา   พ.ศ.2536 โรงเรียนลําปางกัลยาณี จ.ลําปาง 
ระดับปริญญาตรี  พ.ศ.2540 วท.บ. (คณิตศาสตร์) เกียรตินิยมอันดับ 1 มหาวิทยาลัยเชียงใหม ่
ระดับปริญญาโท  พ.ศ.2543 วท.ม. (คณิตศาสตร์) จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 
ระดับปริญญาเอก  พ.ศ.2548  วท.ด. (คณิตศาสตร์) จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 
นักศึกษาโครงการพัฒนาและสง่เสริมผู้มีความสามารถพิเศษทางวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (พสวท.) พ.ศ. 2536 - 2548 

ประวัติการทํางาน 
พ.ศ.2548 - 2558   อาจารย์ ภาควิชาคณิตศาสตร ์คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยเชียงใหม ่
พ.ศ.2558 - 2563   ผู้ชว่ยศาสตราจารย ์ภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยเชียงใหม ่
พ.ศ.2563 - ปัจจุบัน   รองศาสตราจารย ์ภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยเชียงใหม ่
พ.ศ.2555 - 2563  ประธานหลักสูตรวิทยาศาสตรบัณฑิต สาขาวิชาคณิตศาสตร์ 
   ภาควิชาคณิตศาสตร ์คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยเชียงใหม ่

ความสนใจด้านงานวิจัย 
คณิตวิเคราะห์  (Mathematical Analysis)

http://www.schaidee.com
http://geomlabcmu.wordpress.com


ภาพปก
อางแกü มĀาüิทยาลัยเชียงใĀม
เปนภาพจำที่ทุกคนคุนเคยในฐานะĀมุดĀมายÿำคัญĀนึ่งของเชียงใĀม
นักýึกþาใĀมปĀนึ่งคงตองแüะมาเยือนเมื่อมาถึงมĀาüิทยาลัยเชียงใĀม
จึงเปรียบเÿมือนภาพแĀงคüามÿüยงามของการเรียนระดับอุดมýึกþาเมื่อมาถึง

ถึงแมจะเĀ็นภาพคüามÿüยงามเมื่อแรกมาถึง
แตคüามÿüยงามนี้ เปนเพียงการเริ่มตนการเดินทางในการýึกþา
การเริ่มตนที่ดี ยอมจะนำมาซึ่งคüามÿดในและราบรื่นในอนาคต

Āนังÿือ 30 Days: Daily Step to Calculus
30 üัน üันละนิด ปรับพื้นคณิตÿูแคลคูลัÿ
เปนĀนังÿือที่ÿรุปประเด็นÿำคัญของคณิตýาÿตรพื้นฐาน
ที่จำเปนÿำĀรับการเรียนแคลคูลัÿ ตั้งแตเลขคณิต พีชคณิต
ฟงกชัน ฟงกชันชนิดตาง ๆ และĀัüขอÿำคัญตาง ๆ แยกยอย 30 Āัüขอ
เพื่อใĀเĀมาะÿมกับการทบทüนüันละ 1 คูĀนา

ไมüาผูอานจะเปนนักเรียนที่กำลังกาüÿูรั้üมĀาüิทยาลัย 
Āรือนักýึกþาที่ตองการทบทüนพื้นฐาน 
Āนังÿือเลมนี้จะชüยใĀทำใĀผูอานÿรางคüามมั่นใจ 
เติมเต็มชองüางทางคüามรู และเตรียมคüามพรอมÿำĀรับการเรียนแคลคูลัÿไดอยางมั่นคง

เพราะทุกการเดินทางที่ยิ่งใĀญ ลüนเริ่มตนจากกาüเล็ก ๆ ในแตละüัน

อ่างแก้ว มหาวิทยาลัยเชียงใหม่ เดือนพฤษภาคม 2569
CALCULUS
30 DAILY STEPS 

TO

DAYS

MATH
diversity @CMU

Āนังÿือเลมนี้เปนลิขÿิทธิ์ของภาคüิชาคณิตýาÿตร คณะüิทยาýาÿตร มĀาüิทยาลัยเชียงใĀม
จัดทำและเผยแพรเพื่อประโยชนทางการýึกþาในüงกüาง

ไมอนุญาตใĀนำไปใชเชิงพาณิชยกอนไดรับอนุญาตจากผูเขียน


