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บทคัดย่อ
ควอเทอร์เนียนเป็นโครงสร้างทางคณิตศาสตร์ซึ่งเป็นส่วนขยายของระบบจำนวนเชิงซ้อน ที่ได้รับการนำ

มาประยุกต์ใช้อย่างแพร่หลายในหลากหลายสาขาวิชา โดยเฉพาะอย่างยิ่งในงานด้านคอมพิวเตอร์กราฟิกและ
วิทยาการหุ่นยนต์ เนื่องจากเป็นเครื่องมือทางพีชคณิตที่มีประสิทธิภาพในการอธิบายการหมุนในปริภูมิสาม
มิติและสี่มิติ ในขณะเดียวกัน ลำดับไตรโบนัชชี ซึ่งเป็นการวางนัยทั่วไปของลำดับฟีโบนัชชีได้รับการนิยามโดย
กำหนดค่าเริ่มต้นสามพจน์แรกเป็น 0, 0 และ 1 โดยพจน์ถัดไปจะเกิดจากผลรวมของสามพจน์ก่อนหน้า

การค้นคว้าอิสระฉบับนี้มีวัตถุประสงค์เพื่อนิยาม (α, β) ควอเทอร์เนียนไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไป ตลอด
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บทที่ 1
บทนำ

การค้นคว้าอิสระเรื่อง สมบัติบางประการของ (α, β) ควอเทอร์เนียนไตรโบนัชชีวางนัย
ทั่วไป จะกล่าวถึงประเด็นสำคัญอันนำไปสู่การค้นคว้าอิสระ ซึ่งประกอบด้วย 2 ประเด็น ได้แก่ 1)
ที่มาและความสำคัญของปัญหา 2) วัตถุประสงค์ของการศึกษา

1 ที่มาและความสำคัญ

จำนวนฟีโบนัชชี (Fibonacci number) เป็นแนวคิดทางคณิตศาสตร์ที่นำเสนอโดยเลโอ
นาร์โด พิซาโน (Leonardo Pisano) โดยหมายถึงลำดับของจำนวนเต็มที่กำหนดดังนี้ 0, 1, 1, 2,
3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, … ลำดับดังกล่าวนิยามด้วยความสัมพันธ์เวียนเกิดว่า จำนวนถัดไป
มีค่าเท่ากับผลบวกของจำนวนสองจำนวนก่อนหน้า โดยกำหนดจำนวนสองพจน์แรกเป็น 0 และ
1 ตามลำดับ ลำดับของจำนวนที่ได้จากนิยามนี้เรียกว่าลำดับฟีโบนัชชี (Fibonacci sequence)

บทนิยาม 1.1 [1] ลำดับฟีโบนัชชี (Fibonacci sequence) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของสัญ-
ลักษณ์ {Fn} และนิยามด้วยความสัมพันธ์เวียนเกิดดังนี้

Fn = Fn−1 + Fn−2 สำหรับ n ≥ 2 (1.1)

โดยมีเงื่อนไขเริ่มต้นคือ F0 = 0, F1 = 1

จำนวนฟีโบนัชชีมีการประยุกต์ใช้ในหลายด้าน เช่น ด้านคณิตศาสตร์และคอมพิวเตอร์
ใช้ในการออกแบบขั้นตอนวิธีต่าง ๆ เช่น การค้นหาหมายเลขที่เฉพาะเจาะจงหรือการหาค่าใน
ชุดข้อมูลต่างๆ ด้านการเงิน ใช้ในการวิเคราะห์ทางเทคนิคในตลาดหุ้น เช่น การใช้ Fibonacci
retracement ในการวิเคราะห์การกลับตัวของราคาหุ้น

ปัญหาวัวของนารายาณา (Narayana cow problem) เป็นแบบจำลองทางคณิตศาสตร์
ที่ใช้อธิบายการเพิ่มจำนวนของฝูงวัว โดยกำหนดให้วัวหนึ่งตัวสามารถให้กำเนิดลูกวัวได้ปีละหนึ่ง
ตัว เมื่อมีอายุครบสามปีและลูกวัวที่เกิดขึ้นจะเริ่มให้กำเนิดลูกได้เมื่อมีอายุครบสามปี เงื่อนไขดัง
กล่าวนำไปสู่การเกิดความสัมพันธ์เวียนเกิดของจำนวนวัวในแต่ละปีซึ่งก่อให้เกิดลำดับจำนวนที่
เรียกว่า ลำดับนารายาณา (Narayana sequence) ซึ่งนิยามดังนี้

บทนิยาม 1.2 [2] ลำดับนารายาณา (Narayana sequence) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปสัญ-
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ลักษณ์ {Nn} และนิยามด้วยความสัมพันธ์เวียนเกิดดังนี้

Nn = Nn−1 +Nn−3 สำหรับ n ≥ 3 (1.2)

โดยมีเงื่อนไขเริ่มต้นคือ N0 = 0, N1 = 1 และ N2 = 1

พจน์เริ่มต้นของลำดับนารายาณา คือ 0, 1, 1, 1, 2, 3, 4, ...

ลำดับไตรโบนัชชี (tribonacci sequence) คือการขยายแนวคิดของลำดับฟีโบนัชชี
แทนที่จะเริ่มต้นด้วยตัวเลขสองตัวที่กำหนดไว้ล่วงหน้า ลำดับนี้จะเริ่มต้นด้วยตัวเลขสามตัวที่
กำหนดไว้ล่วงหน้าคือ 0, 0 และ 1 และทุกตัวเลขถัดไปจะเป็นผลรวมของตัวเลขสามตัวก่อนหน้า

บทนิยาม 1.3 [3] ลำดับไตรโบนัชชีสามารถเขียนให้อยู่ในรูปสัญลักษณ์ {Tn} และนิยามด้วย
ความสัมพันธ์เวียนเกิดดังนี้

Tn = Tn−1 + Tn−2 + Tn−3 สำหรับ n ≥ 3 (1.3)

โดยมีเงื่อนไขเริ่มต้นคือ T0 = 0, T1 = 0 และ T2 = 1

พจน์เริ่มต้นของลำดับไตรโบนัชชี คือ 0, 0, 1, 1, 2, 4, 7, ...

ในปี ค.ศ. 2014 Kuhapatanakul [4] ได้นิยาม ลำดับไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไป (generalized
tribonacci sequences) ดังนี้

บทนิยาม 1.4 [4] ให้ r, s, t เป็นจำนวนจริงใด ๆ ลำดับไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไป (generalized
tribonacci sequences) แทนด้วยสัญลักษณ์ {Wn(W0,W1W2; r, s, t)} หรือ {Wn} นิยาม
ด้วยความสัมพันธ์เวียนเกิดดังนี้

Wn = rWn−1 + sWn−2 + tWn−3 สำหรับ n ≥ 3 (1.4)

โดยมีเงื่อนไขเริ่มต้นคือ W0 = a,W1 = b,W2 = c ซึ่ง W0,W1,W2 คือจำนวนเชิงซ้อนใด ๆ
พจน์เริ่มต้นของลำดับไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไป คือ a, b, c, rc+ sb+ ta, r(rc+ sb+ ta)+ sc+
tb, ...

ตารางต่อไปนี้แสดงกรณีเฉพาะของลำดับไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไป
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ลำดับ {Wn(W0,W1,W2; r, s, t)}

ฟีโบนัชชี {Fn} = {Wn(0, 1, 1; 1, 1, 0)}

นารายาณา {Nn} = {Wn(0, 1, 1; 1, 0, 1)}

ไตรโบนัชชี {Tn} = {Wn(0, 0, 1; 1, 1, 1)}

ไตรโบนัชชี-ลูคัส [4] {Kn} = {Wn(3, 1, 3; 1, 1, 1)}

ควอเทอร์เนียนเป็นโครงสร้างทางคณิตศาสตร์ซึ่งเป็นส่วนขยายของระบบจำนวนเชิง-
ซ้อน ที่ได้รับการนำมาประยุกต์ใช้อย่างแพร่หลายในหลากหลายสาขาวิชา โดยเฉพาะอย่างยิ่งใน
งานด้านคอมพิวเตอร์กราฟิกและวิทยาการหุ่นยนต์ เนื่องจากเป็นเครื่องมือทางพีชคณิตที่มีประ-
สิทธิภาพในการอธิบายการหมุนในปริภูมิสามมิติและสี่มิติ

บทนิยาม 1.5 [5] เซตของควอเทอร์เนียนนิยามดังนี้

H = {q = q0 + q1i+ q2j + q3k : q0, q1, q2, q3 ∈ R} (1.5)

โดย i, j, k เป็นหน่วยควอเทอร์เนียน (quaternion units) มีสมบัติดังนี้
i2 = j2 = k2 = −1

ij = k = −ji, jk = i = −kj, ki = j = −ik

ตัวอย่าง 1 q = 1 + 2i+ 3j + 4k คือ จำนวนควอเทอร์เนียน

ควอเทอร์เนียนแบบแยก (split quaternion) เป็นการต่อยอดแนวคิดของควอเทอร์
เนียนซึ่งใช้ในคณิตศาสตร์และฟิสิกส์

บทนิยาม 1.6 [6] เซตของควอเทอร์เนียนแบบแยกนิยามดังนี้

H ′ = {q = q0 + q1i+ q2j + q3k : q0, q1, q2, q3 ∈ R} (1.6)

โดย i, j, k เป็นหน่วยควอเทอร์เนียนแบบแยก (split quaternion units) มีสมบัติดังนี้
i2 = −1, j2 = 1, k2 = 1

ij = k = −ji, jk = −i = −kj, ki = j = −ik

ในปีค.ศ. 2015 Jafari และ Yayli ได้นิยาม (α, β) ควอเทอร์เนียน ((α, β)-quaternion)
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บทนิยาม 1.7 [7] ให้ α, β ∈ R แล้ว เซตของ (α, β) ควอเทอร์เนียนนิยามดังนี้

Hαβ = {q = q0 + q1i+ q2j + q3k : q0, q1, q2, q3 ∈ R} (1.7)

โดย i, j, k เป็นหน่วย (α, β) ควอเทอร์เนียน ((α, β)-quaternion units) มีสมบัติดังนี้
i2 = −α, j2 = −β, k2 = −αβ
ij = k = −ji, jk = βi = −kj, ki = αj = −ik
ต่อไปจะกล่าวถึงกรณีเฉพาะของ (α, β) ควอเทอร์เนียน

1. ถ้า α = β = 1 แล้ว Hαβ คือเซตของควอเทอร์เนียน H

2. ถ้า α = 1, β = −1 แล้ว Hαβ คือเซตของควอเทอร์เนียนแบบแยก H ′

3. ถ้า α = 1, β = 0 แล้ว Hαβ คือเซตของกึ่งควอเทอร์เนียน Ho [8]

4. ถ้า α = −1, β = 0 แล้ว Hαβ คือเซตของกึ่งควอเทอร์เนียนแบบแยก H ′o [9]

5. ถ้า α = 0, β = 0 แล้ว Hαβ คือเซตของ 1
4
ควอเทอร์เนียน Hoo [10]

มีการศึกษามากมายเกี่ยวกับควอเทอร์ เนียนที่มีส่วนประกอบเป็นจำนวนพิเศษ เช่น
ในปี ค.ศ. 1963 Horadam นิยามลำดับควอเทอร์เนียนฟีโบนัชชี (Quaternion Fibonacci
sequence)

บทนิยาม 1.8 [11] ให้ n ≥ 0 เป็นจำนวนเต็ม แล้วควอเทอร์เนียนฟีโบนัชชีนิยามดังนี้

QFn = Fn + Fn+1i+ Fn+2j + Fn+3k (1.8)

โดยที่ Fn เป็นจำนวนฟีโบนัชชีพจน์ที่ n และ i, j, k เป็นหน่วยควอเทอร์เนียน

ตัวอย่าง 2 QF0 = 0+1i+1j+2k,QF1 = 1+1i+2j+3k,QF2 = 1+2i+3j+5k

ในปี ค.ศ. 2017 Morales นิยามลำดับควอเทอร์เนียนไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไป (generalized
quaternion tribonacci sequence)

บทนิยาม 1.9 [12] ให้ n ≥ 0 เป็นจำนวนเต็ม แล้วลำดับควอเทอร์เนียนไตรโบนัชชีวางนัย
ทั่วไป นิยามดังนี้

QWn = Wn +Wn+1i+Wn+2j +Wn+3k (1.9)

โดยที่ Wn เป็นจำนวนไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไปพจน์ที่ n และ i, j, k เป็นหน่วยควอเทอร์เนียน
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ตัวอย่าง 3 ให้ W0 = 0,W1 = 1,W2 = 1 และ r = 1, s = 1, t = 0 จะได้ว่า
QW0 = 0 + 1i+ 1j + 2k QW1 = 1 + 1i+ 2j + 3k QW2 = 1 + 2i+ 3j + 5k

ใน ค.ศ. 2014 Akyig̃it และคณะ ได้นิยามลำดับ (α, β) ควอเทอร์ เนียนฟีโบนัชชี
((α, β)-Quaternion Fibonacci sequence)

บทนิยาม 1.10 [13] ให้ n ≥ 0 เป็นจำนวนเต็ม แล้ว (α, β) ควอเทอร์เนียนฟีโบนัชชี นิยาม
ดังนี้

GFn = Fn + Fn+1i+ Fn+2j + Fn+3k (1.10)

โดยที่ Fn เป็นจำนวนฟีโบนัชชีพจน์ที่ n และ i, j, k เป็นหน่วย (α, β) ควอเทอร์เนียน

ตัวอย่าง 4 GF0 = 0+1i+1j+2k,GF1 = 1+1i+2j+3k,GF2 = 1+2i+3j+5k

2 วัตถุประสงค์ของการศึกษา

1. เพื่อนิยาม (α, β) ควอเทอร์เนียนไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไป

2. เพื่อศึกษาและพิสูจน์สมบัติบางประการของ (α, β) ควอเทอร์เนียนไตรโบนัชชีวางนัย
ทั่วไป ได้แก่ ความสัมพันธ์ระหว่าง (α, β) ควอเทอร์เนียนไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไปและสัง
ยุคของมัน สูตรบิเนต์ ผลรวมจำกัดและฟังก์ชันก่อกำเนิดของ (α, β) ควอเทอร์เนียนไตร
โบนัชชีวางนัยทั่วไป
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บทที่ 2
ความรู้พื้นฐาน

ในบทที่ 2 นี้ประกอบไปด้วย บทนิยาม ทฤษฎีบท สมการ และผลลัพธ์ต่าง ๆ ที่จะนำไป
ใช้ในบทถัดไป

1 ฟังก์ชันก่อกำเนิด (generating function)

ฟังก์ชันก่อกำเนิด คือการแปลงลำดับของตัวเลข a0, a1, a2, ... ให้กลายเป็นฟังก์ชันใน
รูปของอนุกรมกำลัง ทำให้เราสามารถใช้ เครื่องมือทางพีชคณิตและแคลคูลัสในการจัดการกับ
ปัญหาที่เกี่ยวข้องกับลำดับได้ง่ายขึ้น

บทนิยาม 2.1 [14] สำหรับลำดับอนันต์ {an} เราจะเรียกอนุกรมกำลัง G(x) =
∞∑
n=0

anx
n

ว่าฟังก์ชันก่อกำเนิดของลำดับ {an}

ตัวอย่าง 5 1.ฟังก์ชันก่อกำเนิดของลำดับ {1}∞n=0 คือ
1

1− x

2. ฟังก์ชันก่อกำเนิดของลำดับ {n}∞n=0 คือ
1

(1− x)2

2 ลำดับไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไป (generalized tribonacci sequence)

ใน คศ. 2017 Morales [12] ได้กล่าวถึงสมการลักษณะเฉพาะของลำดับไตรโบนัชชีวาง
นัยทั่วไปคือ x3−rx2−sx−t = 0 ที่มีรากคือ φ = φ(r, s, t) = r

3
+A+B , ψ = ψ(r, s, t) =

r
3
+ ηA + η2B และ ρ = ρ(r, s, t) = r

3
+ η2A + ηB เมื่อ A =

(
r3

27
+ rs

6
+ t

2
+
√
∆
) 1

3

B =
(

r3

27
+ rs

6
+ t

2
−

√
∆
) 1

3 โดย ∆ = ∆(r, s, t) = r3t
27

− r2s2

108
+ rst

6
− s3

27
+ t2

4
และ

η = −1
2
+ i

√
3

2

ทฤษฎีบท 2.2 [12] สูตรบิเนต์ของจำนวนไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไป ถูกกำหนดโดย

Wn =
d1φ

n

(φ− ψ)(φ− ρ)
− d2ψ

n

(ψ − φ)(ψ − ρ)
+

d3ρ
n

(ρ− φ)(ρ− ψ)
;n ≥ 0 (2.1)

เมื่อ d1 = W2 − (ψ + ρ)W1 + (ψρ)W0, d2 = W2 − (φ+ ρ)W1 + (φρ)W0

และ d3 = W2 − (φ+ ψ)W1 + (φψ)W0

และ φ, ψ, ρ เป็นรากของสมการลักษณะเฉพาะ x3 − rx2 − sx− t = 0
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ตัวอย่าง 6
W0 =

d1φ
0

(φ− ψ)(φ− ρ)
− d2ψ

0

(ψ − φ)(ψ − ρ)
+

d3ρ
0

(ρ− φ)(ρ− ψ)
= a,

W1 =
d1φ

1

(φ− ψ)(φ− ρ)
− d2ψ

1

(ψ − φ)(ψ − ρ)
+

d3ρ
1

(ρ− φ)(ρ− ψ)
= b,

W2 =
d1φ

2

(φ− ψ)(φ− ρ)
− d2ψ

2

(ψ − φ)(ψ − ρ)
+

d3ρ
2

(ρ− φ)(ρ− ψ)
= c

ทฤษฎีบท 2.3 [4] ผลรวม n+ 1 พจน์แรกของจำนวนไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไปคือ
n∑

i=0

Wi =
1

δ
(Wn+2 + (1− r)Wn+1 + tWn + λ) (2.2)

เมื่อ δ = δ(r, s, t) = r + s+ t− 1 และ λ = (r + s+ t)a+ (r − 1)b− c

ตัวอย่าง 7
0∑

i=0

Wi =
1

δ
(W2 + (1− r)W1 + tW0 + λ)

=
1

r + s+ t− 1
(c+ (1− r)b+ ta+ (r + s− 1)a+ (r − 1)b− c)

=a

(
r + s+ t− 1

r + s+ t− 1

)
=a = W0

1∑
i=0

Wi =
1

δ
(W3 + (1− r)W2 + tW1 + λ)

=(
1

r + s+ t− 1
)(rc+ sb+ ta+ (1− r)c+ tb+ (r + s− 1)a+ (r − 1)b− c)

=
1

r + s+ t− 1
(a+ b)(r + s+ t− 1)

=a+ b = W0 +W1

3 (α, β) ควอเทอร์เนียน ((α, β) - quaternion)

ให้ p, q ∈ Hαβ โดย p = a0 + a1i+ a2j + a3k และ q = b0 + b1i+ b2j + b3k

กฎการบวกของ (α, β) ควอเทอร์เนียน ถูกกำหนดดังนี้

p+ q = (a0 + b0) + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j + (a3 + b3)k (2.3)
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[7] ผลคูณของสเกลาร์และ (α, β) ควอเทอร์เนียนถูกกำหนดดังนี้ ถ้า c คือ จำนวนจริง
และ q ∈ Hαβ

cq = (ca0) + (ca1)i+ (ca2)j + (ca3)k (2.4)

กฎการคูณของ (α, β) ควอเทอร์เนียนถูกกำหนดดังนี้

pq = a0b0 + (a0b1 + a1b0)i+ (a0b2 + a2b0)j + (a0b3 + a3b0)k + a1b2ij + a1b3ik

+ a2b1ji+ a2b3jk + a3b1ki+ a3b2kj + a1b1i
2 + a2b2j

2 + a3b3k
2

= a0b0 − a1b1α− a2b2β − a3b3αβ + (a0b1 + a1b0 + a2b3β − a3b2β)i

+ (a0b2 + a2b0 − a1b3α + a3b1α)j + (a0b3 + a3b0 + a1b2 − a2b1)k

ทฤษฎีบท 2.4 Hαβ เป็นปริภูมิเวกเตอร์

บทพิสูจน์ ให้ u, v, w ∈ Hαβ โดย u = a0 + a1i+ a2j + a3k, v = b0 + b1i+ b2j + b3k,

w = c0 + c1i+ c2j + c3k และ λ, µ ∈ R

1. พิจารณา

u+ v = (a0 + a1i+ a2j + a3k) + (b0 + b1i+ b2j + b3k)

= (a0 + b0) + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j + (a3 + b3)k ∈ H

ดังนั้น u+ v ∈ Hαβ

2. พิจารณา

u+ v = (a0 + a1i+ a2j + a3k) + (b0 + b1i+ b2j + b3k)

= (a0 + b0) + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j + (a3 + b3)k

= (b0 + a0) + (b1 + a1)i+ (b2 + a2)j + (b3 + a3)k

= (b0 + b1i+ b2j + b3k) + (a0 + a1i+ a2j + a3k)

= v + u

ดังนั้น u+ v = v + u
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3. พิจารณา
(u+ v) + w =[(a0 + a1i+ a2j + a3k) + (b0 + b1i+ b2j + b3k)]

+ c0 + c1i+ c2j + c3k

=a0 + a1i+ a2j + a3k + b0 + b1i+ b2j + b3k + c0

+ c1i+ c2j + c3k

=a0 + a1i+ a2j + a3k + b0 + [(b1i+ b2j + b3k)

+ (c0 + c1i+ c2j + c3k)]

=u+ (v + w)

ดังนั้น (u+ v) + w = u+ (v + w)

4. พิจารณา
u+ 0 = (a0 + 0) + (a1 + 0)i+ (a2 + 0)j + (a3 + 0)k

= a0 + a1i+ a2j + a3k

= u

ดังนั้น u+ 0 = u

5. พิจารณา
u+ (−u) = a0 + a1i+ a2j + a3k + (−a0 − a1i− a2j − a3k)

= (a0 − a0) + (a1 − a1)i+ (a2 − a2)j + (a3 − a3)k

= 0

ดังนั้น u+ (−u) = 0

6. พิจารณา
λu = (λa0) + (λa1)i+ (λa2)j + (λa3)k ∈ H

ดังนั้น λu ∈ Hαβ

7. พิจารณา
λ(u+ v) = λ[(a0 + a1i+ a2j + a3k) + (b0 + b1i+ b2j + b3k)]

= λ(a0 + a1i+ a2j + a3k) + λ(b0 + b1i+ b2j + b3k)

= λu+ λv

ดังนั้น λ(u+ v) = λu+ λv
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8. พิจารณา

(λ+ µ)u = (λ+ µ)(a0 + a1i+ a2j + a3k)

= (λ(a0 + a1i+ a2j + a3k) + µ(a0 + a1i+ a2j + a3k))

= λu+ µu

ดังนั้น (λ+ µ)u = λu+ µu

9. พิจารณา

(λµ)u = (λµ)(a0 + a1i+ a2j + a3k)

= λ[(a0µ) + (a1µ)i+ (a2µ)j + (a3µ)k]

= λ[µ(a0 + a1i+ a2j + a3k)]

= λ(µu)

ดังนั้น (λµ)u = λ(µu)

10. พิจารณา

1u = 1(a0 + a1i+ a2j + a3k)

= (a0 + a1i+ a2j + a3k) = u

ดังนั้น 1u = u

จากข้อ 1− 10 จะได้ว่า Hαβ เป็นปริภูมิเวกเตอร์

□
สังยุคของ q = a0 + a1i+ a2j + a3k กำหนดโดย q = a0 − (a1i+ a2j + a3k)

นอร์มของ q นิยามดังนี้

Nq = |qq| = |qq| = |a20 + αa21 + βa22 + αβa23| (2.5)
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ตัวอย่าง 8 ให้ p = 1 + 2i+ 3j + 4k, q = −5 + 6i− j + k และ c = 3 จะได้ว่า
p+ q = −4 + 8i+ 2j + 5k

p− q = 6− 4i+ 4j + 3k

cq = −15 + 18i− 3j + 3k

pq = −5− 12α + 3β + 4αβ + (−4 + 7β)i+ (−16 + 22α)j − 39k

qp = −5− 12α + (3− α)β − 4i+ (−16− α− β)j − 3k

q = −5− 6i+ j − k

Nq = |25 + 36α + β + αβ|

หมายเหตุ จากตัวอย่างข้างต้นจะเห็นว่า pq ̸= qp ดังนั้น (α, β) ควอเทอร์เนียน ไม่มีสมบัติสลับ
ที่ภายใต้การคูณ
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บทที่ 3
ผลการศึกษา

บทนิยาม 3.1 ให้ n เป็นจำนวนเต็มที่ n ≥ 0 และ α, β ∈ R แล้ว (α, β) ควอเทอร์เนียนไตร
โบนัชชีวางนัยทั่วไป (generalized tribonacci (α, β)-quaternion) ถูกนิยามดังนี้

GWn = Wn +Wn+1i+Wn+2j +Wn+3k (3.1)
เมื่อ Wn เป็นจำนวนไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไปพจน์ที่ n และ i, j, k เป็นหน่วย (α, β) ควอเทอร์
เนียน ซึ่ง i, j, k มีสมบัติดังนี้
i2 = −α, j2 = −β, k2 = −αβ
ij = k = −ji, jk = −βi = −kj, ki = αj = −ik

(α, β) ควอเทอร์เนียนไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไป 6 เทอมแรกคือ

GWn =Wn +Wn+1i+Wn+2j +Wn+3k

GW0 =W0 +W1i+W2j +W3k

=a+ bi+ cj + (rc+ sb+ ta)k

GW1 =W1 +W2i+W3j +W4k

=b+ ci+ (rc+ sb+ ta)j + [r(rc+ sb+ ta) + sc+ tb]k

GW2 =W2 +W3i+W4j +W5k

=c+ (rc+ sb+ ta)i+ [r(rc+ sb+ ta) + sc+ tb]j

+ [r2(rc+ sb+ ta) + r(sc+ tb) + s(rc+ sb+ ta) + tc]k

GW3 =W3 +W4i+W5j +W6k

=(rc+ sb+ ta) + [r(rc+ sb+ ta) + sc+ tb]i

+ [r2(rc+ sb+ ta) + r(sc+ tb) + s(rc+ sb+ ta) + tc]j

+ [r3(rc+ sb+ ta) + r2(sc+ tb) + rs(rc+ sb+ ta) + rtc

+ sr(rc+ sb+ ta) + s2c+ stb+ t(rc+ sb+ ta)]k
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GW4 =W4 +W5i+W6j +W7k

=[r(rc+ sb+ ta) + sc+ tb] + [r2(rc+ sb+ ta) + r(sc+ tb)

+ s(rc+ sb+ ta) + tc]i+ [r3(rc+ sb+ ta) + r2(sc+ tb)

+ rs(rc+ sb+ ta) + rtc+ sr(rc+ sb+ ta) + s2c+ stb+ t(rc+ sb+ ta)]j

+ [r4(rc+ sb+ ta) + r3(sc+ tb) + r2s(rc+ sb+ ta) + r2tc

+ r2s(rc+ sb+ ta) + rs2c+ rstb+ rt(rc+ sb+ ta) + sr2(rc+ sb+ ta)

+ sr(sc+ tb) + s2(rc+ sb+ ta) + stc+ tr(rc+ sb+ ta) + tsc+ t2b]k

GW5 = W5 +W6i+W7j +W8k

[r2(rc+ sb+ ta) + r(sc+ tb) + s(rc+ sb+ ta) + tc] + [r3(rc+ sb+ ta)

+ r2(sc+ tb) + rs(rc+ sb+ ta) + rtc+ sr(rc+ sb+ ta) + s2c

+ stb+ t(rc+ sb+ ta)]i+ [r4(rc+ sb+ ta) + r3(sc+ tb)

+ r2s(rc+ sb+ ta) + r2tc+ r2s(rc+ sb+ ta) + rs2c+ rstb

+ rt(rc+ sb+ ta) + sr2(rc+ sb+ ta) + sr(sc+ tb) + s2(rc+ sb+ ta)

+ stc+ tr(rc+ sb+ ta) + tsc+ t2b]j + [r5(rc+ sb+ ta)

+ r4(sc+ tb) + r3s(rc+ sb+ ta) + r3tc+ r3s(rc+ sb+ ta)

+ r2s2c+ r2stb+ r2t(rc+ sb+ ta) + r2sr2(rc+ sb+ ta)

+ r2sr(sc+ tb) + r2s2(rc+ sb+ ta) + r2stc+ r2tr(rc+ sb+ ta)

+ r2tsc+ r2t2b+ sr3(rc+ sb+ ta) + sr2(sc+ tb) + srs2c

+ srstb+ srt(rc+ sb+ ta) + s2r(rc+ sb+ ta) + s3c+ s2tb+ stc

+ tr2(rc+ sb+ ta) + tr(sc+ tb) + ts(rc+ sb+ ta) + t2c]k
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ทฤษฎีบท 3.2 GWn = r(GWn−1) + s(GWn−2) + t(GWn−3) สำหรับ n ≥ 0

บทพิสูจน์ โดยบทนิยาม 3.1 และ บทนิยาม 1.4 จะได้ว่า

GWn =Wn +Wn+1i+Wn+2j +Wn+3k

=(rWn−1 + sWn−2 + tWn−3) + (rWn + sWn−1 + tWn−2)i

+ (rWn+1 + sWn + tWn−1)j + (rWn+2 + sWn+1 + tWn)k

=r(Wn−1 +Wni+Wn+1j +Wn+2k) + s(Wn−2 +Wn−1i+Wnj +Wn+1k)

+ t(Wn−3 +Wn−2i+Wn−1j +Wnk)

=r(GWn−1) + s(GWn−2) + t(GWn−3)

□

บทนิยาม 3.3 ให้ n เป็นจำนวนเต็มที่ n ≥ 0 สังยุคของ (α, β) ควอเทอร์เนียนไตรโบนัชชีวาง
นัยทั่วไป นิยามดังนี้

GWn = Wn −Wn+1i−Wn+2j −Wn+3k (3.2)

ทฤษฎีบท 3.4 GWn +GWn = 2Wn สำหรับ n ≥ 0

บทพิสูจน์ โดยบทนิยาม 3.1 และ บทนิยาม 3.3 จะได้ว่า

GWn +GWn =(Wn +Wn+1i+Wn+2j +Wn+3k) + (Wn −Wn+1i−Wn+2j −Wn+3k)

=2Wn

□

ทฤษฎีบท 3.5 GWn −GWn = 2(Wni+Wn+1j +Wn+3k) สำหรับ n ≥ 0

บทพิสูจน์ โดยบทนิยาม 3.1 และ บทนิยาม 3.3 จะได้ว่า

GWn −GWn =(Wn +Wn+1i+Wn+2j +Wn+3k)− (Wn −Wn+1i−Wn+2j −Wn+3k)

=2(Wni+Wn+1j +Wn+3k)

□

ทฤษฎีบท 3.6 ให้ α, β ∈ R แล้ว (GWn)(GWn) = W 2
n +W

2
n+1α+W

2
n+2β+W

2
n+3αβ

สำหรับ n ≥ 0
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บทพิสูจน์ โดยบทนิยาม 3.1 และ บทนิยาม 3.3 จะได้ว่า

(GWn)(GWn) =(Wn +Wn+1i+Wn+2j +Wn+3k)(Wn −Wn+1i−Wn+2j −Wn+3k)

=W 2
n −Wn+1Wni−Wn+2Wnj −Wn+3Wnk

+Wn+1Wni−W 2
n+1i

2 −Wn+2Wn+1ij −Wn+3Wn+1ik

+Wn+2Wnj −Wn+2Wn+1ji−W 2
n+2j

2 −Wn+3Wn+2jk

+Wn+3Wnk −Wn+3Wn+1ki−Wn+3Wn+2kj −W 2
n+3k

2

=W 2
n −Wn+1Wni−Wn+2Wnj −Wn+3Wnk

+Wn+1Wni+W 2
n+1α−Wn+2Wn+1k +Wn+3Wn+1αj

+Wn+2Wnj +Wn+2Wn+1k +W 2
n+2β −Wn+3Wn+2βi

+Wn+3Wnk −Wn+3Wn+1αj +Wn+3Wn+2βi+W 2
n+3αβ

=W 2
n +W 2

n+1α +W 2
n+2β +W 2

n+3αβ

□

ทฤษฎีบท 3.7 NGWn = |W 2
n +W 2

n+1α +W 2
n+2β +W 2

n+3αβ|
บทพิสูจน์ โดยบทนิยาม 3.1 และ บทนิยาม 3.3 และสมการ 2.5 จะได้ว่า

NGWn = |GWnGWn|
= |W 2

n +W 2
n+1α +W 2

n+2β +W 2
n+3αβ|

□

ทฤษฎีบทต่อไปนี้จะกล่าวถึงสูตรบิเนต์ของจำนวน (α, β) ควอเทอร์เนียนไตรโบนัชชี
วางนัยทั่วไป

ทฤษฎีบท 3.8 ให้ n ≥ 0 แล้วจะได้ว่า

GWn =
d1φ

nφ̂

(φ− ψ)(φ− ρ)
+

d2ψ
nψ̂

(ψ − φ)(ψ − ρ)
+

d3ρ
nρ̂

(ρ− φ)(ρ− ψ)

เมื่อ d1 = W2 − (ψ + ρ)W1 + (ψρ)W0, d2 = W2 − (φ+ ρ)W1 + (φρ)W0,

d3 = W2−(φ+ψ)W1+(φψ)W0 และ φ̂ = 1+φi+φ2j+φ3k, ψ̂ = 1+ψi+ψ2j+ψ3k,
ρ̂ = 1 + ρi+ ρ2j + ρ3k และ i, j, k เป็นหน่วย (α, β) ควอเทอร์เนียน
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บทพิสูจน์ โดยบทนิยาม 3.1 และ ทฤษฎีบท 2.2

GWn =Wn +Wn+1i+Wn+2j +Wn+3k

=
d1φ

n

(φ− ψ)(φ− ρ)
+

d2ψ
n

(ψ − φ)(ψ − ρ)
+

d3ρ
n

(ρ− φ)(ρ− ψ)

+

(
d1φ

n+1

(φ− ψ)(φ− ρ)
+

d2ψ
n+1

(ψ − φ)(ψ − ρ)
+

d3ρ
n+1

(ρ− φ)(ρ− ψ)

)
i

+

(
d1φ

n+2

(φ− ψ)(φ− ρ)
+

d2ψ
n+2

(ψ − φ)(ψ − ρ)
+

d3ρ
n+2

(ρ− φ)(ρ− ψ)

)
j

+

(
d1φ

n+3

(φ− ψ)(φ− ρ)
+

d2ψ
n+3

(ψ − φ)(ψ − ρ)
+

d3ρ
n+3

(ρ− φ)(ρ− ψ)

)
k

=

(
d1φ

n

(φ− ψ)(φ− ρ)
+

d1φ
n+1i

(φ− ψ)(φ− ρ)
+

d1φ
n+2j

(φ− ψ)(φ− ρ)
+

d1φ
n+3k

(φ− ψ)(φ− ρ)

)
+

(
d2ψ

n

(ψ − φ)(ψ − ρ)
+

d2ψ
n+1i

(ψ − φ)(ψ − ρ)
+

d2ψ
n+2j

(ψ − φ)(ψ − ρ)

d2ψ
n+3k

(ψ − φ)(ψ − ρ)

)
+

(
d3ρ

n

(ρ− φ)(ρ− ψ)
+

d3ρ
n+1i

(ρ− φ)(ρ− ψ)
+

d3ρ
n+2j

(ρ− φ)(ρ− ψ)
+

d3ρ
n+3k

(ρ− φ)(ρ− ψ)

)
=

d1φ
n

(φ− ψ)(φ− ρ)
(1 + φi+ φ2j + φ3k) +

d2ψ
n

(ψ − φ)(ψ − ρ)
(1 + ψi+ ψ2j + ψ3k)

+
d3ρ

n

(ρ− φ)(ρ− ψ)
(1 + ρi+ ρ2j + ρ3k)

=
d1φ

nφ̂

(φ− ψ)(φ− ρ)
+

d2ψ
nψ̂

(ψ − φ)(ψ − ρ)
+

d3ρ
nρ̂

(ρ− φ)(ρ− ψ)

□

เมื่อแทน α = β = 1 จะได้บทแทรกต่อไปนี้เป็นจริง

บทแทรก 3.9 ให้ n ≥ 0 แล้วจะได้ว่า

QWn =
d1φ

nφ̂

(φ− ψ)(φ− ρ)
+

d2ψ
nψ̂

(ψ − φ)(ψ − ρ)
+

d3ρ
nρ̂

(ρ− φ)(ρ− ψ)
(3.3)

เมื่อ d1 = W2 − (ψ + ρ)W1 + (ψρ)W0, d2 = W2 − (φ+ ρ)W1 + (φρ)W0,

d3 = W2−(φ+ψ)W1+(φψ)W0 และ φ̂ = 1+φi+φ2j+φ3k, ψ̂ = 1+ψi+ψ2j+ψ3k,
ρ̂ = 1 + ρi+ ρ2j + ρ3k และ i, j, k เป็นหน่วย (α, β) ควอเทอร์เนียน
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ผลรวม n+ 1 พจน์แรก ของจำนวน (α, β) ควอเทอร์เนียนไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไป

ทฤษฎีบท 3.10 ให้ n ≥ 0 แล้วจะได้ว่า
n∑

i=0

GWi =
1

δ
(GWn+2 + (1− r)GWn+1 + tGWn + ω)

เมื่อ δ = r + s+ t− 1, λ = (r + s+ t)a+ (r − 1)b− c,

ω = λ+(λ− δa)i+(λ− δ(a+ b))j+(λ− δ(a+ b+ c))k และ i, j, k เป็นหน่วย (α, β)

ควอเทอร์เนียน
บทพิสูจน์ โดยนิยาม 3.1 จะได้ว่า

n∑
i=0

GWi =GW0 +GW1 +GW2 + ...+GWn

=(W0 +W1i+W2j +W3k) + (W1 +W2i+W3j +W4k)

+ ...+ (Wn +Wn+1i+Wn+2j +Wn+3k)

=(W0 +W1 +W2 + ...+Wn) + (W1 +W2 +W3 + ...+Wn+1)i

+ (W2 +W3 +W4 + ...Wn+2)j + (W3 +W4 +W5 + ...Wn+3)k

=
n∑

i=0

Wn + (
n+1∑
i=0

Wn −W0)i+ (
n+2∑
i=0

Wn −
1∑

i=0

Wn)j

+ (
n+3∑
i=0

Wn −
2∑

i=0

Wn)k

จัดรูปโดย ทฤษฎีบท 2.3 จะได้ว่า

δ
n∑

i=0

GWi =Wn+2 + (1− r)Wn+1 + tWn + λ

+ (Wn+3 + (1− r)Wn+2 + tWn+1 + λ− δa)i

+ (Wn+4 + (1− r)Wn+3 + tWn+2 + λ− δ(a+ b))j

+ (Wn+4 + (1− r)Wn+3 + tWn+2 + λ− δ(a+ b+ c))k

=(Wn+2 +Wn+3i+Wn+4j +Wn+5k)

+ ((1− r)Wn+1 + (1− r)Wn+2i+ (1− r)Wn+3j

+ (1− r)Wn+4k) + (tWn + tWn+1i+ tWn+2j + tWn+3k)

+ λ+ (λ− δa)i+ (λ− δ(a+ b))j + (λ− δ(a+ b+ c))k

=GWn+2 + (1− r)GWn+1 + tGWn + ω

ดังนั้น
n∑

i=0

GWi =
1

δ
(GWn+2(1− r)GWn+1 + tGWn + ω)
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□

เมื่อกำหนดให้ α = β = 1 แล้วบทแทรกต่อไปนี้เป็นจริง

บทแทรก 3.11 ให้ n ≥ 0 แล้วจะได้ว่า
n∑

i=0

QWi =
1

δ
(QWn+2 + (1− r)QWn+1 + tQWn + ω)

เมื่อ ω = λ+ (λ− δa)i+ (λ− δ(a+ b))j + (λ− δ(a+ b+ c))k และ i, j, k เป็นหน่วย
ควอเทอร์เนียน

ฟังก์ชันก่อกำเนิดสำหรับ (α, β) ควอเทอร์เนียนไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไป

ทฤษฎีบท 3.12 ข้อความต่อไปนี้เป็นจริง
∞∑
n=0

GWix
i =

GW0 + x(GW1 − rGW0) + x2(GW2 − rGW1 − sGW0)

1− rx− sx2 − tx3

บทพิสูจน์ ให้ฟังก์ชันก่อกำเนิดสำหรับ (α, β) ควอเทอร์เนียนไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไปอยู่ในรูป
ของ f(x) =

∞∑
n=0

GWix
i จะได้ว่า

f(x) = GW0 +GW1x+GW2x
2 +GW3x

3 + ...+GWnx
n + ...

นำ f(x) คูณตลอดด้วย rx, sx2, tx3 จะได้ดังนี้

rxf(x) = rGW0x+ rGW1x
2 + rGW2x

3 + ...+ rGWn−1x
n + ...+ rGWnx

n+1 + ...

sx2f(x) = sGW0x
2 + sGW1x

3 + sGW2x
4 + ...+ sGWn−1x

n+1 + ...+ sGWnx
n+1 + ...

tx3f(x) = tGW0x
3 + tGW1x

4 + tGW2x
5 + ...+ tGWn−1x

n+2 + ...+ tGWnx
n+3 + ...

18



โดยทฤษฎีบท 3.2 จะได้ว่า

(1− rx+ sx2 + tx3)f(x) = (GW0 +GW1x+GW2x
2 +GW3x

3 + ...+GWnx
n)

− (rGW0x+ rGW1x
2 + rGW2x

3 + ...+ rGWn−1x
n + rGWnx

n+1 + ...)

− (sGW0x
2 + sGW1x

3 + sGW2x
4 + ...+ sGWn−1x

n+1 + sGWnx
n+2 + ...)

− (tGW0x
3 + tGW1x

4 + tGW2x
5 + ...+ tGWn−1x

n+2 + tGWnx
n+3 + ...)

= GW0 − x(−GW1 − rGW0)− x2(−GW2 + rGW1 + sGW0)

−
∞∑
i=3

(−GWi + (rGWi−1 + sGWi−2 + tGWi−3))x
i

= GW0 − x(−GW1 + rGW0)− x2(−GW2 + rGW1 + sGW0)−
∞∑
i=3

(−GWi +GWi)x
i

= GW0 + x(GW1 − rGW0) + x2(GW2 − rGW1 − sGW0)

ดังนั้น

f(x) =
GW0 + x(GW1 − rGW0) + x2(GW2 − rGW1 − sGW0)

1− rx− sx2 − tx3

□
กำหนดให้ α = β = 1 แล้วบทแทรกต่อไปนี้เป็นจริง

บทแทรก 3.13 ให้ n ≥ 0 แล้วจะได้ว่า
∞∑
n=0

QWix
i =

QW0 + x(QW1 − rQW0) + x2(QW2 − rQW1 − sQW0)

1− rx− sx2 − tx3
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บทที่ 4
สรุปผลการศึกษา

การค้นคว้าอิสระนี้เป็นการศึกษาเรื่องสมบัติบางประการของ (α, β) ควอเทอร์เนียน
ไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไป มีผลสรุปดังนี้ สำหรับ α, β ∈ R

1. (α, β) ควอเทอร์เนียนไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไป นิยามดังนี้

GWn = Wn +Wn+1i+Wn+2j +Wn+3k สำหรับ n ≥ 0

เมื่อ Wn เป็นจำนวนไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไปพจน์ที่ n และ i, j, k เป็นหน่วย (α, β)

ควอเทอร์เนียน ซึ่งมีสมบัติดังนี้
i2 = −α, j2 = −β, k2 = −αβ

ij = k = −ji, jk = −βi = −kj, ki = αj = −ik

2. GWn = r(GWn−1) + s(GWn−2) + t(GWn−3) สำหรับ n ≥ 0

3. สมบัติของสังยุคของ (α, β) ควอเทอร์เนียนไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไป

GWn = Wn −Wn+1i−Wn+2j −Wn+3k สำหรับ n ≥ 0,

GWn +GWn = 2Wn สำหรับ n ≥ 0,

GWn −GWn = 2(Wni+Wn+1j +Wn+3k) สำหรับ n ≥ 0,

(GWn)(GWn) = W 2
n +W 2

n+1α +W 2
n+2β +W 2

n+3αβ สำหรับ n ≥ 0 และ α, β ∈ R

4. NGWn = |W 2
n +W 2

n+1α +W 2
n+2β +W 2

n+3αβ| สำหรับ n ≥ 0

5. สูตรบิเนต์ของจำนวน (α, β) ควอเทอร์เนียนไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไป

GWn =
d1φ

nφ̂

(φ− ψ)(φ− ρ)
+

d2ψ
nψ̂

(ψ − φ)(ψ − ρ)
+

d3ρ
nρ̂

(ρ− φ)(ρ− ψ)
สำหรับ n ≥ 0

เมื่อ d1 = W2 − (ψ + ρ)W1 + (ψρ)W0, d2 = W2 − (φ+ ρ)W1 + (φρ)W0,

d3 = W2 − (φ+ ψ)W1 + (φψ)W0 และ φ̂ = 1+ φi+φ2j +φ3k, ψ̂ = 1+ ψi+

ψ2j + ψ3k, ρ̂ = 1 + ρi+ ρ2j + ρ3k และ i, j, k เป็นหน่วย (α, β) ควอเทอร์เนียน
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6. ผลรวม n+ 1 พจน์แรก ของจำนวน (α, β) ควอเทอร์เนียนไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไป
n∑

i=0

GWi =
1

δ
(GWn+2 + (1− r)GWn+1 + tGWn + ω) สำหรับ n ≥ 0

เมื่อ δ = r + s+ t− 1, λ = (r + s+ t)a+ (r − 1)b− c,

ω = λ+ (λ− δa)i+ (λ− δ(a+ b))j + (λ− δ(a+ b+ c))k และ i, j, k เป็นหน่วย
(α, β) ควอเทอร์เนียน

7. ฟังก์ชันก่อกำเนิดสำหรับ (α, β) ควอเทอร์เนียนไตรโบนัชชีวางนัยทั่วไป
∞∑
n=0

GWix
i =

GW0 + x(GW1 − rGW0) + x2(GW2 − rGW1 − sGW0)

1− rx− sx2 − tx3
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