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เมทริกซ์ก่อกำเนิดของบางลำดับและพหุนามที่นิยามโดย
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บทคัดย่อ

งานค้นคว้าอิสระนี้มีวัตถุประสงค์เพื่อศึกษาการหาเมทริกซ์ก่อกำเนิดของลำดับพาโดแวน (Padovan

sequence) และพหุนามพาโดแวน (Padovan polynomials) ที่มีดัชนีเป็นจำนวนเต็มบวกและจำนวน

เต็มลบ รวมถึงการขยายผลการศึกษาไปยังเมทริกซ์ก่อกำเนิดของบางลำดับและพหุนามที่นิยามโดยความสัมพันธ์

เวียนเกิดอันดับสาม ที่มีดัชนีเป็นจำนวนเต็มบวกและจำนวนเต็มลบ

การศึกษาครั้งนี้เริ่มต้นจากการสำรวจทฤษฎีบท ความรู้พื้นฐานที่เกี่ยวข้องกับลำดับพาโดแวน ลำดับ

เพอร์ริน (Perrin sequence) พหุนามเพอร์ริน (Perrin polynomials) และลำดับที่มีความคล้ายคลึงกับ

ลำดับฟีโบนักชี (Fibonacci numbers) โดยใช้วิธีการทางคณิตศาสตร์ที่เกี่ยวข้องกับฟังก์ชันก่อกำเนิดและ

เมทริกซ์ก่อกำเนิด

จากการศึกษาพบว่าเมทริกซ์ก่อกำเนิดสามารถใช้เป็นเครื่องมือสำคัญในการคำนวณและหาพจน์ที่ n ของ

ลำดับและพหุนามพาโดแวนที่มีดัชนีเป็นจำนวนเต็มบวกและจำนวนเต็มลบนอกจากนี้ยังสามารถนำแนวคิดนี้

ไปขยายผลเพื่อสร้างเมทริกซ์ก่อกำเนิดของบางลำดับและพหุนามอื่น ๆ ที่มีโครงสร้างความสัมพันธ์เวียนเกิด

ลักษณะเดียวกัน ซึ่งจะช่วยให้มีความเข้าใจที่ลึกซึ้งเกี่ยวกับลำดับเหล่านี้และประยุกต์ใช้ในด้านต่าง ๆ ของคณิตศาสตร์

ได้ต่อไป อีกทั้งยังเป็นแนวทางให้กับการศึกษาต่อยอดเกี่ยวกับลำดับที่นิยามโดยความสัมพันธ์เวียนเกิดในอนาคต
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บททีÉ ř 

บทนํา 

 

การคน้ควา้อิสระ เรืÉองเมทริกซ์ก่อกาํเนิดของบางลาํดบัและพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์

เวียนเกิดอนัดบัสาม ในบทแรกนีÊจะกล่าวถึงประเด็นสาํคญัอนัจะนาํมาสู่งานคน้ควา้อิสระ ซึÉง

ประกอบดว้ย ś ประเด็นหลกั ไดแ้ก่ ř) หลกัการ ทฤษฎี เหตุผลหรือสมมติฐาน Ś) วตัถุประสงคข์อง

การศึกษา และ ś) ประโยชน์ทีÉคาดวา่จะไดรั้บจากการศึกษา  

1.1 หลกัการ ทฤษฎี เหตุผลหรือสมมติฐาน 

มีบทความมากมายทีÉศึกษาเกีÉยวกบัจาํนวนฟีโบนกัชี (Fibonacci numbers) และลาํดบัอืÉน ๆ ทีÉ

นิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดไดเ้ผยแพร่ในช่วง śŘ ปีทีÉผา่นมา จาํนวนเพอร์ริน (Perrin numbers) 

และจาํนวนพาโดแวน (Padovan numbers) ก็เป็นบางส่วนในนัÊน 

ตามประวติัศาสตร์ลาํดบัเพอร์ริน (Perrin sequence) ถูกกล่าวถึงโดย Edouard Lucas ในปี 

řŠşŞ และต่อมาในปี řŠšš ลาํดบันีÊถูกนิยามโดย Francois Perrin ลาํดบัเพอร์รินเป็นลาํดบัทีÉนิยามดว้ย

ความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบั ś เขียนแทนดว้ย nPe  ในการศึกษาจาํนวนเพอร์ริน พหุนามเพอร์ริน 

และพหุนามเชิงซอ้นสองตวัแปรเพอร์รินสามารถศึกษาพืÊนฐานในเอกสารอา้งอิง [4] และใน

เอกสารอา้งอิง [7] Li and MacHenry ไดก้ล่าววา่ลาํดบัเพอร์รินเป็น F - representable  

  จากนัÊนลาํดบัเพอร์รินก็ไดรั้บความสนใจจากนกัวิจยัจาํนวนมากในช่วงหลายปีทีÉผา่นมา  

ต่อมาในปี ŚŘŚř ไดม้ีการนาํเสนอฟังกช์นัก่อกาํเนิด (generating function) เมทริกซ์ก่อกาํเนิด 

(generator matrix) และสูตรบิเนต ์(Binet formula) ของพหุนามเพอร์ริน (Perrin polynomials) และ 

พหุนามเชิงซอ้นสองตวัแปรเพอร์ริน (Perrin complex bivariate polynomials) ไวใ้นเอกสารอา้งอิง 

[12] 

ในทาํนองเดียวกนัลาํดบัพาโดแวน (Padovan sequence) เขียนแทนดว้ย nP  เป็นลาํดบัทีÉนิยาม

โดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบั ś ซึÉงลาํดบัพาโดแวนมีความคลา้ยกบัลาํดบัเพอร์รินและมีบท

ประยุกตม์ากมายทีÉคลา้ยกนัแต่ต่างกนัตรงเงืÉอนไขเริÉมตน้  

จากการศึกษาเอกสารอา้งอิง [8] ลาํดบัพาโดแวนไดรั้บการตัÊงชืÉอตามนกัคณิตศาสตร์ชืÉอวา่  

Richard Padovan ผูที้Éอา้งวา่คน้พบลาํดบันีÊมาจากสถาปนิกชาวดตัชที์ÉชืÉอวา่ Hans van der Laan และ

ลาํดบันีÊถูกเขียนในบทความ Dom Hans van der Laan: Modern Primitive ในปี řššŜ ลาํดบัพาโดแวน

ถูกอธิบายโดย Ian Stewart ในคอลมัน์ Mathematical Recreations ของเขาในวารสาร Scientific 
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American ในเดือนมิถุนายน ปี řššŞ นอกจากนีÊ เขายงัเขียนเกีÉยวกบัลาํดบันีÊ ในหนงัสือ Math Hysteria: 

Fun Games With Mathematics ของเขาอีกดว้ย การศึกษาลาํดบัพาโดแวนสามารถศึกษาพืÊนฐานไดใ้น

เอกสารอา้งอิง [11]  

ในงานคน้ควา้อิสระนีÊผูวิ้จยัจึงสนใจทีÉจะศึกษาเมทริกซ์ก่อกาํเนิด (generator matrix) ของ

ลาํดบัพาโดแวน (Padovan sequence) พหุนามพาโดแวน (Padovan polynomials) ทีÉมีดชันีเป็นจาํนวน

เต็มบวกและจาํนวนเต็มลบ และขยายการศึกษาไปยงัเมทริกซ์ก่อกาํเนิดของบางลาํดบัและพหุนามทีÉ

นิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสาม ทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็บวกและจาํนวนเต็มลบ 

1.2 วัตถุประสงค์ของการศึกษา 

ř.Ś.ř เพืÉอหาเมทริกซ์ก่อกาํเนิดของลาํดบัพาโดแวนและเมทริกซ์ก่อกาํเนิดของพหุนาม 

พาโดแวนทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็บวกและจาํนวนเตม็ลบ 

ř.Ś.Ś เพืÉอหาเมทริกซ์ก่อกาํเนิดของบางลาํดบัและพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิด 

อนัดบัสามทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็บวกและจาํนวนเตม็ลบ  

1.3 ประโยชน์ทีÉคาดว่าจะได้รับจากการศึกษา 

ř.ś.ř ไดเ้มทริกซ์ก่อกาํเนิดทีÉเป็นตวัแทนความสัมพนัธ์เวียนเกิดของลาํดบัพาโดแวนและพหุ

นามพาโดแวนทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเต็มบวกและจาํนวนเต็มลบ 

ř.ś.Ś ไดเ้มทริกซ์ก่อกาํเนิดของบางลาํดบัและพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิด

อนัดบัสามทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็บวกและจาํนวนเตม็ลบ 

ř.ś.ś ไดพ้จน์ทีÉ n  ของบางลาํดบัและพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสามทีÉ

มีดชันีเป็นจาํนวนเตม็บวกและจาํนวนเตม็ลบโดยใชเ้มทริกซ์ก่อกาํเนิด 
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บททีÉ 2 

ความรู้พืÊนฐาน 

 

การพสูิจน์โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (Principle of Mathematical Induction) 

การพิสูจน์โดยวธีิอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ เป็นวิธีการพิสูจน์ขอ้ความต่าง ๆ ทีÉเกีÉยวขอ้งกบั

จาํนวนเตม็บวก  

ทฤษฎีบท 2.1 [2]   ให้  P n  แทนขอ้ความทีÉเกีÉยวขอ้งกบัจาํนวนเต็มบวก n  ถา้  

1)  1P  เป็นจริง 

  และ 2) ถา้  P k  เป็นจริงแลว้  1P k   เป็นจริง  

        สําหรับจาํนวนเต็มบวก k ใด ๆ  

จะไดว้่า   P n เป็นจริงสําหรับทุกจาํนวนเต็มบวก  n  

 

ตัวอย่าง 2.2 [2]   จงพิสูจน์ว่า 
 1

1 2 3
2

n n
n


       สาํหรับจาํนวนนบั n  

พิสูจน์ ให ้  P n  แทน 
 1

1 2 3
2

n n
n


      

เราจะตอ้งพิสูจน์วา่  P n  เป็นจริงสาํหรับทุก n  

1)   1P   เป็นจริง  เพราะวา่ 
1(1 1)1

2


  

2) ถา้ยอมรับ  P k   เป็นจริง แลว้จะตอ้งแสดงวา่  1P k   เป็นจริง 

 สมมติวา่  P k เป็นจริง  นัÉนคือ  
 1

1 2 3
2

k k
k


      

 ดงันัÊน จากสมบติัการเท่ากนัของการบวก นาํ 1k   บวกเขา้ทัÊงสองขา้ง 

จะไดว้่า  
 1

1 2 3 ( 1) ( 1)
2

k k
k k k


          

   1 1 1
2

k k      
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นัÉนคือ  1P k   เป็นจริง 

 ดงันัÊน  
 1

1 2 3
2

n n
n


       สาํหรับทุก  n  

 

บทนิยาม Ś.ś [1]  ให ้   0n na 


เป็นลาํดบัของจาํนวนจริง ความสัมพนัธ์เวียนเกิด (recurrence relation) 

อนัดบั k  ของลาํดบั   0n na 


 คือสมการทีÉอยูใ่นรูป 

 1 2, ,..., , ,n n n n ka f a a a n         n k  

โดย  1: kf     

 เงืÉอนไขเริÉมตน้ (initial conditions) คือค่าของ 0 1, ,..., na a a  ซึÉงถูกกาํหนดไว ้เป็นจาํนวนพจน์

จาํกดั โดยทัÉวไปนิยมกาํหนดพจน์ทีÉ 0  ถึง 1k  

 

บทนิยาม Ś.Ŝ [1] ลาํดบัฟีโบนกัชี (Fibonacci sequence) เป็นลาํดบัทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิด 

ดงันีÊ  

1 2 ,n n nF F F              3n  

และเงืÉอนไขเริÉมตน้คือ 1 21, 2F F   

จะไดว้า่ลาํดบัฟีโบนกัชีเป็นความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบั Ś 

ดงันัÊน ลาํดบัฟีโบนกัชี nF  คือ 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,...  

 

บทนิยาม Ś.ŝ [5]  กาํหนดให ้ 2
0 1 2( ) ... n

nP x a a x a x a x      เมืÉอ 0 1 2, , ,..., na a a a เป็นค่าคงทีÉ

และ n เป็นจาํนวนเตม็บวก  

เรียก ( )P x  วา่ พหุนามใน x  ดีกรี n  เรียก 0 1 2, , ,..., na a a a  วา่ สัมประสิทธิÍ  และ เรียก j
ja x  เมืÉอ 

0,1,2,...,j n  วา่ พจน์ทีÉ 1j  ของพหุนาม 

 

ตัวอย่าง Ś.Ş   2( ) 2P x x x     เป็นพหุนามใน x  ดีกรี 2  

ตัวอย่าง Ś.ş   3 2( ) 3 1P x x x     เป็นพหุนามใน x  ดีกรี 3  

 

บทนิยาม Ś.Š [7] พหุนามฟีโบนกัชี (Fibonacci polynomails) เป็นลาํดบัทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียน

เกิด ดงันีÊ  

1 2( ) ( ) ( ) ,n n nF x xF x F x              3n  

และเงืÉอนไขเริÉมตน้คือ 1 2( ) 1, ( )F x F x x   
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จะไดว้า่ลาํดบัพหุนามฟีโบนกัชีเป็นความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบั Ś 

ดงันัÊน จะไดว้า่ลาํดบัพหุนามฟีโบนกัชี nf  คือ 

2 3 4 2 5 31, , 1, 2 , 3 1, 3 3 ,...x x x x x x x x x       

 

บทนิยาม Ś.š [1]  ให ้ 1 2, , ,..., rr c c c    โดยทีÉ 0rc   และ :f    เป็นฟังกช์นั 

เรียกความสัมพนัธ์เวียนเกิดในรูป 

1 1 2 2 ... ( )n n n r n ra c a c a c a f n        

วา่ สมการเวียนเกดิเชิงเส้น (linear recurrence equation) อนัดบั r  ทีÉมีสัมประสิทธิÍ เป็นค่าคงตวั 

เรียกลาํดบัซึÉงสอดคลอ้งกบัความสัมพนัธ์เวียนเกิดทีÉพิจารณาวา่ ผลเฉลย(solution)ของความสัมพนัธ์

เวียนเกิด 

 ในกรณีทีÉ ( ) 0f n   เราจะกล่าววา่สมการนีÊ เป็น สมการเอกพนัธุ์  (homogeneous equation) และ 

กรณีทีÉ ( ) 0f n   เราจะกล่าววา่สมการนีÊ เป็น สมการไม่เอกพนัธุ์  (non-homogeneous equation) 

 

ตัวอย่าง 2.10     12n nb b     เป็นสมการเวียนเกิดเชิงเส้นอนัดบั ř 

ตัวอย่าง 2.11     1 2n n nf f f      เป็นสมการเวียนเกิดเชิงเส้นอนัดบั 2 

ตัวอย่าง 2.12    1 32n n na a a    เป็นสมการเวียนเกิดเชิงเส้นอนัดบั 3 

ตัวอย่าง 2.13    43n nx x    เป็นสมการเวียนเกิดเชิงเส้นอนัดบั 4 

 

เมทริกซ์ก่อกาํเนิดของรหัสเชิงเส้น 

บทนิยาม Ś.řŜ [8] ในทฤษฎีรหัส เมทริกซ์ก่อกาํเนิดคือ เมทริกซ์ทีÉมีแถวเป็นฐานสําหรับโคด้เชิงเส้น  

The codewords เป็นผลรวมเชิงเส้นทัÊงหมดของแถวของเมทริกซ์นีÊ  นัÉนคือโคด้เชิงเส้นคือปริภูมิแถว

ของเมทริกซ์ก่อกาํเนิด 

 

บทนิยาม Ś.řŝ [3] ถา้ 1 2, ,..., kg g g  เป็นฐานหลกัของรหัส c  ซึÉงมีความยาว n  และมีมิติ k   

จะเรียกเมทริกซ์ 

1

1

k

g
g

G

g

 
 
 
   
 
   


 

วา่เมทริกซ์ก่อกาํเนิด (generator matrix) ของรหสั c  หรือ กล่าววา่รหสั c  ก่อเนิดโดยเมทริกซ์ G  
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ตัวอย่าง Ś.řŞ [3]  2 000, 011, 101, 110C   มีฐานหลกัทัÊงหมด ś ชุด คือ 

   011, 110 , 011, 101 และ  110, 101  

ดงันัÊน เมทริกซก่์อกาํเนิดของรหัส 2C  ทีÉเกิดจากฐานหลกัเหล่านีÊ  คือ เมทริกซ์ 

0 1 1 0 1 1
,

1 1 0 1 0 1
   
   
      

และ 
1 1 0
1 0 1
 
 
  

 ตามลาํดบั 

 

บทนิยาม Ś.řş [14]  ลาํดับเพอร์ริน (Perrin sequence) นิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิด ดงันีÊ  

-2 -3 n n nPe Pe Pe  สาํหรับจาํนวนเตม็  3n  

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้  0 13, 0Pe Pe  และ 2 2Pe   

ดงันัÊน จะไดว้า่ลาํดบัเพอร์ริน nPe  คือ 3,0,2,3, 2,5,5,7,10,12,17, 22, 29,39,...  

เราจะเรียกแต่ละพจน์ของลาํดบัเพอร์ริน วา่ จํานวนเพอร์ริน (Perrin number) 

 

บทนิยาม Ś.18 [14] พหุนามเพอร์ริน (Perrin polynomials) ( )np x  นิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิด 

ดงันีÊ   
2

-2 -3( ) ( ) ( ) ,n n np x x p x p x  สาํหรับจาํนวนเตม็ 3,n  

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้  1 2 3( ) 0, ( ) 2 , ( ) 3p x p x p x    และ (1)n np Pe เป็นพจน์ทีÉ n  ใน 

ลาํดบัเพอร์ริน  

จากความสัมพนัธ์เวียนเกิดขา้งตน้จะไดล้าํดบัของพหุนามเพอร์รินแสดงในตารางทีÉ ř ดงัต่อไปนีÊ  

 

ตารางทีÉ ř n  พจน์แรกของลาํดบัของพหุนามเพอร์ริน  

n  ( )np x  

1 0 

2 2 

3 3 

4 22x  

5 22 3x  

6 43 2x  

7 2 44 3x x  
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ทฤษฎีบท Ś.řš [14]  เมทริกซ์ก่อกาํเนิด (generator matrix) ของพหุนามเพอร์ริน (Perrin 

polynomials) สําหรับ 1n  และ n  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

                           2
3 2 1

0 1 0
3 2 0 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0

n

n
n n nvQ x p x p x p x  

 
 
       
 
  

                               

โดยทีÉ v  แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ Q  แทนเมทริกซ์ก่อกาํเนิด 

 

ตัวอย่าง Ś.ŚŘ  จงหาพจน์ทีÉ 5  ของลาํดบัพหุนามเพอร์ริน 5 ( )p x   

วิธีทํา  เนืÉองจาก      2
3 2 1

0 1 0
3 2 0 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0

n

n
n n nvQ x p x p x p x  

 
 
       
 
  

 

         แทนค่า  2n   จะไดว้า่        

                          

2

2 2
2 3 2 2 2 1

0 1 0
3 2 0 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0
  

 
 
       
 
  

vQ x p x p x p x  

                                    

2

2
5 4 3

0 1 0
3 2 0 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0

 
 
   
 
  

x p x p x p x  

                                     2 2
5 4 3

0 1 0 0 1 0
3 2 0 0 1 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0 1 0 0

   
   
       
   
      

x x p x p x p x     

                                     2 2
5 4 3

0 1 0
2 3 2 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0

 
 
       
 
  

x x p x p x p x  

                                     2 2
5 4 33 2 2 3 ( ) ( ) ( )     x x p x p x p x  

         ดงันัÊน      2
5 ( ) 3 2 p x x                                                                                                      
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บทนิยาม Ś.Śř [14]  พหุนามเชิงซ้อนสองตัวแปรเพอร์ริน (Perrin complex bivariate polynomials) 

( , )np x y  สาํหรับจาํนวนเตม็ 3n   นิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิด ดงันีÊ   

     2 2
2 3, , ,n n np x y ix p x y y p x y    

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้       0 1 2, 3, , 0, , 2p x y p x y p x y    และ 2 1i    

จากความสัมพนัธ์เวียนเกิดขา้งตน้จะไดล้าํดบัของพหุนามเชิงซอ้นสองตวัแปรเพอร์รินแสดงในตาราง

ทีÉ Ś ดงัต่อไปนีÊ  

 

ตารางทีÉ 2 n  พจน์แรกของลาํดบัของพหุนามเชิงซ้อนสองตวัแปรเพอร์ริน   

n  ( , )np x y  

0  3  

1  0  

2  2  

3  23y  

4  
22 x i  

5  2 2 22 3y x y i  

6  4 42 3x y   

    

 

ทฤษฎีบท Ś.ŚŚ [14]  เมทริกซ์ก่อกาํเนิด (generator matrix) ของพหุนามเชิงซอ้นสองตวัแปร 

เพอร์ริน (Perrin complex bivariate polynomials) สําหรับ 1n  และ n  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

                           2
2 1

2

0 1 0
2 0 3 0 1 ( , ) ( , ) ( , )

0 0
 

 
 
       
 
  

n

n
c n n nuQ ix p x y p x y p x y

y
                               

โดยทีÉ u  แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ cQ  แทนเมทริกซก่์อกาํเนิดเชิงซอ้น 

 

ตัวอย่าง Ś.Śś  จงหาพจน์ทีÉ 4  ของลาํดบัพหุนามเชิงซ้อนสองตวัแปรเพอร์ริน 4 ( , )p x y  

วิธีทํา  เนืÉองจาก      2
2 1

2

0 1 0
2 0 3 0 1 ( , ) ( , ) ( , )

0 0
 

 
 
       
 
  

n

n
c n n nuQ ix p x y p x y p x y

y
 



9 

 

         แทนค่า  2n   จะไดว้า่        

                          

2

2 2
2 2 2 1 2

2

0 1 0
2 0 3 0 1 ( , ) ( , ) ( , )

0 0
 

 
 
       
 
  

cuQ ix p x y p x y p x y
y

 

                                      

2

2
4 3 2

2

0 1 0
2 0 3 0 1 ( , ) ( , ) ( , )

0 0

 
 
   
 
  

ix p x y p x y p x y
y

 

                                       2 2
4 3 2

2 2

0 1 0 0 1 0
2 0 3 0 1 0 1 ( , ) ( , ) ( , )

0 0 0 0

   
   
       
   
      

ix ix p x y p x y p x y
y y

    

                                     2 2
4 3 2

2

0 1 0
3 2 0 0 1 ( , ) ( , ) ( , )

0 0

 
 
       
 
  

y ix p x y p x y p x y
y

 

                                     2 2
4 3 22 3 2 ( , ) ( , ) ( , )    ix y p x y p x y p x y  

         ดงันัÊน      2
4 ( , ) 2p x y ix                                                                                                        

 

 

พหุนามเชิงซ้อนสองตัวแปรเพอร์ริน (Perrin’s complex bivariate polynomials) ทีÉมีดัชนีเป็น

จํานวนเต็มทีÉไม่เป็นบวก 

 จากบทนิยามทีÉ Ś.Śř จะไดล้าํดบัของพหุนามเชิงซอ้นสองตวัแปรเพอร์รินทีÉมีดชันีเป็นจาํนวน

เต็มทีÉไม่เป็นบวก แสดงในตารางทีÉ ś ดงัต่อไปนีÊ  
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ตารางทีÉ ś n  พจน์แรกของลาํดบัของพหุนามเชิงซ้อนสองตวัแปรเพอร์ริน 

n  ( , )np x y  

    

6  
4 6 10 12 8

8 12

6 12 2 3 3x x i x i x y
y y

    
  

5  
2 4 8 10

6 10

4 9 2 3x i x x x i
y y

  
  

4  
2 6 8

4 8

2 6 2 3x i x i x
y y
 

  

3  
4 6

2 6

3 2 3x x i
y y

 
  

2  
2 4

4

2 3ix x
y

   

1  
2

2

2 3x i
y
  

0  3  

 

ทฤษฎีบท Ś.ŚŜ [14] เมทริกซ์ก่อกาํเนิด (generator matrix) ของลาํดบัพหุนามเชิงซอ้นสองตวัแปร 

เพอร์ริน (Perrin complex bivariate polynomials) สําหรับดชันีเป็นจาํนวนเตม็ทีÉไม่เป็นบวก  

โดยทีÉ 0n  และ n  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

                           2
2 1

2

0 1 0
2 0 3 0 1 ( ) ( ) ( )

0 0

n

n
c n n nuQ ix p x p x p x

y




    

 
 
       
 
  

                               

โดยทีÉ u  แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ 1
cQ
  แทนตวัผกผนั (inverse) ของเมทริกซ์ก่อกาํเนิด

เชิงซอ้น cQ  

 

ตัวอย่าง Ś.Śŝ  จงหาพจน์ทีÉ 3  ของลาํดบัพหุนามเชิงซ้อนสองตวัแปรเพอร์ริน 3( , )p x y  

วิธีทํา  เนืÉองจาก    

  2
2 1

2

0 1 0
2 0 3 0 1 ( , ) ( , ) ( , )

0 0

n

n
c n n nuQ ix p x y p x y p x y

y




    

 
 
       
 
  

 

         



11 

 

แทนค่า  3n   จะไดว้า่   

                

3

3 2
3 2 3 1 3

2

0 1 0
2 0 3 0 1 ( , ) ( , ) ( , )

0 0
cuQ ix p x y p x y p x y

y




    

 
 
       
 
  

 

หรือ     
2

2

2

3
1

31
3 2 3 1 3

0 0

2 0 3 1 0 0 ( , ) ( , ) ( , )

0 1

y

c

ix
y

u Q p x y p x y p x y
    

 
 
        
   

 

                              
2

2

2

3
1

1 2 3

0 0

2 0 3 1 0 0 ( , ) ( , ) ( , )

0 1

y

ix
y

p x y p x y p x y  

 
 
 

  
 
   

                                                                    

    
2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 1 1

1 2 3

0 0 0 0 0 0

2 0 3 1 0 0 1 0 0 1 0 0 ( , ) ( , ) ( , )

0 1 0 1 0 1
  

     
     
     

      
     
                 

y y y

ix ix ix
y y y

p x y p x y p x y     

 
2 2

2

2 2

2 2

2 2

1 1

32
1 2 3

0 0 0 0

0 3 1 0 0 1 0 0 ( , ) ( , ) ( , )

0 1 0 1
  

   
   
               
          

y y

ix
y y

ix ix
y y

p x y p x y p x y      

   
2

2 2 2

2 2 2 2 2

2

2

1

3 32 2
1 2 3

0 0

3 1 0 0 ( , ) ( , ) ( , )

0 1

y

ix ix ix
y y y y y

ix
y

p x y p x y p x y  

 
 
           
   

                

 
2

2 2 2 4

2 2 4 4

2

2

1

3 2 32
1 2 3

0 0

3 1 0 0 ( , ) ( , ) ( , )

0 1


  

 
 
          
   

y

ix ix i x
y y y y

ix
y

p x y p x y p x y                     

 
2

2 2 2 4

2 2 4 4

2

2

1

3 2 32
1 2 3

0 0

3 1 0 0 ( , ) ( , ) ( , )

0 1


  

 
 
          
   

y

ix ix i x
y y y y

ix
y

p x y p x y p x y  

 
2

2 2 4

2 4

2

2

1

2 3 2 3
1 2 3

0 0

3 1 0 0 ( , ) ( , ) ( , )

0 1

  
  

 
 
        
   

y

ix ix x
y y

ix
y

p x y p x y p x y  
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   2 2 4 2 2 4

2 4 2 2 4
2 3 2 3 3 2 3

1 2 3( , ) ( , ) ( , )   
  

      
ix ix x ix ix x

y y y y y
p x y p x y p x y

 2 4 62 2 4

2 4 2 6
2 32 3 2 3 3

1 2 3( , ) ( , ) ( , ) 
  

      
i x ixix ix x

y y y y
p x y p x y p x y     

 4 62 2 4

2 4 2 6
2 32 3 2 3 3

1 2 3( , ) ( , ) ( , )x ixix ix x
y y y y

p x y p x y p x y  
  

      
 

ดงันัÊน      
4 6

3 2 6
2 33( , ) x ixp x y

y y
              

 

บทนิยาม Ś.Ś6 [4] การดําเนินการเบืÊองต้นแบบแถว (elementary row operation) คือ การกระทาํกบั

สมาชิกในแถวของเมทริกซ์ซึÉงสามารถทาํไดแ้บบใดแบบหนึÉง ดงัต่อไปนีÊ  โดยทีÉ ir แทน แถวทีÉ i  ของ 

เมทริกซ์ทีÉเกิดจากการใชก้ารดาํเนินการเบืÊองตน้แบบแถว และ ir  แทน แถวทีÉ i  ของเมทริกซ์ก่อน

หนา้  

1. สลบัแถว Ś แถวใด ๆ ( i jr r  และ ) j ir r  

2. คูณแถวหนึÉงแถวใดดว้ยค่าคงทีÉทีÉไม่เป็นศูนย ์ ( )i ir kr  

3. แทนแถวหนึÉงแถวใดดว้ยผลบวกระหวา่งแถวนัÊน กบัผลคูณของค่าคงทีÉทีÉไม่เป็นศูนยก์บัแถว

อืÉน ( ) i j ir kr r  

จะเรียกเมทริกซ์ A  วา่สมมูลแบบแถวกบั B  (เขียนแทนดว้ย A B ) 

ก็ต่อเมืÉอ B  เกิดจากการใชก้ารดาํเนินการเบืÊองตน้แบบแถวของ A เป็นจาํนวนครัÊ งจาํกดั 

ตัวอย่าง Ś.27 [4]  ให ้

2 1 1
1 2 0
4 3 1

  
 
   
  

A เมทริกซ์ทีÉเกิดจากการใชก้ารดาํเนินการเบืÊองตน้กบั

แถวของ A  ต่อไปนีÊตามลาํดบั 

1. 1 2r r  และ 2 1 r r  

2. 2 1 22  r r r  

3. 3 1 34   r r r  

เป็นดงันีÊ   
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2 1 1 1 2 0
1 2 0 2 1 1
4 3 1 4 3 1

1 2 0
0 5 1
4 3 1

1 2 0
0 5 1
0 5 1

    
   
        
   
   

 
 
  
  
 
 
  
  







A

 

 

บทนิยาม 2.28 [4]  จะเรียกเมทริกซ์ ij n n
A a


      วา่ เมทริกซ์ไม่เอกฐาน (non-singular matrix) เมืÉอ  

มีเมทริกซ์ ij n n
B b


      ทีÉซึÉ ง 

nAB I BA   

    เรียกเมทริกซ์ B  ทีÉมีสมบติัดงักล่าววา่ ตัวผกผัน (inverse) ของ A  

    ถา้ A  ไม่มีตวัผกผนัแลว้จะเรียก A  วา่ เมทริกซ์เอกฐาน (singular matrix) 

ทฤษฎีบท 2.29 [4]  ให ้ A  เป็นเมทริกซ์มิติ n n  แลว้ขอ้ความต่อไปนีÊสมมูลกนั 

 1. A  เป็นเมทริกซ์ไม่เอกฐาน Ś. ระบบสมการเชิงเส้น 0AX   มีผลเฉลยเพียงชุดเดียว 

 3. nA I  

 

จาก ทฤษฎีบท 2.29 จะสามารถหาตวัผกผนัของเมทริกซ์ไดต้ามทฤษฎีบทต่อไปนีÊ  

ทฤษฎีบท 2.30 [4]  ให ้ A  เป็นเมทริกซ์มิติ n n  ทีÉมีลาํดบัของการดาํเนินการเบืÊองตน้เปลีÉยน A   

ใหอ้ยู่ในรูป nI แลว้ 1A  จะเป็นเมทริกซ์ทีÉไดจ้ากการใชก้ารดาํเนินการเบืÊองตน้ในลาํดบัเดิมกระทาํ

กบั nI  

จากทฤษฎีบท 2.30 จะสรุปขัÊนตอนในการหาตวัผกผนัของ A  ไดด้งันีÊ  

 ř. เขียนเมทริกซ์ nA I 
   

 2. B  จะเป็นเมทริกซ์ผกผนัของ A  ก็ต่อเมืÉอ สามารถใชก้ารดาํเนินการเบืÊองตน้แบบแถวทาํให ้        

       n nA I I B   
     

1 2
 r r  

2 1
 r r  

2 1 22  r r r  

3 1 34   r r r  
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ตัวอย่าง 2.31 [4] ให ้

1 2 3
2 5 3
1 0 8

A
 
 
   
  

จงตรวจสอบวา่ A  มีตวัผกผนัหรือไม่โดยทาํตามขัÊนตอน

ดงันีÊ  

               3

1 2 3 1 0 0
2 5 3 0 1 0
1 0 8 0 0 1

A I
 
 
     
  

  

เมืÉอใชก้ารดาํเนินการเบืÊองตน้แบบแถวกบั A  จะได ้

               3

1 0 0 40 16 9
0 1 0 13 5 3
0 0 1 5 2 1

A I
 
 
       
   

  

จะเห็นว่า 3A I  ดงันัÊน A  หาตวัผกผนัได ้และจะไดว้า่ 1

40 16 9
13 5 3
5 2 1

A
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บททีÉ 3 

ผลการศึกษา 

 

ในบทนีÊจะนาํเสนอผลการศึกษาประกอบดว้ย ř) เมทริกซ์ก่อกาํเนิดของลาํดบัพาโดแวนและ

เมทริกซ์ก่อกาํเนิดของพหุนามพาโดแวนทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็บวกและจาํนวนเตม็ลบ 2) เมทริกซ์

ก่อกาํเนิดของบางลาํดบัและพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสามทีÉมีดชันีเป็นจาํนวน

เต็มบวกและจาํนวนเต็มลบ  

3.1 ผลการศึกษาลาํดับพาโดแวน (Padovan sequence) 

ś.ř.ř ผลการศึกษาลาํดับพาโดแวน (Padovan sequence) ทีÉมีดัชนีเป็นจํานวนเต็มบวก 

บทนิยาม ś.ř.ř.ř [15]  ลาํดับพาโดแวน (Padovan sequence) สาํหรับจาํนวนเต็ม  3n   

นิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิด ดงันีÊ  

 2 3  n n nP P P   

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้  0 1 2 1  P P P  

ดงันัÊน จะไดว้า่ลาํดบัพาโดแวน  nP  คือ 1,  1,  1,  2,  2,  3,  4,  5,  7,  9,  ...  

จากความสัมพนัธ์เวียนเกิดขา้งตน้จะไดล้าํดบัพาโดแวน แสดงในตารางทีÉ 4 ดงัต่อไปนีÊ   

ตารางทีÉ 4 n  พจน์แรกของลาํดบัพาโดแวน 

n  nP  

0 1 

1 1 

2 1 

3 2 

4 2 

5 3 

6 4 
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ทฤษฎบีท ś.ř.ř.Ś เมทริกซ์ก่อกาํเนิด (The generator matrix) ของลาํดบัพาโดแวน (Padovan 

sequence) สําหรับ 1n   และ n  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

   2 1

0 1 0
1 1 1 1 0 1

1 0 0

n

n
n n nsQ P P P 

 
   
  

 

โดยทีÉ s แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ Q  แทนเมทริกซ์ก่อกาํเนิด 

พิสูจน์   โดยหลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ให ้ 1n   และ n   

กาํหนด  P n  แทนขอ้ความ    2 1

0 1 0
1 1 1 1 0 1

1 0 0

n

n
n n nsQ P P P 

 
   
  

                   (1) 

 ř) สําหรับ 1n   จะไดว้า่  

       1P  คือ      1
3 2 1

0 1 0
1 1 1 1 0 1 2 1 1

1 0 0
sQ P P P

 
    
  

            เป็นจริง  

 Ś) ให ้ ,n k k   สมมติ  P k  เป็นจริง นัÉนคือ 

                              2 1

0 1 0
1 1 1 1 0 1

1 0 0

k

k
k k ksQ P P P 

 
   
  

  

ต่อไปจะแสดงวา่  1P k   เป็นจริง ให้ 1,n k k   จะไดว้า่  

                            

1

1

0 1 0
1 1 1 1 0 1

1 0 0

k

ksQ





 
   
  

  

                                     
0 1 0 0 1 0

1 1 1 1 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 0

k
   
       
      

  

                                     2 1

0 1 0
1 0 1
1 0 0

k k kP P P 

 
   
  

  

                                     1 2 1k k k kP P P P     

                                     3 2 1k k kP P P     

นัÉนคือ  1P k   เป็นจริง 
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ดงันัÊน (ř)  เป็นจริงสาํหรับทุก k          

ตัวอย่าง ś.ř.ř.ś  จงหาพจน์ทีÉ 4  ของลาํดบัพาโดแวน 4P   

วิธีทํา  เนืÉองจาก      2 1

0 1 0
1 1 1 1 0 1

1 0 0

n

n
n n nsQ P P P 

 
   
  

  

         แทนค่า 2n   จะไดว้า่ 

                          

2

2
2 2 2 1 2

0 1 0
1 1 1 1 0 1

1 0 0
sQ P P P 

 
   
  

 

                                  4 3 2

0 1 0 0 1 0
1 1 1 1 0 1 1 0 1

1 0 0 1 0 0
P P P

   
       
      

 

                                  4 3 2

1 0 1
1 1 1 1 1 0

0 1 0
P P P

 
   
  

 

                                  4 3 22 2 1 P P P    

ดงันัÊน  4 2P              

ś.ř.Ś ผลการศึกษาลาํดับพาโดแวน (Padovan sequence) ทีÉมีดัชนีเป็นจํานวนเต็มลบ 

 

บทนิยาม ś.ř.Ś.ř [12]  ลาํดับพาโดแวน (Padovan sequence) mP  สาํหรับจาํนวนเต็ม  0m   

นิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิด ดงันีÊ  

3 1  m m mP P P  

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้  0 1 2 1  P P P  

ดงันัÊน จะไดว้า่ลาํดบัพาโดแวน  mP  คือ ... , 1, 1, 0, 0, 1, 0,1  

จากความสัมพนัธ์เวียนเกิดขา้งตน้จะไดล้าํดบัพาโดแวนทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็ลบ แสดงในตารางทีÉ ŝ 

ดงัต่อไปนีÊ  

 

 

 

 



18 

 

ตารางทีÉ ŝ m  พจน์แรกของลาํดบัพาโดแวนทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็ลบ 

m  mP  

    

6  1  

5  1  

4  0  

3  0  

2  1  

1  0  

0  1  

 

ทฤษฎบีท ś.ř.Ś.Ś เมทริกซ์ก่อกาํเนิด (generator matrix) ของลาํดบัพาโดแวน (Padovan sequence)  

ทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็ลบ โดยทีÉ 0m   และ n  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

   2 1

0 1 0
1 1 1 1 0 1

1 0 0

m

m
m m msQ P P P




    

 
   
  

 

โดยทีÉ s  แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ 1Q  แทนตวัผกผนั (inverse) ของเมทริกซ ์

ก่อกาํเนิด Q  

พิสูจน์  จาก 

0 1 0
1 0 1
1 0 0

Q
 
   
  

  จะตรวจสอบว่า Q  มีตวัผกผนัหรือไม่ โดยทาํตามขัÊนตอนดงันีÊ  

          3

0 1 0 1 0 0
| 1 0 1 0 1 0

1 0 0 0 0 1
Q I

 
 
 
  

  

           3

1 0 1 0 1 0
| 0 1 0 1 0 0

1 0 0 0 0 1
Q I

 
 
 
  

  

           3

1 0 0 0 0 1
| 0 1 0 1 0 0

1 0 1 0 1 0
Q I

 
 
 
  

  

1 2r r   

2 1r r   

1 3r r   

3 1r r   
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          3

1 0 0 0 0 1
| 0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 1 1
Q I

 
 
 
  

   

จะไดว้า่ 3 3Q I  ดงันัÊน Q  หาตวัผกผนัได ้และจะไดว้า่ 1

0 0 1
1 0 0
0 1 1

Q

 
   
  

  

โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ ให ้ 1m   และ m  

กาํหนด  P m  แทนขอ้ความ    2 1

0 1 0
1 1 1 1 0 1

1 0 0

m

m
m m msQ P P P




    

 
   
  

     (2) 

ř) สําหรับ 1m   จะไดว้า่ 

    1P  คือ  

1

1

0 1 0
1 1 1 1 0 1

1 0 0
sQ





 
   
  

        

                                               1 0 1

0 0 1
1 1 1 1 0 0 1 1 0

0 1 1
P P P

 
    
  

      เป็นจริง  

Ś) ให ้ ,m k k   สมมติ  P k  เป็นจริง นัÉนคือ 

                  2 1

0 1 0
1 1 1 1 0 1

1 0 0

k

k
k k ksQ P P P




    

 
   
  

  

ต่อไปจะแสดงวา่  1P k   เป็นจริง ให้ 1,m k k   จะไดว้า่  

                            

( 1)

( 1)

0 1 0
1 1 1 1 0 1

1 0 0

k

ksQ

 

 

 
   
  

  

                                           

10 1 0 0 1 0
1 1 1 1 0 1 1 0 1

1 0 0 1 0 0

k 
   
       
      

  

                                           2 1

0 0 1
1 0 0
0 1 1

k k kP P P    

 
   
  

  

3 1 3r r r    
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                                           1 2k k k kP P P P        

                                           1 1k k kP P P       

นัÉนคือ  1P k   เป็นจริง 

ดงันัÊน (Ś)  เป็นจริงสาํหรับทุก k          

ตัวอย่าง ś.ř.Ś.ś  จงหาพจน์ทีÉ 3  ของลาํดบัพาโดแวน 3P   

วิธีทํา  เนืÉองจาก      2 1

0 1 0
1 1 1 1 0 1

1 0 0

m

m
m m msQ P P P




    

 
   
  

  

           แทนค่า 3m   จะไดว้า่ 

                    

3

3
3 2 3 1 3

0 1 0
1 1 1 1 0 1

1 0 0
sQ P P P




    

 
   
  

 

 หรือ       

3

31
3 2 3 1 3

0 0 1
1 1 1 1 0 0

0 1 1
s Q P P P

    

 
   
  

 

                            

3

1 2 3

0 0 1
1 1 1 1 0 0

0 1 1
P P P  

 
   
  

 

                            1 2 3

0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1 0 1 1
P P P  

     
           
            

 

                            1 2 3

0 0 1 0 0 1
1 1 0 1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1
P P P  

   
       
       

 

                            1 2 3

0 0 1
1 0 1 1 0 0

0 1 1
P P P  

 
   
  

 

                            1 2 30 1 0 P P P      

ดงันัÊน  3 0P              
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3.2 ผลการศึกษาพหุนามพาโดแวน (Padovan polynomials) 

      ś.Ś.ř ผลการศึกษาพหุนามพาโดแวน (Padovan polynomials) ทีÉมีดัชนีเป็นจํานวนเต็มบวก 

 

บทนิยาม ś.Ś.ř.ř [11] พหุนามพาโดแวน (Padovan polynomials) ( )nP x  นิยามโดย   ความสัมพนัธ์

เวียนเกิด ดงันีÊ   

-2 -3( ) ( ) ( ), n n nP x xP x P x สาํหรับจาํนวนเตม็ 4,n  

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้  1 2 3( ) 1, ( ) 0, ( )  P x P x P x x  และ (1)n nP P เป็นพจน์ทีÉ n  ใน 

ลาํดบัพาโดแวน  

จากความสัมพนัธ์เวียนเกิดขา้งตน้จะไดล้าํดบัของพหุนามพาโดแวน แสดงในตารางทีÉ Ş ดงัต่อไปนีÊ  

ตารางทีÉ Ş n  พจน์แรกของลาํดบัของพหุนามพาโดแวน 

n  ( , )nP x y  

1 1 

2  0  

3  x  

4  1 

5  2x  

6  2x  

7  3 1x   

    

 

ทฤษฎีบท ś.Ś.ř.Ś เมทริกซ์ก่อกาํเนิด (generator matrix) ของพหุนามพาโดแวน (Padovan 

polynomials) สําหรับ 1n   และ n  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

   3 2 1

0 1 0
0 1 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0

n

n
n n nuQ x x P x P x P x  

 
   
  

 

โดยทีÉ u แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ Q  แทนเมทริกซ์ก่อกาํเนิด 
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พิสูจน์   โดยหลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ให ้ 1n   และ n   

กาํหนด  P n  แทนขอ้ความ   

   3 2 1

0 1 0
0 1 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0

n

n
n n nuQ x x P x P x P x  

 
   
  

   (3) 

ř) สําหรับ 1n   จะไดว้า่  

 1P  คือ      1
4 3 2

0 1 0
0 1 0 1 1 0 ( ) ( ) ( )

1 0 0
uQ x x x P x P x P x

 
    
  

      เป็นจริง  

Ś) ให ้ ,n k k   สมมติ  P k  เป็นจริง นัÉนคือ 

                              3 2 1

0 1 0
0 1 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0

k

k
k k kuQ x x P x P x P x  

 
   
  

  

ต่อไปจะแสดงวา่  1P k   เป็นจริง ให้ 1,n k k   จะไดว้า่  

                            

1

( 1)

0 1 0
0 1 0 1

1 0 0

k

kuQ x x





 
   
  

  

                                          
0 1 0 0 1 0

0 1 0 1 0 1
1 0 0 1 0 0

k

x x x
   
       
      

  

                                         3 2 1

0 1 0
( ) ( ) ( ) 0 1

1 0 0
k k kP x P x P x x  

 
   
  

  

                                         2 1 3 2( ) ( ) ( ) ( )k k k kxP x P x P x P x      

                                         4 3 2( ) ( ) ( )k k kP x P x P x     

นัÉนคือ  1P k   เป็นจริง 

ดงันัÊน (ś) เป็นจริงสาํหรับทุก k          
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ตัวอย่าง ś.Ś.ř.ś  จงหาพจน์ทีÉ 5  ของลาํดบัพาโดแวน 5( )P x   

วิธีทํา  เนืÉองจาก      3 2 1

0 1 0
0 1 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0

n

n
n n nuQ x x P x P x P x  

 
   
  

  

          แทนค่า 2n   จะไดว้า่ 

             

2

2
2 3 2 2 2 1

0 1 0
0 1 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0
uQ x x P x P x P x  

 
   
  

 

                      5 4 3

0 1 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0 1 0 0
x x x P x P x P x

   
       
      

 

                       5 4 3

0 1 0
1 0 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0
x x P x P x P x

 
   
  

 

                     2
5 4 31 ( ) ( ) ( )x x P x P x P x      

ดงันัÊน  2
5 ( )P x x            

 

3.2.2 ผลการศึกษาพหุนามพาโดแวน (Padovan polynomials) ทีÉมีดัชนีเป็นจํานวนเต็มลบ 

 ในส่วนนีÊจะเป็นการศึกษาพหุนามพาโดแวนทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็ลบ โดยเริÉมจากการศึกษา

ความสัมพนัธ์เวียนเกิดของพหุนามพาโดแวนทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเต็มบวกแลว้ขยายการศึกษาไปยงั 

พหุนามพาโดแวนทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็ลบ 

จาก บทนิยาม ś.Ś.ř.ř [11] พหุนามพาโดแวน (Padovan polynomials) ( )nP x  นิยามโดย

ความสัมพนัธ์เวียนเกิด ดงันีÊ   

    -2 -3( ) ( ) ( ), n n nP x xP x P x สาํหรับจาํนวนเตม็ 4n   (3) 

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้  1 2 3( ) 1, ( ) 0, ( )  P x P x P x x  และ (1)n nP P เป็นพจน์ทีÉ n  ใน 

ลาํดบัพหุนามพาโดแวน  

จาก (ś) 

จะไดว้า่  3 2( ) ( ) ( ) ,n n nP x P x xP x   สาํหรับจาํนวนเตม็ 4n  



24 

 

ให ้  3n m           (4) 

จะได ้    3n m           (5) 

แทนค่า (Ŝ),(5) ใน (ś) จะไดว้่า  3 1( ) ( ) ( ),m m mP x P x xP x   สาํหรับจาํนวนเตม็ 0m  

 

บทนิยาม 3.2.2.1 พหุนามพาโดแวน (Padovan polynomials) ( )mP x  สาํหรับจาํนวนเตม็  0m  

นิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิด ดงันีÊ  

3 1( ) ( ) ( )m m mP x P x xP x    

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้  1 2 3( ) 1, ( ) 0, ( )  P x P x P x x  

ใชค้่าตัÊงตน้และสมการเวียนเกิดเพืÉอคาํนวณค่าของ ( )mP x สาํหรับ 0m  

แทนค่า  0 3 10 ; ( ) ( ) ( )m P x P x xP x    
                                                       (1)x x   
                                                       x x   
                                           0 ( ) 0P x   

แทนค่า  1 2 01 ; ( ) ( ) ( )m P x P x xP x     
                                                        0 (0)x   
                                                        0 0   

                                           1( ) 0P x   

แทนค่า  2 1 12 ; ( ) ( ) ( )m P x P x xP x      
                                                        1 (0)x   

                                           2 ( ) 1P x   

แทนค่า  3 0 23 ; ( ) ( ) ( )m P x P x xP x      
                                                        0 (1)x   
                                                        0 x   

                                           3( )P x x    

แทนค่า  4 1 34 ; ( ) ( ) ( )m P x P x xP x       
                                                        0 ( )x x    

                                                        20 x   

                                           2
4 ( )P x x   

แทนค่า  5 2 45 ; ( ) ( ) ( )m P x P x xP x       

                                                        21 ( )x x   

                                            3
5 ( ) 1P x x    
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แทนค่า  6 3 56 ; ( ) ( ) ( )m P x P x xP x       

                                                        3(1 )x x x     

                                                        4x x x     

                                            4
6 ( ) 2P x x x    

แทนค่า  7 4 67 ; ( ) ( ) ( )m P x P x xP x       

                                                        2 4( 2 )x x x x    

                                                        2 5 22x x x    

                                          5 2
7 ( ) 3P x x x     

จากการขยายการศึกษาพหุนามพาโดแวนไปยงัดชันีทีÉเป็นจาํนวนเตม็ลบ จะไดล้าํดบัของพหุนาม 

พาโดแวนทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็ลบ แสดงในตารางทีÉ ş ดงัต่อไปนีÊ   

ตารางทีÉ ş m  พจน์แรกของลาํดบัของพหุนามพาโดแวนทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็ลบ 

m  ( )mP x  

    

7  5 23x x   

6  4 2x x  

5  31 x  

4  2x  

3  x  

2  1 

1  0  

0  0  

 

ทฤษฎีบท ś.Ś.2.2 เมทริกซ์ก่อกาํเนิด (generator matrix) ของพหุนามพาโดแวน (Padovan 

polynomials) ทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็ลบ โดยทีÉ 0m   และ m  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

   3 2 1

0 1 0
0 1 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0

m

m
m m muQ x x P x P x P x




     

 
   
  

 

โดยทีÉ u  แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ 1Q  แทนตวัผกผนั (inverse) ของเมทริกซ ์

ก่อกาํเนิด Q  
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พิสูจน์  จาก 

0 1 0
0 1

1 0 0
Q x

 
   
  

  จะตรวจสอบว่า Q  มีตวัผกผนัหรือไม่ โดยทาํตามขัÊนตอนดงันีÊ  

              3

0 1 0 1 0 0
| 0 1 0 1 0

1 0 0 0 0 1
Q I x

 
 
 
  

  

              3

1 0 0 0 0 1
| 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 0
Q I x

 
 
 
  

  

               3

1 0 0 0 0 1
| 0 1 0 1 0 0

0 1 0 1 0
Q I

x

 
 
 
  

  

               3

1 0 0 0 0 1
| 0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 1
Q I

x

 
 
 
  

   

จะไดว้า่ 3 3Q I  ดงันัÊน Q  หาตวัผกผนัได ้และจะไดว้า่ 1

0 0 1
1 0 0
0 1

Q
x



 
   
  

  

โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ ให ้ 1m   และ m  

กาํหนด  P m  แทนขอ้ความ   

    3 2 1

0 1 0
0 1 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0

m

m
m m muQ x x P x P x P x




     

 
   
  

       (6) 

ř) สําหรับ 1m   จะไดว้า่ 

     1P  คือ      

1

1
2 1 0

0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 ( ) ( ) ( )

1 0 0
uQ x x P x P x P x





 
    
  

 เป็นจริง  

Ś) ให ้ ,m k k   สมมติ  P k  เป็นจริง นัÉนคือ 

1 3r r   

3 1r r   

2 3r r   

3 2r r   

3 1 3r xr r    
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                              3 2 1

0 1 0
0 1 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0

k

k
k k kuQ x x P x P x P x




     

 
   
  

  

ต่อไปจะแสดงวา่  1P k   เป็นจริง ให้ 1,m k k   จะไดว้า่  

                            

( 1)

( 1)

0 1 0
0 1 0 1

1 0 0

k

kuQ x x

 

 

 
   
  

  

                                            

10 1 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1

1 0 0 1 0 0

k

x x x

 
   
       
      

  

                                           3 2 1

0 0 1
( ) ( ) ( ) 1 0 0

0 1
k k kP x P x P x

x
     

 
   
  

  

                                           2 1 3 1( ) ( ) ( ) ( )k k k kP x P x P x xP x          

                                           2 1( ) ( ) ( )k k kP x P x P x       

นัÉนคือ  1P k   เป็นจริง 

ดงันัÊน (Ş) เป็นจริงสาํหรับทุก k          

 

ตัวอย่าง ś.Ś.2.ś  จงหาพจน์ทีÉ 6  ของพหุนามพาโดแวน 6 ( )P x   

วิธีทํา  เนืÉองจาก      3 2 1

0 1 0
0 1 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0

m

m
m m muQ x x P x P x P x




     

 
   
  

  

            แทนค่า 7m   จะไดว้า่ 

              

7

7
7 3 7 2 7 1

0 1 0
0 1 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0
uQ x x P x P x P x
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หรือ        

7

71
7 3 7 2 7 1

0 0 1
0 1 1 0 0 ( ) ( ) ( )

0 1
u Q x P x P x P x

x


     

 
   
  

 

             
4 5 2 6 3

3 4 5 2
4 5 6

5 2 6 3 7 4

2 3 4 1
0 1 1 2 3 ( ) ( ) ( )

3 4 1 5 3

x x x x x x
x x x x x x P x P x P x

x x x x x x x
  

     
       
        

 

           5 2 5 2 6 3 6 3 7 4 7 42 3 3 4 1 4 5 3x x x x x x x x x x x x x x                 

                                                                                                               4 5 6( ) ( ) ( )P x P x P x    

            2 3 4
4 5 61 2 ( ) ( ) ( )x x x x P x P x P x          

ดงันัÊน  4
6 ( ) 2P x x x             

 

3.3 ผลการศึกษาบางลําดับทีÉนิยามโดยความสัมพันธ์เวียนเกิดอันดับสาม (Some sequences Defined 

by Relations of Order 3) 

 ś.ś.ř ผลการศึกษาบางลําดับทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกดิอันดับสาม (Some sequences 

Defined by Relations of Order 3) ทีÉมีดัชนีเป็นจํานวนเต็มบวก 

  ในหัวขอ้นีÊ จะเป็นการสร้าง บางลําดับ ทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสาม 

โดยการกาํหนดลาํดบัของตวัเลขทีÉเป็นไปตามสมการเวียนเกิดทีÉมีพจน์สามตวัก่อนหนา้ 

 

บทนิยาม 3.3.1.1 บางลาํดบัทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสาม (Some sequences Defined 

by Relations of Order 3) nS  สาํหรับจาํนวนเตม็ 3n   นิยามดงันีÊ  

1 2 3n n n nS aS bS cS                          ; ,a b  และ 0c   

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้   0 1 2 1S S S    

ใชค้่าตัÊงตน้และสมการเวียนเกิดเพืÉอคาํนวณค่าของ nS สาํหรับ 3n   

แทนค่า   3 ;n   3 2 1 0S aS bS cS    

       (1) (1) (1)a b c    

       a b c    
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แทนค่า   4 ;n              4 3 2 1S aS bS cS    

       ( ) (1) (1)a a b c b c      

       2a ab ac b c      

แทนค่า   5 ;n              5 4 3 2S aS bS cS    

       2( ) ( ) (1)a a ab ac b c b a b c c          

       3 2 2 2a a b a c ab ac ab b bc c          

       3 2 2 22a a b a c ab ac b bc c         

ดงันัÊน จะไดว้า่ลาํดบั nS  คือ 

2 3 2 2 21, 1, 1, , , 2 , ...a b c a ab ac b c a a b a c ab ac b bc c              

จากความสัมพนัธ์เวียนเกิดขา้งตน้จะไดล้าํดบับางลาํดบัทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสาม 

แสดงในตารางทีÉ Š ดงัต่อไปนีÊ  

 

ตารางทีÉ Š n  พจน์แรกของบางลาํดบัทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสาม 

n  nS  

0  1 

1 1 

2  1 

3  a b c   

4  2a ab ac b c     

5  3 2 2 22a a b a c ab ac b bc c        

    

 

 

ข้อสังเกต 3.3.1.2   จาก บทนิยาม 3.3.1.ř จะไดว้า่  เมืÉอแทนค่าคงตวัดว้ย 0, 1a b  และ 1c    

ในลาํดบั nS  จะไดว้า่ 2 3n n nS S S    โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้   0 1 2 1S S S    เป็นลาํดบั 

พาโดแวน 
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ทฤษฎีบท ś.ś.ř.3 เมทริกซ์ก่อกาํเนิด (The generator matrix) ของบางลาํดบัทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์

เวียนเกิดอันดับสาม (Some sequences Defined by Recurrence Relations of Oder 3) สําหรับ 1n   

และ n  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

   2 1

1 0
1 1 1 0 1

0 0

n

n
n n n

a
vQ b S S S

c
 

 
   
  

 

โดยทีÉ v แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ Q  แทนเมทริกซ์ก่อกาํเนิด 

พิสูจน์   โดยหลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ให ้ 1n   และ n   

กาํหนด  P n  แทนขอ้ความ  

   2 1

1 0
1 1 1 0 1

0 0

n

n
n n n

a
vQ b S S S

c
 

 
   
  

                        (7)   

ř) สําหรับ 1n   จะไดว้า่ 

 1P  คือ      1
2 1 3 2 1

1 0
1 1 1 0 1

0 0

a
vQ b a b c S S S S S

c

 
      
  

 เป็นจริง  

Ś) ให ้ ,n k k   สมมติ  P k  เป็นจริง นัÉนคือ 

                              2 1

1 0
1 1 1 0 1

0 0

k

k
k k k

a
vQ b S S S

c
 

 
   
  

  

ต่อไปจะแสดงวา่  1P k   เป็นจริง ให้ 1,n k k   จะไดว้า่  

                            

1

1

1 0
1 1 1 0 1

0 0

k

k

a
vQ b

c





 
   
  

  

                                       
1 0 1 0

1 1 1 0 1 0 1
0 0 0 0

ka a
b b
c c

   
       
      

  

                                      2 1

1 0
0 1
0 0

k k k

a
S S S b

c
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                                     2 1 2 1k k k k kaS bS cS S S       

                                     3 2 1k k kS S S     

นัÉนคือ  1P k   เป็นจริง 

ดงันัÊน (ş)  เป็นจริงสาํหรับทุก k          

 

ตัวอย่าง ś.ś.ř.4  จงหาพจน์ทีÉ 4  ของลาํดบั 4S   

วิธีทํา  เนืÉองจาก      2 1

1 0
1 1 1 0 1

0 0

n

n
n n n

a
vQ b S S S

c
 

 
   
  

  

           แทนค่า 2n   จะไดว้า่ 

                                

2

2
2 2 2 1 2

1 0
1 1 1 0 1

0 0

a
vQ b S S S

c
 

 
   
  

 

                                      4 3 2

1 0 1 0
1 1 1 0 1 0 1

0 0 0 0

a a
b b S S S
c c

   
       
      

 

                                      
2

4 3 2

1
1 1 1 0

0

a b a
ab c b S S S
ac c

 
    
  

 

                                    2
4 3 21a b ab c ac a b c S S S            

ดงันัÊน  2
4S a b ab c ac              

 

ตัวอย่าง ś.ś.ř.5  จงหาพจน์ทีÉ 4  ของลาํดบั 4S  โดยกาํหนดให้ 1, 1a b  และ 2c   

วิธีทํา  จาก บทนิยาม 3.3.1.ř แทนค่า 1, 1a b  และ 2c   จะไดว้า่ลาํดบั nS  คือ           

              1, 1, 1, 4,7,13, ...  

เนืÉองจาก      2 1

1 0
1 1 1 0 1

0 0

n

n
n n n

a
vQ b S S S

c
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แทนค่า 1, 1, 2a b c    และ 2n   จะไดว้า่ 

                                

2

2
2 2 2 1 2

1 1 0
1 1 1 1 0 1

2 0 0
vQ S S S 

 
   
  

 

                                        4 3 2

1 1 0 1 1 0
1 1 1 1 0 1 1 0 1

2 0 0 2 0 0
S S S

   
       
      

 

                                      4 3 2

1 1 1
1 1 1 3 1 0

2 2 0
S S S

 
   
  

 

                                      4 3 27 4 1 S S S    

ดงันัÊน  4 7S              

 

ś.ś.Ś ผลการศึกษาบางลาํดับทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกดิอนัดับสาม (Some sequences 

Defined by Relations of Order 3) ทีÉมีดัชนีเป็นจํานวนเต็มลบ 

ในส่วนนีÊจะเป็นการศึกษาบางลาํดบัทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสามทีÉมีดชันี

เป็นจาํนวนเต็มลบ โดยเริÉมจากการศึกษาบางลาํดบัทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสามทีÉมี

ดชันีเป็นจาํนวนเตม็บวกแลว้ขยายการศึกษาไปยงับางลาํดบัทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบั

สามทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็ลบ 

จาก บทนิยาม ś.ś.ř.ř บางลาํดับทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอันดับสาม (Some sequences 

Defined by Relations of Order 3) nS  สาํหรับจาํนวนเตม็ 3n   นิยามดงันีÊ  

                              1 2 3n n n nS aS bS cS                 ; ,a b  และ 0c                   (8) 

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้   0 1 2 1S S S    

ให ้    3n m           (9) 

จะไดว้า่  3n m                      (10) 

แทนค่า (š) , (10) ใน (8)  จะไดว้่า    3 2 1 ,m m m mcS S aS bS     สาํหรับจาํนวนเตม็ 0m  

                                                            3 2 1 ,m m m
m

S aS bSS
c

   
 สาํหรับจาํนวนเตม็ 0m  
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                                                     3 2 1
1 ,m m m m

a bS S S S
c c c     สาํหรับจาํนวนเตม็ 0m  

บทนิยาม 3.3.2.1 บางลาํดบัทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสาม (Some sequences Defined 

by Relations of Order 3) mS  สาํหรับจาํนวนเตม็ 0m   นิยามดงันีÊ  

3 2 1
1

m m m m
a bS S S S

c c c                          ; ,a b  และ 0c   

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้   0 1 2 1S S S    

ใชค้่าตัÊงตน้และสมการเวียนเกิดเพืÉอคาํนวณค่าของ mS สาํหรับ 0m   

แทนค่า   1 ;m    1 1 3 1 2 1 1
1 a bS S S S
c c c          

           2 1 0
1 a bS S S
c c c

    

           
1 (1) (1) (1)a b
c c c

    

           
1 a b
c c c

    

                1
1 a bS

c

 
  

แทนค่า   2 ;m    2 2 3 2 2 2 1
1 a bS S S S
c c c          

         1 0 1
1 a bS S S
c c c     

        
1 1(1) (1)a b a b
c c c c

      
 

 

        
2

2 2 2
1 a b ab b
c c c c c

      

             
2

2 2

1 a b ab bS
c c

        
   

 

แทนค่า   3 ;m          3 3 3 3 2 3 1
1 a bS S S S
c c c          

        0 1 2
1 a bS S S
c c c     

        
2

2 2 2

1 1 1(1) a a b b a b ab b
c c c c c c c c c c c
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2 2 2 3

2 2 2 2 3 3 3
1 a a ab b ab b ab b
c c c c c c c c c

          

             
2 3 2 2

3 2 3

1 2a a ab b b b abS
c c c

              
     

 

ดงันัÊน จะไดว้า่ลาํดบั mS  คือ          

                   
2 3 2 2 2

2 3 2

1 2 1 1, , ,a a ab b b b ab a b ab b a b
c c c c c c

                           
        

                         

จากความสัมพนัธ์เวียนเกิดขา้งตน้จะไดล้าํดบับางลาํดบัทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสาม 

ทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็ลบ แสดงในตารางทีÉ š ดงัต่อไปนีÊ  

ตารางทีÉ š m  พจน์แรกของบางลาํดบัทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสามทีÉมีดชันีเป็น  

                 จาํนวนเตม็ลบ 

m  mS  

    

3  

2 3 2 2

2 3

1 2a a ab b b b ab
c c c

             
     

 

2  

2

2

1 a b ab b
c c

        
   

 

1  
1 a b

c
 

 

 

ทฤษฎีบท 3.3.2.2 เมทริกซ์ก่อกาํเนิด (The generator matrix) ของบางลาํดบัทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์

เวียนเกิดอันดับสาม (Some sequences Defined by Recurrence Relations of Oder 3) ทีÉ มีดัชนีเป็น

จาํนวนเตม็ลบสาํหรับ 0m   และ m  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

   2 1

1 0
1 1 1 0 1

0 0

m

m
m m m

a
vQ b S S S

c




    

 
   
  

 

โดยทีÉ v  แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ 1Q  แทนตวัผกผนั (inverse) ของเมทริกซ ์

ก่อกาํเนิด Q  
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พิสูจน์  จาก 

1 0
0 1
0 0

a
Q b

c

 
   
  

  จะตรวจสอบว่า Q  มีตวัผกผนัหรือไม่ โดยทาํตามขัÊนตอนดงันีÊ  

          3

1 0 1 0 0
| 0 1 0 1 0

0 0 0 0 1

a
Q I b

c

 
 
 
  

  

           3

1 0 0 0 1
| 0 0 1 0 0

0 1 0 1 0

a
Q I b

c

 
 
 
  

  

            3

0 0 1 0 0
| 1 0 0 0 1

0 1 0 1 0

a
Q I b

c

 
 
 
  

  

             3

1 0 0 0 0 1
| 1 0 0 0 1

0 1 0 1 0

c
Q I a

b

 
 
 
  

   

              3

1 0 0 0 0 1
| 0 1 0 1 0

0 0 1 0 1

c
Q I a c

b c

 
  
  

   

จะไดว้า่ 3 3Q I  ดงันัÊน Q  หาตวัผกผนัได ้และจะไดว้า่ 1

0 0 1
1 0
0 1

c
Q a c

b c



 
   
  

  

โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ ให ้ 1m   และ m  

กาํหนด  P m  แทนขอ้ความ   

    2 1

1 0
1 1 1 0 1

0 0

m

m
m m m

a
vQ b S S S

c




    

 
   
  

       (11) 

ř) สําหรับ 1m   จะไดว้า่  

   1P  คือ  

1

1

1 0
1 1 1 0 1

0 0

a
vQ b

c





 
   
  

    

2 3r r   

3 2r r   

1 2r r   

2 1r r   

1 1
1r r
c

   

2 1 2r ar r    

3 1 3r br r    
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0 0 1

1 1 1 1 0
0 1

c
a c
b c

 
   
  

 

                             1 0 1
11 1 a b S S S

c 

     
    เป็นจริง  

Ś) ให ้ ,m k k   สมมติ  P k  เป็นจริง นัÉนคือ 

                              2 1

1 0
1 1 1 0 1

0 0

k

k
k k k

a
vQ b S S S

c




    

 
   
  

  

ต่อไปจะแสดงวา่  1P k   เป็นจริง ให้ 1,m k k   จะไดว้า่  

                            

( 1)

( 1)

1 0
1 1 1 0 1

0 0

k

k

a
vQ b

c

 

 

 
   
  

  

                                            

11 0 1 0
1 1 1 0 1 0 1

0 0 0 0

ka a
b b
c c

 
   
       
      

  

                                            

1

2 1

1 0
0 1
0 0

k k k

a
S S S b

c



    

 
   
  

  

                                            2 1

0 0 1
1 0
0 1

k k k

c
S S S a c

b c
    

 
   
  

 

                                            1 2 1
1

k k k k k
a bS S S S S

c c c       
     

 

                                             1 1k k kS S S      

นัÉนคือ  1P k   เป็นจริง 

ดงันัÊน  (řř)  เป็นจริงสาํหรับทุก k          
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ตัวอย่าง 3.3.2.ś จงหาพจน์ทีÉ 3  ของลาํดบั 3S   

วิธีทํา  เนืÉองจาก      2 1

1 0
1 1 1 0 1

0 0

m

m
m m m

a
vQ b S S S

c




    

 
   
  

  

           แทนค่า 3m   จะไดว้า่ 

                  

3

3
3 2 3 1 3

1 0
1 1 1 0 1

0 0

a
vQ b S S S

c




    

 
   
  

 

หรือ      

3

31
3 2 3 1 3

0 0 1
1 1 1 1 0

0 1

c
v Q a c S S S

b c


    

 
    
  

 

                          1 2 3

0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1

c c c
a c a c a c S S S
b c b c b c

  

     
              
            

 

                          

2

2
1 2 3

2 2

0 0 1 0 1
1 1 1 1 0 0 1

0 1 1

c c b c
a c a c c ab c S S S
b c b c a c b c

  

  
        
        

 

                         

   

32 2 2

22 2 2 2 3
1 2 3

2 32 2 2 3

1

1 1 1 1

1

c b c a c b c

a c c ab c b c a c ab c S S S

b c a c b c c ab c ab c b c
  

   
 
       
 
       

 

2 2 2 2 3

2 2 2 2 3 2 2 3 2 2 3

1 1 1a b b ab a b a b b a ab ab ab b
c c c c c c c c c c c c c c c c c
 

                 
 

 

       1 2 3S S S    
2 2 3 2 2

2 2 3

1 1 1 2a b a b ab b a a ab b b b ab
c c c c c c

                              
         

 

         1 2 3S S S    

ดงันัÊน  
2 3 2 2

3 2 3

1 2a a ab b b b abS
c c c
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ตัวอย่าง 3.3.2.4 จงหาพจน์ทีÉ 3  ของลาํดบั 3S โดยกาํหนดให ้ 1, 1a b  และ 1c   

วิธีทํา  จาก บทนิยาม 3.3.2.1 แทนค่า 1, 1a b  และ 1c   จะไดว้า่ลาํดบั mS  คือ ..., 1 , 1 , 1  

         เนืÉองจาก      2 1

1 0
1 1 1 0 1

0 0

m

m
m m m

a
vQ b S S S

c




    

 
   
  

  

         แทนค่า 1, 1, 1a b c    และ 3m   จะไดว้า่ 

                  

3

3
3 2 3 1 3

1 1 0
1 1 1 1 0 1

1 0 0
vQ S S S




    

 
   
  

 

        หรือ      

3

31
3 2 3 1 3

0 0 1
1 1 1 1 0 1

0 1 1
v Q S S S

    

 
    
  

 

                                  1 2 3

0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1

0 1 1 0 1 1 0 1 1
S S S  

     
              
            

 

                                 1 2 3

0 0 1 0 1 1
1 1 1 1 0 1 0 1 2

0 1 1 1 1 0
S S S  

   
         
       

 

                                 1 2 3

1 1 0
1 1 1 1 2 1

1 0 2
S S S  

 
     
  

 

                                 1 2 31 1 1 S S S      

ดงันัÊน  3 1S      

 

3.4 ผลการศึกษาบางพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพันธ์เวียนเกิดอันดับสาม (Some Polynomials 

Defined by Recurrence Relations of Order 3) 

 ś.Ŝ.ř ผลการศึกษาบางพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกดิอนัดับสาม (Some 

Polynomials Defined by Recurrence Relations of Order 3) ทีÉมีดัชนีเป็นจํานวนเต็มบวก 

  ในหัวขอ้นีÊจะเป็นการสร้าง บางพหุนาม ทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบั

สาม โดยการกาํหนดลาํดบัของตวัเลขทีÉเป็นไปตามสมการเวียนเกิดทีÉมีพจน์สามตวัก่อนหนา้ 



39 

 

บทนิยาม ś.Ŝ.ř.ř บางพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอันดับสาม (Some Polynomials 

Defined by Recurrence Relations of Order 3) nX  สาํหรับจาํนวนเตม็ 3n   นิยามดงันีÊ  

                              1 2 3( ) ( )n n n nX a x X b x X cX                          ; ,a b  และ 0c   

โดยทีÉ ( ) , ( )a x b x  เป็นสัมประสิทธิÍ พหุนาม x  และ 0c   

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้   2
0 1 21, ,X X x X x    

ใชค้่าตัÊงตน้และสมการเวียนเกิดเพืÉอคาํนวณค่าของ nX สาํหรับ 3n   

แทนค่า   3 ;n   3 3 1 3 2 3 3( ) ( )X a x X b x X cX      

          2 1 0( ) ( )a x X b x X cX    

          2( ) ( ) (1)a x x b x x c    

               2
3 ( ) ( )X a x x b x x c    

แทนค่า   4 ;n   4 4 1 4 2 4 3( ) ( )X a x X b x X cX      

         3 2 1( ) ( )a x X b x X cX    

               2 2( ) ( ) ( ) ( )a x a x x b x x c b x x cx      

          2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )a x x a x b x x ca x b x x cx      

                    2 2
4 ( ) ( ) ( )( ) ( )X a x b x x ax bx c x ca x      

แทนค่า   5 ;n   5 5 1 5 2 5 3( ) ( )X a x X b x X cX      

          4 3 2( ) ( )a x X b x X cX    

                                   
  
 

2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a x a x x a x b x ca x b x x cx

b x a x x b x x c cx

    

   
 

          
     

 

3 2 22 2

22 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a x x a x b x x c a x a x b x x

ca x x a x b x x b x x cb x cx

   

    
 

        
       
  

3 2 22
5

2

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

X a x a x b x c x a x b x bx ca x x

a x b x c
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ดงันัÊน จะไดว้า่ลาํดบัของพหุนาม nX  คือ  

    

          

22 2 2

3 2 2 22

1, , , ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )( ) ( ),

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,...

x x a x x b x x c a x b x x ax bx c x ca x

a x a x b x c x a x b x bx ca x x a x b x c

     

      
 

จากความสัมพนัธ์เวียนเกิดขา้งตน้จะไดล้าํดบัของบางพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิด

อนัดบัสาม แสดงในตารางทีÉ 10 ดงัต่อไปนีÊ  

ตารางทีÉ 10 n  พจน์แรกของบางพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสาม 

n  nX  

0  1  

1  X  

2  2X  

3  
2( ) ( )a x x b x x c   

4      2 2( ) ( ) ( )( ) ( )a x b x x ax bx c x ca x     

5            3 2 2 22( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a x a x b x c x a x b x bx ca x x a x b x c        

    

 

ทฤษฎีบท ś.Ŝ.ř.Ś เมทริกซ์ก่อกาํเนิด (The generator matrix) ของบางพหุนามทีÉนิยามโดย

ความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสาม (Some Polynomials Defined by Recurrence Relations of Order 3) 

สาํหรับ 1n   และ n  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

  2
2 1

( ) 1 0
1 ( ) 0 1

0 0

n

n
n n n

a x
rQ x x b x X X X

c
 

 
      
  

   

โดยทีÉ r แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ Q  แทนเมทริกซ์ก่อกาํเนิด 
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พิสูจน์   โดยหลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ให ้ 1n   และ n   

กาํหนด  P n  แทนขอ้ความ  

 2
2 1

( ) 1 0
1 ( ) 0 1

0 0

n

n
n n n

a x
rQ x x b x X X X

c
 

 
      
  

        (12) 

ř) สําหรับ 1n   จะไดว้า่  

       1P  คือ  1 2
1 2 1 1 1

( ) 1 0
1 ( ) 0 1

0 0

a x
Q x x b x X X X

c
 

 
      
  

  

                                          2 2
3 2 1( ) ( )a x x b x c x x X X X          เป็นจริง 

Ś) ให ้ ,n k k   สมมติ  P k  เป็นจริง นัÉนคือ 

                            2
2 1

( ) 1 0
1 ( ) 0 1

0 0

k

k
k k k

a x
Q x x b x X X X

c
 

 
      
  

  

ต่อไปจะแสดงวา่  1P k   เป็นจริง ให้ 1,n k k   จะไดว้า่  

                           

1

1 2

( ) 1 0
1 ( ) 0 1

0 0

k

k

a x
rQ x x b x

c





 
      
  

  

                                    2

( ) 1 0 ( ) 1 0
1 ( ) 0 1 ( ) 0 1

0 0 0 0

ka x a x
x x b x b x

c c

   
          
      

  

                                     2 1

( ) 1 0
( ) 0 1

0 0
k k k

a x
X X X b x

c
 

 
   
  

  

                                     2 1 2 1( ) ( )k k k k ka x K b x X cX X X       

                                     3 2 1k k kX X X     

นัÉนคือ  1P k   เป็นจริง 

ดงันัÊน (řŚ)  เป็นจริงสาํหรับทุก k          
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ตัวอย่าง ś.Ŝ.ř.ś  จงหาพจน์ทีÉ 5  ของพหุนาม 5X   

วิธีทํา  เนืÉองจาก    2
2 1

( ) 1 0
1 ( ) 0 1

0 0

n

n
n n n

a x
rQ x x b x X X X

c
 

 
      
  

  

         แทนค่า 3n   จะไดว้า่ 

                

3

3 2
3 2 3 1 3

( ) 1 0
1 ( ) 0 1

0 0

a x
sQ x x b x X X X

c
 

 
      
  

                                    

            2
5 4 3

( ) 1 0 ( ) 1 0 ( ) 1 0
1 ( ) 0 1 ( ) 0 1 ( ) 0 1

0 0 0 0 0 0

a x a x a x
x x b x b x b x X X X

c c c

     
              
          

 

           

 
 

2

2
5 4 3

( ) 1 0 ( ) ( ) ( ) 1
1 ( ) 0 1 ( ) ( ) ( ) 0

0 0 ( ) 0

a x a x b x a x
x x b x a x b x c b x X X X

c ca x c

  
         
     

                                           

           

   
   

 

3 2

2 22

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a x a x b x a x b x c a x b x a x

x x a x b x b x ca x a x b x c b x

c a x cb x ca x c

    
 
        

  

 

              5 4 3X X X  

            

         3 2 22 2( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a x a x b x c x a x b x b x ca x x a x b x c       
  

      5 4 3
2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a x b x x a x b x c x ca x a x x b x x c X X X      

                                                                                                                             

ดงันัÊน  

         3 2 22 2( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5X a x a x b x c x a x b x b x ca x x a x b x c       
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ตัวอย่าง ś.Ŝ.ř.4  จงหาพจน์ทีÉ 5  ของพหุนาม 5X  โดยกาํหนดให ้ ( ) 1 , ( )a x b x x   และ 1c   

วิธีทํา  จาก บทนิยาม 3.4.1.1 แทนค่า ( ) 1 , ( )a x b x x   และ 1c   จะไดว้า่ลาํดบั nX  คือ       

          2 2 3 2 3 21, , , 2 1, 2 1, 3 3 2 1, ...x x x x x x x x x        

 เนืÉองจาก    2
2 1

( ) 1 0
1 ( ) 0 1

0 0

n

n
n n n

a x
rQ x x b x X X X

c
 

 
      
  

 

  แทนค่า      ( ) 1 , ( ) , 1a x b x x c    และ 3n   จะไดว้า่ 

  

3

3 2
3 2 3 1 3

1 1 0
1 0 1

1 0 0
sQ x x x X X X 

 
      
  

 

                        2
5 4 3

1 1 0 1 1 0 1 1 0
1 0 1 0 1 0 1

1 0 0 1 0 0 1 0 0
x x x x x X X X

     
              
          

 

                        2
5 4 3

1 1 0 1 1 1
1 0 1 1 0

1 0 0 1 1 0

x
x x x x x X X X

   
           
      

                                           

                          2 2
5 4 3

2 2 1 1
1 1 1

1 1 1

x x
x x x x x x X X X

x

  
         
  

 

              3 2 3 2 2
5 4 33 3 2 1 2 1 2 1x x x x x x x X X X            

ดงันัÊน  3 23 3 2 15X x x x                 

 

3.4.2  ผลการศึกษาบางพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกดิอนัดับสาม (Some 

Polynomials Defined by Recurrence Relations of Order 3) ทีÉมีดัชนีเป็นจํานวนเต็มลบ 

ในส่วนนีÊจะเป็นการศึกษาบางพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสามทีÉมีดชันี

เป็นจาํนวนเต็มลบ โดยเริÉมจากการศึกษาบางพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสามทีÉมี

ดชันีเป็นจาํนวนเตม็บวกแลว้ขยายการศึกษาไปยงับางพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิด

อนัดบัสามทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็ลบ 
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 จาก บทนิยาม ś.Ŝ.ř.ř บางพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอันดับสาม (Some 

Polynomials Defined by Recurrence Relations of Order 3) nX  สาํหรับจาํนวนเตม็ 3n   นิยามดงันีÊ  

                                              1 2 3( ) ( )n n n nX a x X b x X cX                                                  (13)     

โดยทีÉ ( ) , ( )a x b x  เป็นสัมประสิทธิÍ พหุนามของ x  และ 0c   

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้   2
0 1 21, ,X X x X x       (14)     

ให ้         3n m                       

จะไดว้า่        3n m               (15)     

แทนค่า (řŜ) , (15) ใน (řś) จะไดว้า่ 

               3 2 1( ) ( ) ,m m m mX a x X b x X cX          สําหรับจาํนวนเต็ม 0m  

                                        3 2 1( ) ( ) ,m m m mcX X a x X b x X          สําหรับจาํนวนเตม็ 0m  

                                        3 2 1( ) ( ) ,m m m
m

X a x X b x XcX
c

   
      สําหรับจาํนวนเตม็ 0m  

                                         3 2 1
1 ( ) ( ) ,m m m m

a x b xX X X X
c c c     สาํหรับจาํนวนเต็ม 0m  

 

บทนิยาม 3.4.2.1 บางพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพันธ์เวียนเกิดอันดับสาม (Some Polynomials 

Defined by Recurrence Relations of Order 3) mX  สาํหรับจาํนวนเตม็ 0m   นิยามดงันีÊ  

3 2 1
1 ( ) ( )

m m m m
a x b xX X X X

c c c      

โดยทีÉ ( ) , ( )a x b x  เป็นสัมประสิทธิÍ พหุนาม x  และ 0c   

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้   2
0 1 21, ,X X x X x    

ใชค้่าตัÊงตน้และสมการเวียนเกิดเพืÉอคาํนวณค่าของ mX สาํหรับ 0m  

แทนค่า   1 ;m    1 1 3 1 2 1 1
1 ( ) ( )a x b xX X X X
c c c          

           2 1 0
1 ( ) ( )a x b xX X X
c c c

    

           
2 ( ) ( ) (1)x a x b xx
c c c
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2

1
( ) ( )x a x x b xX
c

 
  

แทนค่า   2 ;m    2 2 3 2 2 2 1
1 ( ) ( )a x b xX X X X
c c c          

            1 0 1
1 ( ) ( )a x b xX X X
c c c     

          
21 ( ) ( ) ( ) ( )a x b x x a x x b xx

c c c c c c
 

     
 

 

          
 22

2 2 2

( )1 ( ) ( ) ( ) ( ) b xa x b x x a x b x xx
c c c c c

      

              
 22

2 2

( ) ( ) ( ) ( )( ) b x x a x b x x b xx a xX
c c

           
 

แทนค่า   3 ;m    3 3 3 3 2 3 1
1 ( ) ( )a x b xX X X X
c c c          

            0 1 2
1 ( ) ( )a x b xX X X
c c c     

            
 

2

22

2 2 2

1 ( ) ( ) ( )(1)

( )( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )

a x x a x x b x
c c c c c

b xb x a x b x x a x b x xx
c c c c c c

 
    

 
 

     
 
 

 

            
     

2 2

2 2 2 2 2

2 2 32

3 3 3

1 ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

a x x a x x a x b x b x x a x b x
c c c c c c
b x x a x b x x b x

c c c

     

  

 

    

 

     

22

3 2

2 2 32

3

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )1

( ) ( ) ( ) ( )

a x x a x x a x b x b x x
X

c c

b x x a x b x x b x
c
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ดงันัÊน จะไดว้า่ลาํดบัของพหุนาม mX  คือ 

       

 

2 2 2 32 2

2 3

22 2

2

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, ,

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),

a x x a x x a x b x b x x b x x a x b x x b x
c c c

b x x a x b x x b xx a x x a x x b x
c c c

       
    
   
   

              



 

จากความสัมพนัธ์เวียนเกิดขา้งต้นจะได้ลาํดับของบางพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิด

อนัดบัสามทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็ลบ แสดงในตารางทีÉ řř ดงัต่อไปนีÊ  

ตารางทีÉ řř m  พจน์แรกของบางพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสามทีÉมีดชันีเป็น    

                   จาํนวนเตม็ลบ 

m  mX  

    

3  
       2 2 2 32 2

2 3

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 a x x a x x a x b x b x x b x x a x b x x b x
c c c

       
    
   
   

 

2  
 22

2

( ) ( ) ( ) ( )( ) b x x a x b x x b xx a x
c c

            
 

1  
2 ( ) ( )x a x x b x

c
 

 

 

ทฤษฎีบท ś.Ŝ.Ś.Ś เมทริกซ์ก่อกาํเนิด (The generator matrix) ของบางพหุนามทีÉนิยามโดย

ความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสาม (Some Polynomials Defined by Recurrence Relations of Order 3) 

ทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็ลบสําหรับ 0m   และ m  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

 2
2 1

( ) 1 0
1 ( ) 0 1

0 0

m

m
m m m

a x
rQ x x b x X X X

c




    

 
      
  

        

โดยทีÉ r  แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ 1Q  แทนตวัผกผนั (inverse) ของเมทริกซ ์

ก่อกาํเนิด Q  
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พิสูจน์  จาก 

( ) 1 0
( ) 0 1

0 0

a x
Q b x

c

 
   
  

  จะตรวจสอบว่า Q  มีตวัผกผนัหรือไม่ โดยทาํตามขัÊนตอนดงันีÊ  

              3

( ) 1 0 1 0 0
| ( ) 0 1 0 1 0

0 0 0 0 1

a x
Q I b x

c

 
 
 
  

  

              3

( ) 1 0 1 0 0
| 0 0 0 0 1

( ) 0 1 0 1 0

a x
Q I c

b x

 
 
 
  

  

               3

0 0 0 0 1
| ( ) 1 0 1 0 0

( ) 0 1 0 1 0

c
Q I a x

b x

 
 
 
  

  

               3

1 0 0 0 0 1
| ( ) 1 0 1 0 1

( ) 0 1 0 1 0

c
Q I a x

b x

 
 
 
  

   

               3

1 0 0 0 0 1
| 0 1 0 1 0 ( )

0 0 1 0 1 ( )

c
Q I a x c

b x c

 
  
  

   

จะไดว้า่ 3 3Q I  ดงันัÊน Q  หาตวัผกผนัได ้และจะไดว้า่ 1

0 0 1
1 0 ( )
0 1 ( )

c
Q a x c

b x c



 
   
  

  

โดยหลกัอปุนยัเชิงคณิตศาสตร์ ให ้ 1m   และ m  

กาํหนด  P m  แทนขอ้ความ   

   2
2 1

( ) 1 0
1 ( ) 0 1

0 0

m

m
m m m

a x
rQ x x b x X X X

c




    

 
      
  

       (16)     

 

 

 

 

2 3r r   

3 2r r   

1 2r r   

2 1r r   

1 1
1r r
c

   

2 1 2( )r a x r r    

3 1 3( )r b x r r    
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ř) สําหรับ 1m   จะไดว้า่  

 1P  คือ 

1

1 2

( ) 1 0
1 ( ) 0 1

0 0

a x
rQ x x b x

c





 
      
  

     

                        2

0 0 1
1 1 0 ( )

0 1 ( )

c
x x a x c

b x c

 
      
  

 

                           
2

1 0 1
( ) ( )1 x a x b xx X X X
c 

  
  
 

  เป็นจริง  

Ś) ให ้ ,m k k   สมมติ  P k  เป็นจริง นัÉนคือ 

                            2
2 1

( ) 1 0
1 ( ) 0 1

0 0

k

k
k k k

a x
rQ x x b x X X X

c




    

 
      
  

  

ต่อไปจะแสดงวา่  1P k   เป็นจริง ให้ 1,m k k   จะไดว้า่  

                           

( 1)

( 1) 2

( ) 1 0
1 ( ) 0 1

0 0

k

k

a x
rQ x x b x

c

 

 

 
      
  

  

                                           

1

2

( ) 1 0 ( ) 1 0
1 ( ) 0 1 ( ) 0 1

0 0 0 0

ka x a x
x x b x b x

c c

 
   
          
      

  

                                           2 1

0 0 1
1 0 ( )
0 1 ( )

k k k

c
X X X a x c

b x c
    

 
   
  

  

                                          1 2 1
1 ( ) ( )

k k k k k
a x b xX X X X X

c c c       
     

 

                                           1 1k k kX X X      

นัÉนคือ  1P k   เป็นจริง 

ดงันัÊน (řŞ)  เป็นจริงสาํหรับทุก k          
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ตัวอย่าง ś.Ŝ.Ś.ś   จงหาพจน์ทีÉ 2  ของลาํดบั 2X    

วิธีทํา  เนืÉองจาก    2
2 1

( ) 1 0
1 ( ) 0 1

0 0

m

m
m m m

a x
rQ x x b x X X X

c




    

 
      
  

  

         แทนค่า 2m   จะไดว้า่ 

                 

2

2 2
2 2 2 1 2

( ) 1 0
1 ( ) 0 1

0 0

a x
rQ x x b x X X X

c




    

 
      
  

 

  หรือ    

2

21 2
2 2 2 1 2

0 0 1
1 1 0 ( )

0 1 ( )

c
r Q x x a x c X X X

b x c


    

 
       
  

 

                          2
0 1 2

0 0 1 0 0 1
1 1 0 ( ) 1 0 ( )

0 1 ( ) 0 1 ( )

c c
x x a x c a x c X X X

b x c b x c
 

   
            
       

 

                        

 
 

2

2 2
0 1 2

2 2

0 1 ( )
1 0 ( ) 1 ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( )

c b x c
x x a x c c a x b x c X X X

b x c a x c b x c
 

 
 

      
 

    

 

   
22 2

0 1 22 2 2

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
b xx a x x b x b x x x a x b x x a x X X X

c c c c c c c c  

 
        
  

 

   
222

0 1 22

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1
b x x a x b x x b xx a x x b x x a x X X X

c c c  

                 
 

ดงันัÊน  
 22

2 2

( ) ( ) ( ) ( )( ) b x x a x b x x b xx a xX
c c
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ตัวอย่าง ś.Ŝ.Ś.4   จงหาพจน์ทีÉ 2  ของลาํดบั 2X   โดยกาํหนดให้ ( ) 1 , ( )a x b x x   และ 1c   

วิธีทํา  จาก บทนิยาม 3.4.2.1 แทนค่า ( ) 1 , ( )a x b x x   และ 1c   จะไดว้า่ลาํดบั mX  คือ       

          4 3 2 3 2 2..., 2 2 3 1, 2 1 , 2x x x x x x x x x          

 เนืÉองจาก    2
2 1

( ) 1 0
1 ( ) 0 1

0 0

m

m
m m m

a x
rQ x x b x X X X

c




    

 
      
  

 

  แทนค่า    ( ) 1 , ( ) , 1a x b x x c    และ 2m   จะไดว้า่ 

                                  

2

2 2
2 2 2 1 2

1 1 0
1 0 1

1 0 0
rQ x x x X X X




    

 
      
  

 

  หรือ       

2

21 2
2 2 2 1 2

0 0 1
1 1 0 1

0 1
r Q x x X X X

x


    

 
       
  

 

                                          2
0 1 2

0 0 1 0 0 1
1 1 0 1 1 0 1

0 1 0 1
x x X X X

x x
 

   
            
       

 

                                         2
0 1 2

2

0 1
1 0 1 1

1 1

x
x x x X X X

x x
 

 
        
    

 

                                         2 3 2
0 1 21 2 2 1x x x x x X X X           

ดงันัÊน  3 2
2 2 1X x x x               

 

 

 

 

 

 



51 

 

บททีÉ 4 

สรุปผลการศึกษา 

การคน้ควา้อิสระนีÊ  ไดมุ่้งเนน้การวิเคราะห์และพฒันา เมทริกซ์ก่อกาํเนิด (Generator Matrix) 

ของลาํดับและพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพันธ์เวียนเกิดอันดับสาม โดยได้ผลลัพธ์ดังต่อไปนีÊ   

1) การสร้างและศึกษาคุณสมบัติของเมทริกซ์ก่อกาํเนิด Ś) ได้คน้พบเมทริกซ์ก่อกาํเนิดของ ลาํดับ 

พาโดแวน (Padovan sequence) และ พหุนามพาโดแวน (Padovan polynomials) ทัÊงในกรณีทีÉมีดัชนี

เป็นจาํนวนเตม็บวกและจาํนวนเต็มลบ ś) เมทริกซ์ทีÉพฒันาขึÊนสามารถใชเ้ป็นเครืÉองมือในการคาํนวณ

พจน์ทีÉ n ของลาํดบัพาโดแวนและพหุนามพาโดแวนไดอ้ยา่งเป็นระบบ Ŝ) การขยายแนวคิดไปสู่ลาํดบั

และพหุนามอืÉน ๆ โดยไดน้าํแนวทาง เมทริกซ์ก่อกาํเนิด ไปใช้กับลาํดับและพหุนามอืÉนทีÉนิยามโดย 

ความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสาม ทัÊงในกรณีทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็บวกและจาํนวนเตม็ลบ 

 

ทฤษฎบีท Ŝ.ř เมทริกซ์ก่อกาํเนิด (The generator matrix) ของลาํดบัพาโดแวน (Padovan sequence) 

สาํหรับ 1n   และ n  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

   2 1

0 1 0
1 1 1 1 0 1

1 0 0

n

n
n n nsQ P P P 

 
   
  

 

โดยทีÉ s แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ Q  แทนเมทริกซ์ก่อกาํเนิด 

 

ทฤษฎบีท Ŝ.Ś เมทริกซ์ก่อกาํเนิด (generator matrix) ของลาํดบัพาโดแวน (Padovan sequence)  

ทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็ลบ โดยทีÉ 0m   และ n  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

   2 1

0 1 0
1 1 1 1 0 1

1 0 0

m

m
m m msQ P P P




    

 
   
  

 

โดยทีÉ s  แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ 1Q  แทนตวัผกผนั (inverse) ของเมทริกซ ์

ก่อกาํเนิด Q  
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ทฤษฎีบท Ŝ.ś เมทริกซ์ก่อกาํเนิด (generator matrix) ของพหุนามพาโดแวน (Padovan polynomials) 

สาํหรับ 1n   และ n  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

   3 2 1

0 1 0
0 1 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0

n

n
n n nuQ x x P x P x P x  

 
   
  

 

โดยทีÉ u แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ Q  แทนเมทริกซ์ก่อกาํเนิด 

 

บทนิยาม Ŝ.Ŝ พหุนามพาโดแวน (Padovan sequence) mP  สาํหรับจาํนวนเต็ม  0m  

นิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิด ดงันีÊ  

3 1( ) ( ) ( ),m m mP x P x xP x   สาํหรับจาํนวนเตม็ 0m  

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้  1 2 3( ) 1, ( ) 0, ( )  P x P x P x x   

ดงันัÊน จะไดว้า่ลาํดบัพหุนามพาโดแวน  mP  คือ         

5 2 4 3 2... , , , , , 1, 0, 03 , 2 1x x x xx x x      

 

ทฤษฎีบท Ŝ.ŝ เมทริกซ์ก่อกาํเนิด (generator matrix) ของพหุนามพาโดแวน (Padovan polynomials) 

ทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็ลบ โดยทีÉ 0m   และ m  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

   3 2 1

0 1 0
0 1 0 1 ( ) ( ) ( )

1 0 0

m

m
m m muQ x x P x P x P x




     

 
   
  

 

โดยทีÉ u  แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ 1Q  แทนตวัผกผนั (inverse) ของเมทริกซ ์

ก่อกาํเนิด Q  

 

บทนิยาม Ŝ.Ş บางลาํดบัทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดับสาม (Some sequences Defined by 

Relations of Order 3) nS  สาํหรับจาํนวนเตม็ 3n   นิยามดงันีÊ  

1 2 3n n n nS aS bS cS                          ; ,a b  และ 0c   

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้   0 1 2 1S S S    

ดงันัÊน จะไดว้า่ลาํดบั nS  คือ 

2 3 2 2 21, 1, 1, , , 2 , ...a b c a ab ac b c a a b a c ab ac b bc c              
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ข้อสังเกต 4.7   จาก บทนิยาม 3.3.1.ř จะไดว้า่  เมืÉอแทนค่าคงตวัดว้ย 0, 1a b  และ 1c    ใน

ลาํดบั nS  จะไดว้า่ 2 3n n nS S S    โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้   0 1 2 1S S S    เป็นลาํดบัพาโดแวน 

 

ทฤษฎีบท Ŝ.8 เมทริกซ์ก่อกําเนิด (The generator matrix) ของบางลาํดบัทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์

เวียนเกิดอันดับสาม (Some sequences Defined by Recurrence Relations of Oder 3) สําหรับ 1n   

และ n  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

   2 1

1 0
1 1 1 0 1

0 0

n

n
n n n

a
vQ b S S S

c
 

 
   
  

 

โดยทีÉ v แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ Q  แทนเมทริกซ์ก่อกาํเนิด 

 

บทนิยาม Ŝ.9 บางลาํดบัทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดับสาม (Some sequences Defined by 

Relations of Order 3) mS  สาํหรับจาํนวนเตม็ 0m   นิยามดงันีÊ  

3 2 1
1

m m m m
a bS S S S

c c c                          ; ,a b  และ 0c   

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้   0 1 2 1S S S    

ดงันัÊน จะไดว้า่ลาํดบั mS  คือ          
2 3 2 2 2

2 3 2

1 2 1 1, , ,a a ab b b b ab a b ab b a b
c c c c c c

                           
        

                         

 

ทฤษฎีบท Ŝ.10 เมทริกซ์ก่อกําเนิด (The generator matrix) ของบางลาํดบัทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์

เวียนเกิดอันดับสาม (Some sequences Defined by Recurrence Relations of Oder 3) ทีÉ มีดัชนีเป็น

จาํนวนเตม็ลบ สาํหรับ 0m   และ m  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

   2 1

1 0
1 1 1 0 1

0 0

m

m
m m m

a
vQ b S S S

c




    

 
   
  

 

โดยทีÉ v  แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ 1Q  แทนตวัผกผนั (inverse) ของเมทริกซ ์

ก่อกาํเนิด Q  
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บทนิยาม Ŝ.ř1 บางพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสาม (Some Polynomials Defined 

by Recurrence Relations of Order 3) nX  สาํหรับจาํนวนเตม็ 3n   นิยามดงันีÊ  

                              1 2 3( ) ( )n n n nX a x X b x X cX                          ; ,a b  และ 0c   

โดยทีÉ ( ) , ( )a x b x  เป็นสัมประสิทธิÍ พหุนาม x  และ 0c   

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้   2
0 1 21, ,X X x X x    

ดงันัÊน จะไดว้า่ลาํดบัของพหุนาม nX  คือ  

    

          

22 2 2

3 2 2 22

1, , , ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )( ) ( ),

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ...

x x a x x b x x c a x b x x ax bx c x ca x

a x a x b x c x a x b x bx ca x x a x b x c

     

      
 

 

ข้อสังเกต Ŝ.ř2 สาํหรับสมการเวียนเกิดลาํดบัทีÉ n  สัมประสิทธิÍ ของพจน์ทีÉ x n  จะตอ้งเป็นจาํนวน

จริงเท่านัÊน เพืÉอจะไดพ้หุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสาม ถา้เป็นสัมประสิทธิÍ ทีÉเป็น

พหุนาม x  ผลลพัธ์ทีÉไดอ้าจจะไม่ใช่พหุนาม 

 

ทฤษฎีบท Ŝ.ř3 เมทริกซ์ก่อกําเนิด (The generator matrix) ของบางพหุนามทีÉนิยามโดย

ความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสาม (Some Polynomials Defined by Recurrence Relations of Order 3) 

สาํหรับ 1n   และ n  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

  2
2 1

( ) 1 0
1 ( ) 0 1

0 0

n

n
n n n

a x
rQ x x b x X X X

c
 

 
      
  

   

โดยทีÉ r แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ Q  แทนเมทริกซ์ก่อกาํเนิด 

 

บทนิยาม Ŝ.ř4 บางพหุนามทีÉนิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสาม (Some Polynomials Defined 

by Recurrence Relations of Order 3) mX  สาํหรับจาํนวนเตม็ 0m   นิยามดงันีÊ  

3 2 1
1 ( ) ( )

m m m m
a x b xX X X X

c c c      

โดยทีÉ ( ) , ( )a x b x  เป็นสัมประสิทธิÍ พหุนาม x  และ 0c   

โดยมีเงืÉอนไขเริÉมตน้   2
0 1 21, ,X X x X x    
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ดงันัÊน จะไดว้า่ลาํดบัของพหุนาม mX  คือ 

       

 

2 2 2 32 2

2 3

22 2

2

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, ,

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),

a x x a x x a x b x b x x b x x a x b x x b x
c c c

b x x a x b x x b xx a x x a x x b x
c c c

       
    
   
   

              



 

 

ทฤษฎีบท Ŝ.řŜ เมทริกซ์ก่อกําเนิด (The generator matrix) ของบางพหุนามทีÉนิยามโดย

ความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสาม (Some Polynomials Defined by Recurrence Relations of Order 3) 

ทีÉมีดชันีเป็นจาํนวนเตม็ลบสําหรับ 0m   และ m  ถูกกาํหนดดงันีÊ  

 2
2 1

( ) 1 0
1 ( ) 0 1

0 0

m

m
m m m

a x
rQ x x b x X X X

c




    

 
      
  

        

โดยทีÉ r  แทนเวกเตอร์ค่าเริÉมตน้ของลาํดบั และ 1Q  แทนตวัผกผนั (inverse) ของเมทริกซ ์

ก่อกาํเนิด Q  

 การคน้ควา้อิสระนีÊ ช่วยเสริมสร้างความเขา้ใจเกีÉยวกบัโครงสร้างของลาํดบัและพหุนามทีÉ

นิยามโดยความสัมพนัธ์เวียนเกิดอนัดบัสาม ผา่นเมทริกซ์ก่อกาํเนิด ซึÉงเป็นแนวทางทีÉสามารถนาํไป

พฒันาต่อในงานวิจยัอืÉน ๆ ในอนาคตได ้
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