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กิตติกรรมประกาý

งานค้นคü้าอิÿระฉบับนี้เป็นÿ่üนĀนึ่งของการýึกþาในกระบüนüิชาการค้นคü้าอิÿระ (206499) ตามĀลักÿูตร
ปริญญาüิทยาýาÿตรบัณฑิต ÿาขาคณิตýาÿตร์ คณะüิทยาýาÿตร์ มĀาüิทยาลัยเชียงใĀม่ โดยมีüัตถุประÿงค์
เพื่อใĀ้นักýึกþาได้ýึกþาค้นคü้าประยุกต์ใช้ทฤþฎีและแนüคิดทางคณิตýาÿตร์ในการทําการค้นคü้าอิÿระ
ซึ่งผู้ค้นคü้าได้ýึกþาในเรื่อง ÿมบัติบางประการของ Steiner chains และĀน้าต่างกุĀลาบ

ผู้ค้นคü้าขอขอบพระคุณ ประธานกรรมการÿอบและในฐานะอาจารย์ที่ปรึกþางานค้นคü้าอิÿระ ที่
อนุเคราะĀ์ทั้งแรงกาย แรงใจ ÿละเüลาอันมีค่าใĀ้คําปรึกþา คําแนะนํา คําอธิบายในÿ่üนที่ผู้ค้นคü้าไม่เข้าใจ
ใĀ้คüามรู้และคําแนะนําที่เกี่ยüข้องกับการทํางานค้นคü้าอิÿระ การนําเÿนอและรูปเล่มรายงาน ตลอดจน
ตรüจÿอบคüามÿมบูรณ์ถูกต้องการค้นคü้าอิÿระนี้จนประÿบคüามÿําเร็จตามüัตถุประÿงค์ทุกประการ

ขอขอบพระคุณ อาจารย์กรรมการÿอบงานค้นคü้าอิÿระที่ได้ÿละเüลาอันมีค่าใĀ้ข้อเÿนอแนะ พิจารณา
และตรüจÿอบคüามถูกต้องเĀมาะÿม รüมถึงใĀ้คําแนะนําที่เป็นประโยชน์ต่อการปรับปรุงแก้ไขงานค้นคü้า
อิÿระฉบับนี้ใĀ้ÿําเร็จลุล่üงด้üยดี

ทั้งนี้ขอกราบขอบพระคุณ บิดา มารดา ผู้มีพระคุณ ที่ใĀ้กําลังใจ กําลังÿติปัญญาอย่างÿม่ำเÿมอตลอด
การทำงานตั้งแต่เริ่มต้นจนÿําเร็จลุล่üงตามüัตถุประÿงค์

ขอขอบคุณคณาจารย์ภาคüิชาคณิตýาÿตร์ที่ได้กรุณาอบรมÿั่งÿอนüิชาคüามรู้ทั้งในและนอกตําราใĀ้
แก่ผู้ค้นคü้าอันเป็นประโยชน์และÿามารถนํามาประยุกต์ใช้ในการýึกþาค้นคü้าอิÿระในครั้งนี้

ขอขอบคุณเพื่อน พี่ น้อง ภาคüิชาคณิตýาÿตร์ตลอดจนผู้มีÿ่üนเกี่ยüข้องทุกท่านที่มิได้กล่าüถึงที่ใĀ้กํา
ลังใจ ใĀ้คüามรู้ใĀ้การช่üยเĀลือ เป็นผลใĀ้งานค้นคü้าอิÿระนี้ออกมาเป็นไปตามรูปแบบและüัตถุประÿงค์
ทุกประการ

นายอริญชัย จำพันดุง
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บทคัดย่อ

การค้นคü้าอิÿระนี้ ได้แรงบันดาลใจจากการýึกþาของ Steve Pomerantz เรื่อง Rose Windows
from Circle Inversion ซึ่งในบทคüามนั้นผู้แต่งได้อธิบายการมีอยู่ของ Steiner chain ของüงกลมÿองüง
ที่ไม่ตัดกัน และได้อธิบายถึงจำนüนüงกลมใน Steiner chain ผ่านÿมการคüามÿัมพันธ์ของรัýมีของüงกลม
และระยะทางระĀü่างจุดýูนย์กลางของüงกลม นอกจากนี้บทคüามยังได้อธิบายการÿร้างĀน้าต่างกุĀลาบ
จาก Steiner chain ÿําĀรับการค้นคü้าอิÿระนี้เราได้ทำการýึกþาคüามÿัมพันธ์ของÿมการดังกล่าüเพิ่ม
เติม มากไปกü่านั้นเราได้แÿดงการÿร้างĀน้าต่างกุĀลาบที่พบในประเทýไทยโดยใช้ Steiner chain

Abstract

This independent study is motivated by the study of Steve Pomerantz on the topic
“Rose Windows from Circle Inversion”. In the work, the author describes the existence
of a Steiner chain for two given nonintersecting circles and the number of circles in the
Steiner chain via on equation relating to the radii and the distant of the centers of the
given circles. Moreover, the paper explains how to construct rose windows from Steiner
chain. In this independent study, we further study the relationship in the aforementioned
equation. In addition, we give a construction of a rose window found in Thailand using a
Steiner chain.
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บทที่ 1

บทนำ (Introduction)

Āน้าต่างกุĀลาบ (Rose window) โดยทั่üไปĀมายถึงĀน้าต่างทรงกลมซึ่งมักจะใช้ในการÿร้างคริÿต์ýาÿน
ÿถาน คำü่า “rose window” เริ่มใช้กันมาตั้งแต่คริÿต์ýตüรรþที่ 17 และ พจนานุกรมอ๊อกซฟอร์ดระบุü่า
rose ในที่นี้Āมายถึง ดอกกุĀลาบ

คำü่า “wheel window” มักจะĀมายถึงĀน้าต่างที่แบ่งเป็นซี่ ๆ กระจายออกไปจากเพลาýูนย์กลาง
ÿ่üนคำü่า “rose window” มักจะใช้เฉพาะĀน้าต่างทรงกลมที่ถูกออกแบบใĀ้มีคüามซับซ้อนซึ่งดูคล้าย
กับกลีบกุĀลาบที่ซ้อนกัน Āน้าต่างกลมที่ไม่มีซี่ที่นิยมทำกันในโบÿถ์ในประเทýอิตาลีเรียกü่า “Āน้าต่างตา”
(Ocular Āรือ oculus window )

Āน้าต่างกุĀลาบ เป็นเอกลักþณ์อย่างĀนึ่งของÿถาปัตยกรรมแบบกอทิกซึ่งจะเĀ็นได้จากในมĀาüิĀาร
ทางตอนเĀนือของประเทýฝรั่งเýÿ แต่แท้ที่จริงแล้üการÿร้างĀน้าต่างกุĀลาบเริ่มตั้งแต่ยุคกลาง และกลับ
มาเป็นที่นิยมอีกครั้งในÿมัยÿถาปัตยกรรมฟื้นฟูกอทิกเมื่อคริÿต์ýตüรรþที่ 19

ที่มาของĀน้าต่างกุĀลาบอาจจะพบในÿถาปัตยกรรมโรมันที่เรียกü่า “อ็อคคิüลัÿ” (oculus) Āรือ “ตา”
ซึ่งเป็นช่องกลมกü้างบนเพดานใĀ้แÿงและอากาýÿ่องเข้ามาภายในÿิ่งก่อÿร้างได้ “อ็อคคิüลัÿ” ที่ÿำคัญ
ที่ÿุดเป็นช่องเปิดกลมบนĀลังคาของตึกแพนเธียน (Pantheon) ณ กรุงโรม

Figure 1.1: The oculus of the Pantheon, Rome

ต่อมาĀน้าต่างกุĀลาบได้ถูกพัฒนาใĀ้มีขนาดใĀญ่และมีคüามซับซ้อนของลüดลายมากยิ่งขึ้น ซึ่งทำใĀ้
Āน้าต่างกุĀลาบมีĀลากĀลายแบบ ดังนี้

• Wheel Windows เป็นĀน้าต่างเĀล่าที่มีซี่ลüดลายเรียบง่ายที่แผ่ออกมาจากเพลาýูนย์กลาง เป็น
ที่นิยมในช่üงโรมาเนÿก์และโกธิคอิตาลี พบได้ทั่üไปในยุโรปโดยเฉพาะเยอรมันและอิตาลี และ
Āน้าต่าง wheel นี้ยังเกิดขึ้นในอาคารฟื้นฟูโรมาเนÿก์ในýตüรรþที่ 19 และ 20
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Figure 1.2: Wheel - Church of San Francesco at Lucera, Italy (Wheel windows)

• Early Gothic เป็นĀน้าต่างกุĀลาบที่มีลüดลายประกอบด้üยÿ่üนโค้งทีทับซ้อนกัน เช่น กลีบดอกไม้
ทรงกลม และÿี่เĀลี่ยม Āน้าต่างนี้เกิดขึ้นทางตอนเĀนือของฝรั่งเýÿ โดยเฉพาะที่อาÿนüิĀาร Laon
ประเทýอิตาลี Āน้าต่างÿไตล์นี้เป็นที่นิยมในÿถาปัตยกรรมแบบโกธิค

Figure 1.3: Laon Cathedral, France (Early Gothic)

• Flamboyant Gothic เป็นĀน้าต่างที่ถูกทำด้üยเÿ็นโค้ง S ทำใĀ้มีลüดลายคล้ายเปลüไฟ ซึ่งแต่ละ
ÿ่üนประกอบมีรูปทรงที่ÿม่ำเÿมอ

Figure 1.4: Meaux Cathedral, France (Flamboyant Gothic)
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• Baroque ÿไตล์บาโรกมีการใช้Āน้าต่างตามากขึ้น ซึ่งไม่ได้เป็นรูปüงกลมเÿมอไป แต่มักเป็นรูปไข่
Āรือมีรูปร่างที่ซับซ้อนกü่า มักถูกล้อมรอบด้üยงานแกะÿลักอันĀรูĀรา จุดประÿงค์ของĀน้าต่างดัง
กล่าüคือการÿ่องÿü่างพื้นที่ภายในอย่างละเอียด โดยไม่ต้องใช้Āน้าต่างบานใĀญ่

Figure 1.5: Baroque of Catania (Baroque)

นอกจากคüามÿüยงามของĀน้าต่างกุĀลาบแล้ü ผู้ýึกþาÿนใจที่จะýึกþาองค์ประกอบ คุณÿมบัติ ÿมการ
ที่เกี่ยüข้องของĀน้าต่างกุĀลาบในด้านคณิตýาÿตร์ซึ่งเกี่ยüข้องกับรูปเรขาคณิตที่มีชื่อü่า “Steiner Chain”
และจะýึกþาüิธีการÿร้างĀน้าต่างกุĀลาบจาก Steiner Chain

üัตถุประÿงค์ของการค้นคü้าอิÿระ

1. เพื่อýึกþาคüามÿัมพันธ์ของจำนüนüงกลมใน Steiner chain กับรัýมีของüงกลมüงนอก และรัýมี
ของüงกลมüงใน จากÿมการ

(r − s)2 − d2 = 4rs tan2(π/n)

โดยที่ r คือรัýมีของüงกลมüงนอก s คือรัýมีของüงกลมüงใน d คือระยะĀ่างระĀü่างจุดýูนย์กลาง
ของüงกลมทั้งÿองüง และ n คือจำนüนüงกลมใน Steiner Chain

2. เพื่อýึกþาการÿร้างĀน้าต่างกุĀลาบจาก Steiner Chain

ขอบเขตของการค้นคü้าอิÿระ

ýึกþาคüามÿัมพันธ์ของจำนüนüงกลมใน Steiner chain (n) กับรัýมีของüงกลมüงนอก (r) และรัýมีของ
üงกลมüงใน (s) จากÿมการ (r − s)2 − d2 = 4rs tan2(π/n) ซึ่งจะýึกþาทั้งĀมด 2 กรณี ดังนี้

• กรณีทีี่üงกลมทั้งÿองüงมีจุดýูนย์กลางอยู่ที่ตำแĀน่งเดียüกัน (d = 0)

• กรณีทีี่ üงกลมทั้งÿองüงมีจุดýูนย์กลางคนละตำแĀน่ง (d > 0); (üงกลมüงในÿัมผัÿกับüงกลม
üงนอก)
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üิธีการดำเนินการค้นคü้าอิÿระ

1. ýึกþาคüามรู้พื้นฐานที่เกี่ยüข้องกับĀน้าต่างกุĀลาบและ Steiner chain

2. ýึกþาทฤþฎีบทที่เกี่ยüข้องกับ Steiner chain

3. ตั้งÿมมติฐาน และทำการพิÿูจน์คüามÿัมพันธ์ของจำนüนüงกลมใน Steiner chain

4. เขียนเล่ม และตรüจÿอบคüามถูกต้อง

ประโยชน์ที่คาดü่าจะได้รับจากการค้นคü้าอิÿระ

1. เข้าใจคüามÿัมพันธ์ของจำนüนüงกลมใน Steiner chain (n) กับรัýมีของüงกลมüงนอก (r) และรัýมี
ของüงกลมüงใน (s) จากÿมการ (r − s)2 − d2 = 4rs tan2(π/n)

2. เข้าใจüิธีการÿร้างĀน้าต่างกุĀลาบจาก Steiner Chain



บทที่ 2

คüามรู้พื้นฐาน (Preliminaries)

บทนิยาม 2.1 Steiner chain คือ ชุดของüงกลมที่บรรจุอยู่ระĀü่างüงกลมที่ไม่ตัดกันÿองüง โดยที่üงกลม
แต่ละüงจะต้องประชิดกันและÿัมผัÿกับüงกลมทั้งÿองüงที่กำĀนดใĀ้

ตัüอย่าง 2.2

Figure 2.1: Steiner chain จำนüน 10 üง

บทนิยาม 2.3 พิจารณาüงกลม c ที่มีจุดýูนย์กลางüงกลมอยู่ที่จุด O และมีรัýมี r ใĀ้ P เป็นจุดใด ๆ
บนระนาบ อินเüอร์ÿของ P เทียบกับüงกลม c คือจุด P ′ ที่อยู่บนเÿ้นตรงที่ผ่านจุด O และ P โดยที่
OP ·OP ′ = r2

Figure 2.2: จุด P ′ คืออินเüอร์ÿของจุด P
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ข้อÿังเกต จุด P และ จุด P ′ จะเป็นจุดอินเüอร์ÿของกันและกัน กล่าüคือ เมื่อจุด P อยู่ในüงกลม จุด
P ′ จะอยู่นอกüงกลม ในทางตรงกันข้าม Āากจุด P ใด ๆ อยู่นอกüงกลม จุด P ′ จะอยู่ในüงกลม

การĀาจุดอินเüอร์ÿÿามารถแบ่งได้เป็น 2 กรณี ดังนี้

กรณีที่ 1 จุด P เป็นจุดที่อยู่ในüงกลม

1. üาดรังÿีจาก O (จุดýูนย์กลางของüงกลม c ) ผ่านจุด P

2. üาดเÿ้นตรงที่ตั้งฉากกับเÿ้น OP และตัดกันที่จุด P

3. กำĀนดใĀ้จุด N และจุด N ′ เป็นจุดตัดของüงกลม c และเÿ้นตั้งฉากที่üาดในข้อที่ 2.

4. üาดเÿ้นตรง ON

5. üาดเÿ้นตรงที่ตั้งฉากกับเÿ้น ON ซึ่งเป็นเÿ้นÿัมผัÿüงกลม c ที่จุด N

6. เกิดจุดตัด P ′ ของเÿ้นตรงในข้อ 1. และข้อ 5. ซึ่งเป็นจุดอินเüอร์ÿของจุด P

Figure 2.3: จุด P อยู่ในüงกลม และจุด P ′ อยู่นอกüงกลม

จากภาพ 2.3 จะได้ü่า △OPN ∼ △ONP ′ เนื่องจาก ∠NOP = ∠NOP ′ และ ∠OPN =

∠ONP ′ จากÿมบัติของÿามเĀลี่ยมคล้ายจะได้ü่า

OP/ON = ON/OP ′

OP ·OP ′ = ON
2

OP ·OP ′ = r2
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กรณีที่ 2 จุด P เป็นจุดที่อยู่นอกüงกลม

1. ลากเÿ้นตรงจากจุด O (จุดýูนย์กลางüงกลม c ) ถึงจุด P

2. กำĀนดใĀ้จุด M เป็นจุดกึ่งกลางของเÿ้น OP

3. üาดüงกลมโดยใĀ้จุด M เป็นจุดýูนย์กลางของüงกลม และüงกลมจะต้องผ่านจุด P

4. กำĀนดใĀ้จุด N และจุด N ′ เป็นจุดตัดของüงกลมทั้งÿองüง

5. ลากเÿ้นตรง NN ′

6. เกิดจุดตัด P ′ ของเÿ้นตรง NN ′ และเÿ้นตรง OP ซึ่งเป็นจุดอินเüอร์ÿของจุด P

Figure 2.4: จุด P อยู่นอกüงกลม และจุด P ′ อยู่ในüงกลม

จากภาพ 2.4 จะได้ü่า △OP ′N ∼ △ONP เนื่องจาก ∠NOP ′ = ∠NOP และ ∠OP ′N =

∠ONP จากÿมบัติของÿามเĀลี่ยมคล้ายจะได้ü่า

OP ′/ON = ON/OP

OP ·OP ′ = ON
2

OP ·OP ′ = r2
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บทนิยาม 2.4 ใĀ้ C1 และ C2 เป็นüงกลมที่มีรัýมี M1 และ M2 ตามลำดับ เราจะกล่าüü่าüงกลมตั้งฉาก
กัน ถ้าüงกลม C1 และ C2 ตัดกันและเÿ้นÿัมผัÿüงกลม ณ จุดตัด S1 และ S2 ตั้งฉากกัน

Figure 2.5: üงกลม C1 และ C2 ตั้งฉากกัน

บทนิยาม 2.5 กำĀนดใĀ้ C1 และ C2 เป็นüงกลมที่มีจุดýูนย์กลางที่ M1 และ M2 รัýมี r1 และ r2 ตาม
ลำดับ กำลังของจุด P เทียบกับüงกลมทั้งÿองคือ

Π1(P ) = PM1
2 − r21, Π2(P ) = PM2

2 − r22

แกนแรดิคอล คือเซตของจุด P ทั้งĀมดที่

Π1(P ) = Π2(P ) (2.1)

ข้อÿังเกต แกนแรดิคอลจะตั้งฉากกับเÿ้นตรง M1M2 เÿมอ

Figure 2.6: แกนแรดิคอลของüงกลม C1 และ C2
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ทฤþฎีบท 2.6 กำĀนดใĀ้ C1 และ C2 เป็นüงกลมÿองüงที่ไม่ตัดกัน จุดýูนย์กลางอยู่ที่ M1 และ M2 ตาม
ลำดับ จะมีÿองจุดเรียกü่า L และ L′ ที่อยู่บนเÿ้นตรงที่ผ่านจุดýูนย์กลาง M1 และ M2 ใĀ้ E เป็นüงกลม
ใด ๆ ที่ตัดüงกลม C1 และ C2 แบบตั้งฉาก จะได้ü่าüงกลม E ผ่าน L และ L′ เÿมอ (ÿามารถýึกþาการ
พิÿูจน์ได้จากĀนังÿือ Geometry: A Comprehensive Course โดย D. Pedoe Āน้า 95-96)

Figure 2.7: จุด L และ L′ ที่ปรากฏบนเÿ้นตรงที่ผ่านจุดýูนย์กลาง M1 และ M2

ต่อไปผู้ýึกþาจะยกตัüอย่างการĀาจุด L และ L′ ที่ปรากฏในทฤþฎีบท 2.6
ตัüอย่างการĀาจุด L และ L′ มีขั้นตอนดังนี้

1. กำĀนดใĀ้üงกลม C1 และ C2 เป็นüงกลมÿองüงที่ไม่ตัดกัน จุดýูนย์กลางอยู่ที่ M1 และ M2 ใĀ้มี
พิกัดเป็น (−1, 0) และ (3, 0) ตามลำดับ โดยที่ r1 = 1 และ r2 = 2

2. ลากเÿ้นตรงผ่านจุดýูนย์กลาง M1 และ M2 ดังภาพ 2.8

Figure 2.8: เÿ้นตรงที่ผ่านจุดýูนย์กลาง M1 และ M2 ของüงกลม C1 และ C2 ตามลำดับ
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3. กำĀนด P (x, y) เป็นจุดบนระนาบที่ÿอดคล้องกับÿมการ 2.1 จะได้ü่า x = 0.625 üาดเÿ้นตรง
x = 0.625 ซึ่งเÿ้นตรงนี้คือแกนแรดิคอลของüงกลม C1 และ C2 ดังภาพ 2.9

Figure 2.9: แกนแรดิคอลของüงกลม C1 และ C2

4. ใĀ้จุด P (0.625, 2) เป็นจุดที่อยู่บนแกนแรดิคอล จากนั้นüาดเÿ้นÿัมผัÿüงกลม C1 และ C2 กับจุด
P ทำใĀ้เกิดจุดที่เÿ้นตรงÿัมผัÿกับüงกลมทั้งĀมด 4 จุด นั่นคือ จุด S1, T1, S2, T2 ดังภาพ 2.10

Figure 2.10: จุด S1, T1, S2 และ T2 คือจุดÿัมผัÿของเÿ้นÿัมผัÿüงกลม C1 และ C2 กับจุด P
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5. ÿร้างüงกลม C0 รัýมี PT1 จุดýูนย์กลางอยู่ที่จุด P จากÿมบัติการตั้งฉากของüงกลมจะได้ü่าจุด
S1, T1, S2 และ T2 อยู่บนüงกลมนี้ด้üย ดังภาพ 2.11

Figure 2.11: üงกลม C0 ตั้งฉากกับüงกลม C1 และ C2

6. เกิดจุดตัดของüงกลม C0 กับเÿ้นตรงที่ผ่านจุด M1 และ M2 ใĀ้จุดตัดที่เกิดขึ้นทั้งÿองจุดนั้นเป็น L

และ L′ ดังภาพ 2.12

Figure 2.12: üงกลม C0 ตัดกับเÿ้นตรงที่ผ่านจุด M1 และ M2 เกิดจุด L และ L′
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ทฤþฎีบท 2.7 (Secant Theorem) ÿำĀรับÿองเÿ้นตรง AD และ BC ที่ตัดกัน ณ จุด P ซึ่งถ้า A,B,C

และ D เป็นจุดบนüงกลมเดียüกัน จะได้ü่า

PA · PD = PB · PC

Figure 2.13: เÿ้นตรง AD และ BC ตัดüงกลมเดียüกัน และตัดกัน ณ จุด P

พิสูจน.์ ใĀ้ AD และ BC เป็นเÿ้นตรงที่ตัดกันที่จุด P และใĀ้ A,B,C และ D เป็นจุดที่อยู่บนüงกลม
เดียüกัน ดังภาพ 2.13 จะได้ü่า △PAC ∼ △PBD เนื่องจาก ∠APC = ∠BPD และ ∠ADB =

∠ACB เพราะเป็นมุมในÿ่üนโค้งของüงกลม จากÿมบัติของÿามเĀลี่ยมคล้ายจะได้ü่า

PA/PC = PB/PD

PA · PD = PB · PC
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ทฤþฎีบท 2.8 (Tangent-Secant Theorem) กำĀนด g เป็นเÿ้นตรงที่ตัดüงกลม ณ จุด G1 และ G2 และ
t เป็นเÿ้นตรงที่ÿัมผัÿüงกลม ณ จุด T กำĀนดใĀ้ g และ t ตัดกันที่จุด P จะได้ü่า

PT
2
= PG1 · PG2

Figure 2.14: เÿ้นตรง g และ t ตัดกัน ณ จุด P

พิสูจน.์ ใĀ้ g และ t ตัดกันที่จุด P โดยที่ g เป็นเÿ้นตรงที่ตัดüงกลม ณ จุด G1 และ G2 และ t เป็นเÿ้นตรง
ที่ÿัมผัÿüงกลม ณ จุด T ดังภาพ 2.14 จะได้ü่า △PG1T ∼ △PTG2 เนื่องจาก ∠G1PT = ∠TPG2

และ ∠G1TP = ∠TG2P จากÿมบัติของÿามเĀลี่ยมคล้ายจะได้ü่า

PT/PG1 = PG2/PT

PT
2
= PG1 · PG2
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บทนิยาม 2.9 กำĀนดใĀ้ △ABC และ △DEF ที่มี ∠CAB = ∠FDE และ CA/FD = AB/DE

จะได้ü่าÿามเĀลี่ยมทั้งÿองคล้ายกันแบบด้าน-มุม-ด้าน

Figure 2.15: ÿามเĀลี่ยมÿองรูปที่คล้ายกันแบบด้าน-มุม-ด้าน

บทตั้ง 2.10 ÿำĀรับจุด A และ B ที่ไม่ได้อยู่บนเÿ้นตรงเดียüกันซึ่งผ่านจุดýูนย์กลาง O ของüงกลม c รัýมี
R กำĀนดใĀ้ A′ และ B′ เป็นอินเüอร์ÿของ A และ B ผ่านüงกลม c จะได้ü่า △OA′B′ และ △OBA

เป็นÿามเĀลี่ยมคล้าย

Figure 2.16: อินเüอร์ÿจุดÿองจุดที่ไม่ได้อยู่บนเÿ้นตรงเดียüกันผ่านüงกลมจะได้ü่า △OA′B′ ∼ △OBA
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พิสูจน.์ กำĀนด c เป็นüงกลมที่มีจุดýูนย์กลาง O รัýมี R ใĀ้ A เป็นจุดในüงกลม c และ B เป็นจุดนอก
üงกลม c และใĀ้ A′ และ B′ เป็นจุดอินเüอร์ÿของ A และ B ดังภาพ 2.16 ทำใĀ้ได้ △OA′B′ และ
△OBA ต้องการแÿดงü่าÿามเĀลี่ยมÿองรูปนี้คล้ายกัน
จากบทนิยาม 2.3 จะได้ OA ·OA′ = R2 และ OB ·OB′ = R2

พิจารณา

OA ·OA′ = OB ·OB′

OA′/OB = OB′/OA

จาก ∠A′OB′ = ∠AOB และ OA′/OB = OB′/OA ตามบทนิยาม 2.9 จะได้ü่า △OA′B′ ∼
△OBA

ข้อÿังเกต 2.11 เนื่องจาก △OA′B′ ∼ △OBA จะได้ü่า

A′B′/AB = OB′/OA

A′B′/AB = (R2/OB)/OA

A′B′ =
(
R2/OA ·OB

)
AB

บทนิยาม 2.12 ถ้า A, B, C และ D เป็นจุดที่อยู่บนเÿ้นตรงเดียüกัน จะมีฟังก์ชันของจุดที่ เรียกü่า
อัตราÿ่üนข้าม (Cross-ratio) เขียนแทนด้üย {AB,CD} และกำĀนดโดย {AB,CD} = AC/AD :

BC/BD = AC · BD/AD · BC

ทฤþฎีบท 2.13 ใĀ้ A, B, C และ D เป็นจุดที่อยู่บนเÿ้นตรงเดียüกัน ถ้าเราอินเüอร์ÿจุดทั้งÿี่จุดด้üย
üงกลมที่มีจุดýูนย์กลาง O จะได้ü่า {A′B′, C ′D′} = {AB,CD}

Figure 2.17: อินเüอร์ÿของจุด A, B, C และ D ที่อยู่บนเÿ้นตรงเดียüกัน



16

พิสูจน.์ ใĀ้ R เป็นรัýมีของüงกลมที่มีจุดýูนย์กลางอยู่ที่ O จากบทตั้ง 2.10 และ ข้อÿังเกต 2.11
พิจารณา

A′C ′ =
(
R2/OA ·OC

)
AC, B′C ′ =

(
R2/OB ·OC

)
BC

A′D′ =
(
R2/OA ·OD

)
AD, B′D′ =

(
R2/OB ·OD

)
BD

ดังนั้น
A′C ′/B′C ′ =

(
OB/OA

) (
AC/BC

)
(2.2)

A′D′/B′D′ =
(
OB/OA

) (
AD/BD

)
(2.3)

นำÿมการ 2.2 Āารด้üยÿมการ 2.3 จะได้ü่า

A′C ′ · B′D′/A′D′ · B′C ′ = AC · BD/AD · BC

ดังนั้น {A′B′, C ′D′} = {AB,CD}

การอินเüอร์ÿüงกลม

การอินเüอร์ÿüงกลมจะใช้Āลักการเดียüกับการอินเüอร์ÿจุดในบทนิยาม 2.3 กล่าüคือเราจะอินเüอร์ÿทุก
จุดบนüงกลมผ่านüงกลมอินเüอร์ÿ ทั้งนี้จุดýูนย์กลางเดิมอาจจะไม่ถูกอินเüอร์ÿเป็นจุดýูนย์กลางใĀม่

Figure 2.18: อินเüอร์ÿüงกลม c1 เป็นüงกลม c2

กำĀนดใĀ้ c เป็นüงกลมอินเüอร์ÿ รัýมี R จุดýูนย์กลาง O และใĀ้ c1 เป็นüงกลมที่ถูกอินเüอร์ÿ
จุดýูนย์กลาง P เราจะÿามารถÿร้างเÿ้นตรงที่ผ่านทั้งÿองจุดนี้ได้ เกิดจุดตัดของüงกลม c1 กับเÿ้นตรงนี้ใĀ้
เป็น A และ B ใĀ้ A′ และ B′ เป็นอินเüอร์ÿของ A และ B ใĀ้ M เป็นจุดกึงกลางของ A′ และ B′ จะ
ได้ü่า c2 เป็นüงกลมอินเüอร์ÿของ c1 จุดýูนย์กลางที่ M รัýมี MA′ Āลังจากการอินเüอร์ÿ การที่üงกลม
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ขยายĀรือĀดตัüจะขึ่นอยู่กับค่าคงที่ k ค่าĀนึ่ง โดยที่ทุกจุดบน c2 ถูกกำĀนดโดยจุดบน üงกลม c1 ซึ่งใĀ้
เป็นจุด X ใดๆ เราจะอินเüอร์ÿจุด X ไปยังจุดที่มีระยะĀ่างเท่ากับ k(OX) จาก O (k > 1 ÿำĀรับการ
ขยาย ,0 < k < 1 ÿำĀรับการĀดตัü) ใĀ้ Y เป็นอีกจุดที่อยู่บนüงกลม c1 ซึ่งอยู่บนรังÿี OX ด้üย จาก
นิยาม 2.3 การอินเüอร์ÿจุด จะได้ü่า

OY ′ = R2/OY = (OX/OX)(R2/OY ) = (R2/OX ·OY )(OX)

จากทฤþฎีบท 2.7 Secant theorem ได้ü่า

OX ·OY = OA ·OB

นั่นคือ

OY ′ = (R2/OA ·OB)(OX)

= k ·OX

ดังนั้น

k = R2/OA ·OB

ÿรุปได้ü่าค่าคงที่ k ขึ้นอยู่กับขนาดของüงกลม c และระยะĀ่างจากจุด O

ข้อÿังเกต 2.14 จากภาพ 2.18 ถ้าจุด X = Y จะได้ü่า รังÿี OX กลายเป็นเÿ้นÿัมผัÿüงกลมดังภาพ 2.19
จุด X จะถูกอินเüอร์ÿเป็นจุด X ′ ใĀ้ r และ r′ เป็นรัýมีของ c1 และ c2 ตามลำดับ ทำใĀ้ได้ü่า △OXP

∼ △OX ′M ทำใĀ้ได้คüามÿัมพันธ์

r/OX = r′/OX ′

r/OX = r′/k ·OX

r′ = k · r

r′ = (R2/OA ·OB) · r

จากข้อÿังเกต 2.14 เราÿามารถÿรุปคüามÿัมพันธ์ของรัýมี r ของüงกลม c1 และ รัýมี r′ ของüงกลม
c2 ได้ดังÿมการต่อไปนี้

r′ = (R2/OA ·OB) · r



18

Figure 2.19: อินเüอร์ÿ X โดยที่ รังÿี OX เป็นเÿ้นÿัมผัÿüงกลม c1

ทฤþฎีบท 2.15 üงกลมÿองüงใดๆที่ไม่มีจุดýูนย์กลางร่üมกัน α และ β อาจถูกอินเüอร์ÿใĀ้เป็นüงกลมที่มี
จุดýูนย์กลางร่üมกันได้ ทั้งนี้ α Āรือ β ต้องไม่บรรจุจุดýูนย์กลางของüงกลมอินเüอร์ÿ (ÿามารถýึกþาการ
พิÿูจน์ได้จากĀนังÿือ Geometry: A Comprehensive Course โดย D. Pedoe Āน้า 97-98)

Figure 2.20: üงกลมÿองüง α และ β ถูกอินเüอร์ÿเป็นüงกลม α′ และ β′
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ทฤþฎีบท 2.16 พิจารณาüงกลมÿองüงที่ไม่ตัดกันดังภาพ 2.21 ที่มีรัýมี r และ s ตามลำดับ โดยกำĀนด
ใĀ้ r > s และระยะĀ่างระĀü่างจุดýูนย์กลางของüงกลมทั้งÿองüง คือ d จะได้ü่า ถ้ามี Steiner chain ที่มี
จำนüนüงกลม n üง จะได้ü่า r, s, d และ n ÿอดคล้องกับÿมการต่อไปนี้

(r − s)2 − d2 = 4rs tan2(π/n)

Figure 2.21: üงกลมÿองüงที่ไม่ตัดกันโดยมีระยะĀ่างระĀü่างจุดýูนย์กลางเป็น d (ซ้าย), üงกลมÿองüงที่
ไม่ตัดกัน โดยที่ d = 0 (ขüา)

พิสูจน.์ ÿมมติü่าเÿ้นผ่านýูนย์กลางของüงกลม α และ β ตัดกันที่จุด A,B และ C,D ตามลำดับ
จากทฤþฎีบท 2.15 จะได้จุดอินเüอร์ÿ A′, B′ และ C ′, D′ ซึ่งจะเป็นจุดตัดของเÿ้นผ่านýูนย์กลางกับ
üงกลมที่มีจุดýูนย์ร่üมกัน α′ และ β′

ÿมมติü่ารัýมีของ α และ β เป็น r และ s ตามลำดับ ระยะĀ่างของจุดýูนย์กลางของüงกลมทั้งÿองüงกลม
เป็น d

ใĀ้รัýมีของüงกลมที่มีจุดýูนย์กลางร่üมกัน α′ และ β′ เป็น R1 และ R2 ตามลำดับ
จากทฤþฎีบท 2.13, {AB,CD} = {A′B′, C ′D′} ทำใĀ้ได้ü่า

AC · BD/AD · BC = A′C ′ · B′D′/A′D′ · B′C ′

จากภาพที่ 2.22 จะได้ด้านซ้ายของÿมการ

(r − d− s)(r + d− s)/(r − d+ s)(r + d+ s) = [(r − s)2 − d2]/[(r + s)2 − d2]

และด้านขüาของÿมการ

(R1 −R2)2/(R1 +R2)2

นำทั้งÿองข้างของÿมการมาเท่ากันและจัดรูปÿมการจะได้ü่า

(r − s)2 − d2 = rs(R1/R2 +R2/R1 − 2) (2.4)
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Figure 2.22: üงกลมÿองüงที่ไม่ตัดกันโดยมีระยะĀ่างระĀü่างจุดýูนย์กลางเป็น d (ซ้าย), üงกลมÿองüงที่
ไม่ตัดกัน โดยที่ d = 0 (ขüา)

Figure 2.23: Steiner chain n üง ที่ÿัมผัÿกับüงกลม α′ และ β′ (ซ้าย), ÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üที่ปรากฏใน
ภาพซ้าย (ขüา)

ถ้าüาดĀ่üงโซ่ n üงที่ติดกับüงกลม α′ และ β′ ดังภาพที่ 2.23 เมื่อเราพิจารณาÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üที่ปรากฏ
จะได้ü่า

sin(π/n) =
(R2 −R1)/2

R1 + (R2 −R1)/2

=
R2 −R1

2
· 2

2R1 +R2 −R1

= (R2 −R1)/(R2 +R1)

ดังนั้นจะได้คüามÿัมพันธ์
sin(π/n) = (R2 −R1)/(R2 +R1)
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พิจารณา (R2 −R1)/(R2 +R1) = sin(π/n)

R2 −R1 = (R2 +R1) sin(π/n)

R2 −R1 = R2 sin(π/n) + R1 sin(π/n)

R2(1− sin(π/n)) = R1(1 + sin(π/n))

R2/R1 = (1 + sin(π/n))/(1− sin(π/n)) (2.5)

แทนÿมการ 2.5 ในÿมการ 2.4 จะได้ü่า

(r − s)2 − d2 = rs

(
1− sin(π/n)

1 + sin(π/n)
+

1 + sin(π/n)

1− sin(π/n)
− 2

)

= rs

(
(1− sin(π/n))2 + (1 + sin(π/n))2 − 2(1− sin(π/n))(1 + sin(π/n))

(1 + sin(π/n))(1− sin(π/n))

)

= rs
[(1− sin(π/n))− (1 + sin(π/n))]2

(1 + sin(π/n))(1− sin(π/n))

= rs
(−2 sin(π/n))2

1− sin2(π/n)

= 4rs
sin2(π/n)

cos2(π/n)

= 4rs tan2(π/n)

ดังนั้น
(r − s)2 − d2 = 4rs tan2(π/n)



บทที่ 3

ผลการýึกþา (Main Results)

3.1 ÿมบัติของ Steiner chain

ผู้ýึกþาจะýึกþาคüามÿัมพันธ์ของจํานüนüงกลมใน Steiner chain (n) กับรัýมีของüงกลมüงนอก (r)

และรัýมีของüงกลมüงใน (s) โดยที่ d คือระยะĀ่างระĀü่างจุดýูนย์กลางของüงกลมทั้งÿองüง จากÿมการ

(r − s)2 − d2 = 4rs tan2(π/n) (3.1)

ข้อÿังเกต จาการการพิÿูจน์ทฤþฎีบท 2.16 จะได้คüามÿัมพันธ์ต่อไปนี้

sin(π/n) = (r − s)/(r + s) (3.2)

ÿมการ 3.1 ÿอดคล้องกับทฤþฎีบท 2.16 และภาพ 2.21 ซึ่งเป็น Steiner chain ประเภทĀนึ่งที่เราจะ
ýึกþาในงานค้นคü้าอิÿระฉบับนี้ ÿามารถแบ่งออกเป็น 2 กรณีใĀญ่ๆดังนี้

• กรณีทีี่üงกลมทั้งÿองüงมีจุดýูนย์กลางที่ตำแĀน่งเดียüกัน (d = 0)

• กรณีทีี่üงกลมทั้งÿองüงมีจุดýูนย์กลางคนละตำแĀน่ง (d > 0)

เพื่อใĀ้ง่ายต่อการýึกþาเราจะจัดรูปÿมการ 3.1 เป็นดังนี้

n =
π

arctan
√

(r−s)2−d2

4rs

(3.3)

กรณีทีี่üงกลมทั้งÿองüงมีจุดýูนย์กลางที่ตำแĀน่งเดียüกัน (d = 0)

ทฤþฎีบทต่อไปนี้จะพิจารณาจำนüนüงกลมใน Steiner chain (n) ที่ÿอดคล้องกับÿมการ 3.3 ถ้าเราลด
ขนาดของรัýมีของüงกลมüงใน (s) จนมีค่าเข้าใกล้ 0 และกำĀนดใĀ้รัýมีของüงกลมüงนอก (r) เป็นค่า
คงที่ จะทำใĀ้จำนüนüงกลมใน Steiner chain ค่าเข้าใกล้ 2 ดังภาพที่ 3.1
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Figure 3.1: ผลลัพธ์จากการลดขนาดรัýมีของüงกลมüงใน จนมีค่าเข้าใกล้ 0

ทฤþฎีบท 3.1 กำĀนดใĀ้ d = 0 และ r > 0 เป็นค่าคงที่ จะได้ü่า lim
s→0

n(s) = 2

พิสูจน.์ ใĀ้ r เป็นค่าคงที่ จะแÿดงü่า lim
s→0

n(s) = 2 เนื่องจาก lim
s→0

arctan
√

(r−s)2

4rs = π
2

lim
s→0

n(s) = lim
s→0

⎛

⎝ π

arctan
√

(r−s)2

4rs

⎞

⎠

=
lim
s→0

π

lim
s→0

arctan
√

(r−s)2

4rs

=
π
π
2

= 2



24

Āลังจากที่เราได้ทำการลดขนาดของรัýมีของüงกลมüงใน ต่อไปเราจะทำการเพิ่มขนาดรัýมีของüงกลม
üงนอก (r) จนมีค่าเข้าใกล้ ∞ และกำĀนดใĀ้รัýมีของüงกลมüงใน (s) เป็นค่าคงที่ จะทำใĀ้จำนüนüงกลม
ใน Steiner chain มีค่าเข้าใกล้ 2 ดังภาพที่ 3.2

Figure 3.2: ผลลัพธ์จากการเพิ่มขนาดรัýมีของüงกลมüงนอก จนมีค่าเข้าใกล้ ∞

ทฤþฎีบท 3.2 กำĀนดใĀ้ d = 0 และ s > 0 เป็นค่าคงที่ จะได้ü่า lim
r→∞

n(r) = 2

พิสูจน.์ ใĀ้ s เป็นค่าคงที่ จะแÿดงü่า lim
r→∞

n(r) = 2 เนื่องจาก lim
r→∞

arctan
√

(r−s)2

4rs = π
2

lim
r→∞

n(r) = lim
r→∞

⎛

⎝ π

arctan
√

(r−s)2

4rs

⎞

⎠

=
lim
r→∞

π

lim
r→∞

arctan
√

(r−s)2

4rs

=
π
π
2

= 2
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ทฤþฎีบทต่อไปเราจะลดขนาดของรัýมีของüงกลมüงใน (s) จนมีค่าเข้าใกล้ 0 และเพิ่มขนาดรัýมีของ
üงกลมüงนอก (r) จนมีค่าเข้าใกล้ ∞ พร้อมกัน จะทำใĀ้จำนüนüงกลมใน Steiner chain มีค่าเข้าใกล้ 2
ดังภาพที่ 3.3

Figure 3.3: ผลลัพธ์จากการลดขนาดรัýมีของüงกลมüงใน จนมีค่าเข้าใกล้ 0 และเพิ่มขนาดรัýมีของüงกลม
üงนอก จนมีค่าเข้าใกล้ ∞ พร้อมกัน

ทฤþฎีบท 3.3 กำĀนดใĀ้ d = 0 และ s มีค่าเข้าใกล้ 0 และ r มีค่าเข้าใกล้∞ จะได้ü่า lim
s→0

[
lim
r→∞

n(r, s)
]
=

2 และ lim
r→∞

[
lim
s→0

n(r, s)
]
= 2

พิสูจน.์ จะแÿดงü่า lim
s→0

[
lim
r→∞

n(r, s)
]
= 2 และ lim

r→∞

[
lim
s→0

n(r, s)
]
= 2 เนื่องจาก lim

s→0
arctan

√
(r−s)2

4rs =

π
2 = lim

r→∞
arctan

√
(r−s)2

4rs

lim
s→0

[
lim
r→∞

n(r, s)
]
= lim

s→0

⎡

⎣ lim
r→∞

⎛

⎝ π

arctan
√

(r−s)2

4rs

⎞

⎠

⎤

⎦

= lim
s→0

⎡

⎢⎣
lim
r→∞

π

lim
r→∞

arctan
√

(r−s)2

4rs

⎤

⎥⎦

= lim
s→0

[
π
π
2

]

= lim
s→0

2

= 2
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ในทำนองเดียüกัน

lim
r→∞

[
lim
s→0

n(r, s)
]
= lim

r→∞

⎡

⎣lim
s→0

⎛

⎝ π

arctan
√

(r−s)2

4rs

⎞

⎠

⎤

⎦

= lim
r→∞

⎡

⎢⎣
lim
s→0

π

lim
s→0

arctan
√

(r−s)2

4rs

⎤

⎥⎦

= lim
r→∞

[
π
π
2

]

= lim
r→∞

2

= 2

กรณีทีี่üงกลมทั้งÿองüงมีจุดýูนย์กลางคนละตำแĀน่ง (d > 0)

ทฤþฎีบทต่อไปนี้ เราจะýึกþาจำนüนüงกลมใน Steiner chain (n) ที่ÿอดคล้องกับÿมการ 3.1 โดยจะ
พิจารณากรณีที่üงกลมüงในÿัมผัÿกับüงกลมüงนอก นั่นคือ กรณีที่ d มีค่าเข้าใกล้ r − s จะทำใĀ้üงกลมใน
Steiner chain มีเป็นจำนüนจำอนันต์ ดังภาพที่ 3.4

Figure 3.4: üงกลมüงในÿัมผัÿกับüงกลมüงนอกทำใĀ้มี Steiner chain เป็นจำนüนอนันต์
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ทฤþฎีบท 3.4 กำĀนดใĀ้ r และ s เป็นค่าคงที่ d มีค่าเข้าใกล้ r − s จะได้ü่า lim
d→r−s

n(d) = ∞

พิสูจน.์ ใĀ้ r และ s เป็นค่าคงที่ d มีค่า เข้า ใกล้ r − s จะแÿดงü่า lim
d→r−s

n(d) = ∞ เนื่องจาก

lim
d→r−s

(r−s)2−d2

4rs = 0 ทำใĀ้ lim
d→r−s

arctan
√

(r−s)2−d2

4rs = 0

lim
d→r−s

n(d) = lim
d→r−s

⎛

⎝ π

arctan
√

(r−s)2−d2

4rs

⎞

⎠ = ∞

3.2 การÿร้างĀน้าต่างกุĀลาบจาก Steiner chain

ต่อไปจะเป็นการÿร้างĀน้าต่างกุĀลาบในรูปแบบต่าง ๆ จาก Steiner chain เนื่องจากĀน้าต่างกุĀลาบมี
มากมายĀลายรูปแบบ ดังนั้นในงานค้นคü้าอิÿระฉบับนี้จึงขอยกตัüอย่างüิธีการÿร้างĀน้าต่างกุĀลาบเพียง
1 ตัüอย่างเท่านั้น นั่นคือ Āน้าต่างกุĀลาบที่ปรากฎในอาÿนüิĀารอัÿÿัมชัญ กรุงเทพ ฯ

Figure 3.5: Āน้าต่างกุĀลาบที่ปรากฎในอาÿนüิĀารอัÿÿัมชัญ กรุงเทพ ฯ
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ขั้นตอนüิธีการÿร้างĀน้าต่างกุĀลาบจาก Steiner chain (อาÿนüิĀารอัÿÿัมชัญ กรุงเทพ ฯ)

1. ÿร้างüงกลม A, B, C และ D ที่มีจุดýูนย์กลางอยู่จุดเดียüกัน ณ จุด O รัýมี r, s, t และ u ตาม
ลำดับ โดยที่ u < t < s < r ดังภาพ 3.6 โดยค่า r, s ต้องÿอดคล้องกับÿมการ 3.2 มีเงื่อนไขเพิ่ม
เติมü่า n จะต้องเป็นเลขคู่ และ r > s ÿ่üนค่า t Āาจากการแทนค่า s ที่ได้เป็น r ในÿมการ 3.2 มี
เงื่อนไขü่า n = n/2

Figure 3.6: üงกลม A,B,C และ D ที่มีจุดýูนย์กลาง O ร่üมกัน

2. ÿร้างÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่ü OEF โดยมีจุด O เป็นจุดยอด ที่มีมุม α = 360◦/n ( n คือ จำนüน
üงกลมใน Steiner chain) ÿ่üนของเÿ้นตรง EF เป็นฐานของÿามเĀลี่ยมและเÿ้นนี้จะเป็นเÿ้น
ÿัมผัÿüงกลม A ที่จุด G ซึ่งเป็นจุดกึ่งกลางของเÿ้น EF

Figure 3.7: ÿร้างÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่ü OEF โดยที่ÿ่üนของเÿ้นตรง EF ÿัมผัÿüงกลม A ที่จุด G
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3. ÿร้างเÿ้นแบ่งครึ่งมุมผ่านมุมฐาน E โดยใĀ้ H เป็นจุดตัดของเÿ้นแบ่งนี้กับเÿ้นระดับคüามÿูงของ
ÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่ü (OG) จากนั้นüาดüงกลมที่มีจุด H เป็นจุดýูนย์กลาง รัýมีเป็น HG ซึ่งจะเป็น
üงกลมüงแรกใน Steiner chain ดังภาพ 3.8

Figure 3.8: üงกลมที่มีจุดýูนย์กลางอยู่ที่จุด H ในÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่ü OEF

4. ทำซ้ำโดยÿร้างÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üที่อยู่ติดกันโดยมี E ′ = F และ F ′ เป็นมุมฐานของÿามเĀลี่ยü
Āน้าจั่ü และมี O เป็นจุดยอด ดังภาพ 3.9 ทำซ้ำไปเรื่อย ๆ จนได้ Steiner chain ที่ÿมบูรณ์จำนüน
n üง ดังภาพ 3.10

Figure 3.9: ÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่ü OE ′F ′ ที่ทำซ้ำจากÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่ü OEF
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Figure 3.10: Steiner chains ที่เกิดจากüงกลม A และ B จำนüน n üง

5. กำĀนดใĀ้ Y1, Y2, Y3, . . . , Yn เป็นจุดที่üงกลมÿองüงใน Steiner chain ÿัมผัÿกัน ลากเÿ้นตรงจาก
จุดýูนย์กลางO ผ่านจุด Yi เกิดจุดตัดของเÿ้นตรงกับüงกลมB ใĀ้จุดเĀล่านั้นเป็นX1, X2, X3, . . . , Xn

ดังภาพ 3.11

Figure 3.11: Steiner chain ถูกแบ่งด้üยด้üยเÿ้นตรงที่ผ่านจุด O และจุด Yi
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6. ÿร้างเÿ้นÿัมผัÿüงกลม B ที่จุด X1 เกิดจุดตัด I และ J จากนั้นÿร้างเÿ้นแบ่งครึ่งมุม I เกิดจุดตัด
K üาดüงกลมรัýมี KX1 จุดýูนย์กลางอยู่ที่ K ดังภาพ 3.12

Figure 3.12: üงกลมที่มีจุดýูนย์กลางอยู่ที่จุด K ในÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่ü OIJ

7. ทำซ้ำโดยÿร้างüงกลมที่ผ่านจุด Xi โดยที่ i = 3, 5, . . . , n− 1 ดังภาพ 3.13

Figure 3.13: Steiner chains ที่เกิดจากüงกลม B และ C จำนüน n/2 üง
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8. ใĀ้ L1, L2, L3, . . . , Ln/2 เป็นจุดที่üงกลมใน Steiner chain ชั้นในÿัมผัÿกัน และ V1, V2, V3, . . . , Vn/2

เป็นจุดตัดของเÿ้นตรง OYi กับüงกลม D ดังภาพ 3.14 ÿร้างÿ่üนของเÿ้นตรง LiVi และลบÿ่üน
โค้งน้อยของüงกลม LmLn โดยที่ Lm และ Ln เป็นจุด Li ที่อยู่บนüงกลมเดียüกัน จะได้Āน้าต่าง
กุĀลาบในอาÿนüิĀารอัÿÿัมชัญ กรุงเทพ ฯ ดังภาพ 3.15

Figure 3.14: Steiner chain ชั้นในÿัมผัÿกัน ณ จุด Li

Figure 3.15: โครงร่างของĀน้าต่างกุĀลาบในอาÿนüิĀารอัÿÿัมชัญ กรุงเทพ ฯ
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ต่อไปจะเป็นüิธีการÿร้างĀน้าต่างกุĀลาบที่ปรากฏในอาÿนüิĀารอัÿÿัมชัญ กรุงเทพ ฯ ดังภาพ 3.5 ที่มี
Steiner chain จำนüน 24 üง และ 12 üง เป็นองค์ประกอบ

ขั้นตอนüิธีการÿร้างĀน้าต่างกุĀลาบที่ปรากฏในอาÿนüิĀารอัÿÿัมชัญ กรุงเทพ ฯ

1. กำĀนดใĀ้ n = 24 และ r = 10 Āน่üย เมื่อเรานำ n และ r ไปคำนüณในÿมการ 3.2 จะได้
s = 7.69 Āน่üย จากนั้นนำค่า s ที่ได้ไปĀาค่า t โดยแทนค่า s = r และ t = s ในÿมการ 3.2 จะ
ได้ t = 4.53 ÿร้างüงกลม A, B, C และ D ที่มีจุดýูนย์กลางร่üมกัน ณ จุด O รัýมี r, s, t และ u

ตามลำดับ โดยที่ r = 10, s = 7.69, t = 4.53 และ u = 1.70 ดังภาพ 3.16

Figure 3.16: üงกลม A,B,C และ D รัýมี 10, 7.69, 4.53 และ 1.70 Āน่üย ตามลำดับ

2. ÿร้างÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üที่มุมของจุดยอด O มีค่าเท่ากับ 15 องýา เราจะÿามารถÿร้างüงกลมüงแรก
ใน Steiner chain ได้ ดังภาพ 3.17

Figure 3.17: üงกลมüงแรกของ Steiner chain ในÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üที่มุมของจุดยอด O มีค่าเท่ากับ 15◦
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3. ทำซ้ำโดยการÿร้างÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üและüงกลมไปเรื่อย ๆ จนได้üงกลมใน Steiner chain ครบทั้ง
24 üง ดังภาพ 3.18

Figure 3.18: Steiner chain ที่มีจำนüนüงกลม 24 üง

4. ÿร้างÿ่üนของเÿ้นตรงแบ่งüงกลมใน Steiner chain ออกเป็น 24 ÿ่üน ดังภาพ 3.19

Figure 3.19: Steiner chain ที่มีจำนüนüงกลม 24 üง ถูกแบ่งออกเป็น 24 ÿ่üน
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5. ÿร้าง Steiner chain จำนüน 12 üง ดังภาพ 3.20

Figure 3.20: Steiner chain จำนüน 12 üง

6. ทำลüดลายĀน้าต่างโดยลบบางÿ่üนของüงกลมที่ÿร้างขึ้นในข้อ 5. และÿร้างÿ่üนของเÿ้นตรงเพิ่ม
เติม จนได้Āน้าต่างกุĀลาบอาÿนüิĀารอัÿÿัมชัญ กรุงเทพ ฯ ดังภาพ 3.21

Figure 3.21: โครงร่างĀน้างต่างกุĀลาบอาÿนüิĀารอัÿÿัมชัญ กรุงเทพ ฯ



บทที่ 4

ÿรุปผลการýึกþา (Conclusion)

ÿมบัติของ Steiner chain

จากการýึกþาคüามÿัมพันธ์ของจํานüนüงกลมใน Steiner chain (n) กับรัýมีของüงกลมüงนอก (r) และ
รัýมีของüงกลมüงใน (s) โดยที่ d คือระยะĀ่างระĀü่างจุดýูนย์กลางของüงกลมทั้งÿองüง จากÿมการ

(r − s)2 − d2 = 4rs tan2(π/n)

ซึ่งได้พิจารณาอยู่ 2 กรณีคือ

กรณีทีี่ 1 üงกลมทั้งÿองüงมีจุดýูนย์กลางที่ตำแĀน่งเดียüกัน (d = 0)

เราได้ýึกþาÿมบัติของ Steiner chain 3 รูปแบบต่อไปนี้

1. การลดขนาดรัýมีของüงกลมüงใน จนมีค่าเข้าใกล้ 0 จะได้ü่าจำนüนüงกลมใน Steiner chain มีค่า
เข้าใกล้ 2 กล่าüคือ

lim
s→0

n(s) = 2

Figure 4.1: ผลลัพธ์จากการลดขนาดรัýมีของüงกลมüงใน จนมีค่าเข้าใกล้ 0
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2. การเพิ่มขนาดรัýมีของüงกลมüงนอก จนมีค่าเข้าใกล้ ∞ จะได้ü่าจำนüนüงกลมใน Steiner chain
มีค่าเข้าใกล้ 2 กล่าüคือ

lim
r→∞

n(r) = 2

Figure 4.2: ผลลัพธ์จากการเพิ่มขนาดรัýมีของüงกลมüงนอก จนมีค่าเข้าใกล้ ∞

3. การลดขนาดรัýมีของüงกลมüงใน จนมีค่าเข้าใกล้ 0 และเพิ่มขนาดรัýมีของüงกลมüงนอก จนมีค่า
เข้าใกล้ ∞ พร้อมกัน จะได้ผลลัพธ์คล้ายกัน กล่าüคือ

lim
s→0

[
lim
r→∞

n(r, s)
]
= 2 = lim

r→∞

[
lim
s→0

n(r, s)
]

Figure 4.3: ผลลัพธ์จากการลดขนาดรัýมีของüงกลมüงใน จนมีค่าเข้าใกล้ 0 และเพิ่มขนาดรัýมีของüงกลม
üงนอก จนมีค่าเข้าใกล้ ∞ พร้อมกัน

จากการýึกþาÿามารถÿรุปได้ü่า ลิมิต ทั้ง 3 รูปแบบ มีค่าเท่ากันคือเท่ากับ 2
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กรณีทีี่ 2 üงกลมทั้งÿองüงมีจุดýูนย์กลางคนละตำแĀน่ง (d > 0)

เราได้ýึกþากรณีที่üงกลมüงในเข้าใกล้üงกลมüงนอก ได้ผลการýึกþาü่า มีจำนüนüงกลมใน Steiner chain
เป็นอนันต์ กล่าüคือ

lim
d→r−s

n(d) = ∞

Figure 4.4: üงกลมจำนüนอนันต์üงที่ไม่ตัดกันบรรจุในüงกลม

การÿร้างĀน้าต่างกุĀลาบจาก Steiner chain

นอกจากนี้เราได้ýึกþาขั้นตอนการÿร้างĀน้าต่างกุĀลาบจาก Steiner chain โดยใช้ตัüอย่างของĀน้าต่าง
กุĀลาบที่ปรากฏในอาÿนüิĀารอัÿÿัมชัญ กรุงเทพ ฯ ผ่านÿมการคüามÿัมพันธ์

(r − s)2 − d2 = 4rs tan2(π/n)



บรรณานุกรม

[1] B. Fletcher, A History of Architecture on the Comparative Method, Elsevier Science
and Technology, 2001.

[2] D. Pedoe, A Comprehensive Course, Dover Publication, New York, 1970.

[3] R. Hartshorne, Geometry: Euclid and Beyond, Springer-Verlag, New York, 2000.

[4] S. Pomerantz , Rose Windows from Circle Inversion, Math Horizons, 29:4, 11-13, DOI:
10.1080/10724117.2022.2028520, 2022.



Nonconcentric case                .
When the two given circles are nonconcentric                , we are interested in the case
     approaches               . That is, the inner circle touches the outer circle.

Theorem 1.3 Let               be fixed. Then                                .

Theorem 1.4 

Theorem 1.1 If the centers of two nonintersecting circles, with radii   and   ,
respectively, are distance        apart and given               , then a Steiner chain with      
circles will exist if                and      satisfy

Theorem 1.5  If        approaches              , then

Theorem 1.2  Let               be fixed. Then                              .

STEP 1: Given                    and                     . Calculate      using 
equation (1) and get                    . Draw circles             and       
with a common center at a point       and with radii
                    and                 , respectively.

STEP 2: Draw an isosceles triangle with angle                                              .
Then draw the first circle in the Steiner chain as shown in the picture.

Suppose that the two given circles are concentric            . Then we obtain the
following three theorems which determine the number of circles in the Steiner chain
when       approaches 0 and      becomes very large.

Concentric case                 .

(1)

SOME PROPERTIES OF STEINER CHAINS AND ROSE WINDOWS
Arinchai Jamphandung and Dr. Khwanchai Kunwai

Department of Mathematics, Faculty of Science, Chiang Mai University 

Abstract
This independent study is motivated by the study of Steve Pomerantz on the topic
“Rose Windows from Circle Inversion”. In the work, the author describes the existence
of a Steiner chain for two given nonintersecting circles and the number of circles in
the Steiner chain via on equation relating to the radii and the distant of the centers of
the given circles. Moreover, the paper explains how to construct rose windows from
Steiner chain. In this independent study, we further study the relationship in the
aforementioned equation. In addition, we give a construction of a rose window found
in Thailand using a Steiner chain.

Steiner chain
Steiner chain is a collection of circles all of which touch each other and tangent to
two given nonintersecting circles.

Rose window
Rose window is a generic term for circular circles, especially for those found in Gothic
architecture. Rose windows are usually decorated by stained-glass with geometric
designs.

Rutgers Church in New York Strasbourg Cathedral.

See more 
rose window

Properties of steiner chain
We study the number of circles in a Steiner chain through equation (1), which relates
to the radii and the distance between the centers of the given circles.

References
Sir Banister Fletcher, A History of Architecture on the Comparative Method, first published 1896, current edition 2001, Elsevier Science and Technology
Steve Pomerantz (2022), Rose Windows from Circle Inversion, Math Horizons, 29:4,11-13

To make it easier to study, we rewrite equation (1) as follows:

   .                 (2)

Rose window from a Steiner chain
In this section, we demonstrate the construction of a Rose window from a Steiner
chain. An example is the Rose window in Assumption Cathedral, Bankok, Thailand. To
do this we follow the following 6 steps.

STEP 3: Repeat STEP 2 and obtain the Steiner chain consisting
of 24 circles.

STEP 4: Create line segments dividing the circle in the Steiner chain
into 24 segments.

STEP 5: Draw 12 circles, each of which touches two adjacent  
circles in the Steiner chain and touches the two line segments
as shown in the picture.

STEP 6: Create the pattern using the 12 circles obtained in STEP 5 as
shown in the picture.


