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บทคัดย่อ

ในการค้นคü้าอิÿระนี้เราได้ýึกþาบทนิยาม และÿมบัติบางประการของพีชคณิต CI โดยเราได้ýึกþา

แนüคิดของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI พร้อมทั้งýึกþาÿมบัติบางประการที่เกี่ยüข้อง นอกจากนี้

เราได้ýึกþาบทนิยามและÿมบัติบางประการของเคอร์เนล เซตของจุดตรึงของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรและ

ฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานบนพีชคณิต CI

Abstract

In this independent study, we study the definition and some properties of CI-algebras.

We also study the concept of symmetric bi-multipliers on CI-algebras and investigate some

related properties. Moreover, we study the definition and some properties of kernels, sets

of fixed points of symmetric bi-multipliers and homomorphisms on CI-algebras.
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บทที่ 1

บทนำ (Introduction)

แนüคิดเกี่ยüกับพีชคณิต CI (CI-algebras) ได้เริ่มýึกþาโดย Biao Long Meng ในปี 2009 [1] โดยýึกþา

เกี่ยüกับÿมบัติบางประการของพีชคณิต CI ต่อมาในปี 2021 กัลยรัตน์ เกียüประเÿรฺิฐ ได้ýึกþาแนüคิดเกี่ยü

กับตัüคูณของพีชคณิต CI [3] ในปี 2015 Tamer Firat และ Şule Ayar Özbal ได้ýึกþาเกี่ยüกับตัüคูณคู่

แบบÿมมาตรบนพีชคณิต d ซึ่งเป็นพีชคณิตĀนึ่งที่มีÿมบัติเพียงĀนึ่งข้อเĀมือนกับพีชคณิต CI โดยได้ýึกþา

บทนิยามและÿมบัติบางประการของเคอร์เนลและเซตของจุดตรึงของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต d

ÿำĀรับพีชคณิต CI ยังไม่มีผู้ýึกþาค้นคü้าเกี่ยüกับเรื่องตัüคูณคู่แบบÿมมาตร ด้üยเĀตุผลดังกล่าü ในการ

ค้นคü้าอิÿระนี้จึงเป็นการýึกþาเกี่ยüกับตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI

การýึกþาการค้นคü้าอิÿระในครั้งนี้ ได้ทำการýึกþาบทนิยามของพีชคณิต CI พร้อมยกตัüอย่าง ทั้ง

พีชคณิตจำกัดและพีชคณิตอนันต์ เราได้ýึกþาÿมบัติบางประการของตัüคูณในพีชคณิต CI ได้แก่ ÿมบัติ

ของพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัü พีชคณิต CI ที่มีÿมบัติÿลับที่ พีชคณิตย่อยและตัüคูณคู่บนพีชคณิต

CI นอกจากนี้ได้ýึกþาเกี่ยüกับตัüคูณคู่แบบÿมมาตรในพีชคณิต CI พร้อมยกตัüอย่างรüมถึงýึกþาÿมบัติ

ของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรในพีชคณิต CI และได้ýึกþาเกี่ยüกับเคอร์เนล เซตของจุดตรึงของตัüคูณคู่แบบ

ÿมมาตรและฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานบนพีชคณิต CI

ในบทที่ 2 เราได้ýึกþาคüามรู้พื้นฐานเกี่ยüกับผลคูณคาร์ทีเซียน คüามÿัมพันธ์และÿมบัติต่าง ๆ คüาม

ÿัมพันธ์ÿมมูล เซตอันดับบางÿ่üน ฟังก์ชัน การดำเนินการทüิภาคและได้ใĀ้บทนิยามของพีชคณิต CI พร้อม

ทั้งยกตัüอย่าง และได้ýึกþาÿมบัติต่าง ๆ ของพีชคณิต CI ได้แก่ พีชคณิตย่อย การแจกแจงในตัü การÿลับที่

ตัüคูณในพีชคณิต CI เคอร์เนลและเซตของจุดตรึงตัüคูณในพีชคณิต CI

ในบทที่ 3 เราได้ýึกþาบทนิยามของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI พร้อมทั้งยกตัüอย่าง และได้

ýึกþาÿมบัติบางประการของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI นอกจากนี้ได้ýึกþาบทนิยามและÿมบัติ

บางประการเคอร์เนล เซตของจุดตรึงของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI และฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐาน

บนพีชคณิต CI โดยแบ่งผลการýึกþาเป็น 3 Āัüข้อ ดังต่อไปนี้

• บทนิยามและตัüอย่างของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI

• เคอร์เนลและเซตของจุดตรึงของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI

• ฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานบนพีชคณิต CI
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üัตถุประÿงค์ของการค้นคü้าอิÿระ (objectives)

1. เพื่อýึกþาแนüคิดและบทนิยามของตัüคูณและตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI

2. เพื่อýึกþาÿมบัติบางประการของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI

3. เพื่อýึกþาบทนิยามและÿมบัติบางประการของเคอร์เนลและเซตของจุดตรึงของตัüคูณคู่แบบÿมมาตร

บนพีชคณิต CI

4. เพื่อýึกþาแนüคิดเกี่ยüกับฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานบนพีชคณิต CI

ขอบเขตของการค้นคü้าอิÿระ

ýึกþาแนüคิดและบทนิยามของตัüคูณและตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI พร้อมทั้งýึกþาÿมบัติบาง

ประการที่เกี่ยüข้อง นอกจากนี้เราได้ýึกþาเกี่ยüกับเคอร์เนล เซตของจุดตรึงของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรและ

ฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานบนพีชคณิต CI

üิธีการดำเนินการค้นคü้าอิÿระ

1. ýึกþาเอกÿารที่เกี่ยüกับพีชคณิต CI และตัüคูณในพีชคณิต CI

2. ýึกþาเกี่ยüกับแนüคิดและบทนิยามของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI พร้อมทั้งĀาตัüอย่าง

ประกอบ

3. ýึกþาÿมบัติบางประการของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI เช่น เคอร์เนล เซตของจุดตรึงของ

ตัüคูณคู่แบบÿมมาตรและฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานบนพีชคณิต CI พร้อมทั้งÿร้างทฤþฎีบทต่าง ๆ และ

พิÿูจน์ใĀ้เĀ็นจริง

4. เขียนเล่ม และตรüจÿอบคüามถูกต้อง

ประโยชน์ที่คาดü่าจะได้รับจากการค้นคü้าอิÿระ

1. ผู้ýึกþาค้นคü้ามีคüามเข้าใจแนüคิดและบทนิยามของตัüคูณและตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต

CI

2. ผู้ýึกþาค้นคü้าทราบÿมบัติบางประการของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI

3. ผู้ýึกþาค้นคü้าทราบบทนิยามและÿมบัติบางประการของเคอร์เนลและเซตของจุดตรึงของตัüคูณคู่

แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI
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4. ผู้ýึกþาค้นคü้ามีคüามเข้าใจแนüคิดเกี่ยüกับฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานบนพีชคณิต CI



บทที่ 2

คüามรู้พื้นฐาน (Preliminaries)

2.1 คüามÿัมพันธ์ (Relations)

บทนิยาม 2.1 ใĀ้ A และ B เป็นเซต ผลคูณคาร์ทีเซียน (Cartesian product) ของ A และ B เขียน

แทนด้üย A× B กำĀนดโดย

A× B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

โดยที่ (a, b) แทนคู่อันดับที่มี a เป็นพิกัดแรก และ b เป็นพิกัดĀลัง

ĀมายเĀตุ: ถ้า A Āรือ B เป็นเซตü่าง แล้ü A× B เป็นเซตü่าง

ตัüอย่าง 2.2 ใĀ้ A = {a, b, c} และ B = {1, 2} จะได้ü่า

A× B = {(a, 1), (a, 2), (b, 1), (b, 2), (c, 1), (c, 2)}

บทนิยาม 2.3 ใĀ้ A และ B เป็นเซตที่ไม่เป็นเซตü่าง จะกล่าüü่า r เป็นคüามÿัมพันธ์จาก A ไป B

(relation from A to B) ก็ต่อเมื่อ r ⊆ A× B

ถ้า r เป็นคüามÿัมพันธ์จาก A ไป B แล้üÿามารถเขียนแทน (a, b) ∈ r ด้üย a r b

จะเรียกคüามÿัมพันธ์จาก A ไป A ü่า คüามÿัมพันธ์บน A (relation on A)

ตัüอย่าง 2.4 ใĀ้ A = {a, b, c} และ B = {1, 2}

ใĀ้ r = {(a, 1), (b, 1), (c, 1)}

ดังนั้น r เป็นคüามÿัมพันธ์จาก A ไป B และได้ü่า a r 1, b r 1 และ c r 1
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บทนิยาม 2.5 ใĀ้ A และ B เป็นเซต และ r ⊆ A× B

1) โดเมน (domain) ของ r เขียนแทนด้üยDr นิยามโดยDr = {x ∈ A | มี y ∈ B ซึ่ง (x, y) ∈ r}

2) เรนจ์ (range) ของ r เขียนแทนด้üย Rr นิยามโดย Rr = {y ∈ B | มี x ∈ A ซึ่ง (x, y) ∈ r}

จะได้ü่า Dr ⊆ A และ Rr ⊆ B

ตัüอย่าง 2.6 ใĀ้ A = {−1,−2,−3}, B = {1, 2, 3} และ r = {(−1, 1), (−2, 2), (−3, 3)}

จะได้ü่า Dr = {−1,−2,−3} และ Rr = {1, 2, 3}

บทนิยาม 2.7 ใĀ้ A เป็นเซตที่ไม่เป็นเซตü่างและ r เป็นคüามÿัมพันธ์บน A จะกล่าüü่า

1) r มีÿมบัติÿะท้อน (reflexive) ถ้า x r x

2) r มีÿมบัติÿมมาตร (symmetric) ถ้า x r y แล้ü y r x

3) r มีÿมบัติถ่ายทอด (transitive) ถ้า x r y และ y r z แล้ü x r z

4) r มีÿมบัติปฎิÿมมาตร (antisymmetric) ถ้า x r y และ y r x แล้ü x = y

ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ A

บทนิยาม 2.8 ใĀ้ A เป็นเซตที่ ไม่ เป็นเซตü่างและ r เป็นคüามÿัมพันธ์บน A จะเรียก r ü่าเป็นคüาม

ÿัมพันธ์ÿมมูล (equivalence relation) บน A ถ้า r มีÿมบัติÿะท้อน ÿมมาตร และถ่ายทอด

ตัüอย่าง 2.9 ใĀ้ x, y, z ∈ Z และ n ∈ N กำĀนดใĀ้

x r y ⇐⇒ x ≡ y(mod n) ⇐⇒ n | (x− y)

(1) ใĀ้ x ∈ Z เนื่องจาก x− x = 0 และ n | 0 ทำใĀ้ได้ü่า n | (x− x)

ดังนั้น x ≡ x(mod n) ได้ü่า x r x นั่นคือ r มีÿมบัติÿะท้อน

(2) ใĀ้ x, y ∈ Z โดยที่ x ≡ y(mod n) นั่นคือ n | (x− y)

ดังนั้น จะมี q ∈ Z ที่ทำใĀ้ x− y = nq

จะได้ü่า y − x = n(−q) โดยที่ −q ∈ Z

นั่นคือ n | (y − x) ดังนั้น y ≡ x(mod n) ได้ü่า y r x

นั่นคือ r มีÿมบัติÿมมาตร

(3) ใĀ้ x, y, z ∈ Z โดยที่ x ≡ y(mod n) และ y ≡ z(mod n)

นั่นคือ n | (x− y) และ n | (y − z)
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ดังนั้น จะมี q1, q2 ∈ Z ที่ทำใĀ้ x− y = nq1 และ y − z = nq2

จะได้ü่า x− z = (x− y) + (y − z) = nq1 + nq2 = n(q1 + q2) โดยที่ q1 + q2 ∈ Z

นั่นคือ n | (x− z)

ดังนั้น x ≡ z(mod n) ได้ü่า x r z

นั่นคือ r มีÿมบัติถ่ายทอด

จาก (1) - (3) ÿรุปได้ü่า่ r เป็นคüามÿัมพันธ์ÿมมูล

บทนิยาม 2.10 ใĀ้ A เป็นเซตที่ไม่เป็นเซตü่างและ r เป็นคüามÿัมพันธ์บน A จะเรียก r ü่าเป็นคüาม

ÿัมพันธ์อันดับบางÿ่üน (partially ordered relation) บน A ถ้า r มีÿมบัติÿะท้อน ปฏิÿมมาตร และ

ถ่ายทอด และจะเรียกเซต A พร้อมด้üยคüามÿัมพันธ์อันดับบางÿ่üน r บน A ü่า เซตอันดับบางÿ่üน

(partially ordered set) Āรือ โพเซต (poset) เขียนแทนด้üย (A, r)

ตัüอย่าง 2.11 ใĀ้ r เป็นคüามÿัมพันธ์ | บน Z+

(1) จะเĀ็นü่า x | x ÿำĀรับทุก x ∈ Z+ ได้ü่า x r x

ดังนั้น r มีÿมบัติÿะท้อน

(2) ใĀ้ x, y ∈ Z+

ÿมมติใĀ้ x r y และ y r x

นั่นคือ x | y และ y | x จะได้ü่า x = y

ดังนั้น r มีÿมบัติปฏิÿมมาตร

(3) ใĀ้ x, y, z ∈ Z+

ÿมมติใĀ้ x r y และ y r z

นั่นคือ x | y และ y | z

จะได้ü่า x | z นั่นคือ x r z

ดังนั้น r มีÿมบัติถ่ายทอด

จาก (1) - (3) ÿรุปได้ü่า r เป็นคüามÿัมพันธ์อันดับบางÿ่üนบน Z+

ดังนั้น (Z+, r) เป็นเซตอันดับบางÿ่üน
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2.2 ฟังก์ชัน (Functions)

บทนิยาม 2.12 ใĀ้ A และ B เป็นเซตที่ไม่เป็นเซตü่าง และ f เป็นคüามÿัมพันธ์จาก A ไป B จะกล่าüü่า

1) f เป็นฟังก์ชัน (function) ถ้า (a, b) ∈ f และ (a, c) ∈ f แล้ü b = c ÿำĀรับทุก a ∈ A และ

b, c ∈ B

2) f เป็นฟังก์ชันจาก A ไป B (function from A to B) เขียนแทนด้üย f : A → B ก็ต่อเมื่อ f

เป็นฟังก์ชัน และÿำĀรับทุก a ∈ A จะมี b ∈ B ซึ่ง (a, b) ∈ f นั่นคือ Df = A

ถ้า f เป็นฟังก์ชันจาก A ไป B แล้üจะเขียนแทน (x, y) ∈ f ด้üย y = f(x)

บทนิยาม 2.13 ใĀ้ A และ B เป็นเซตที่ไม่เป็นเซตü่างและ f เป็นฟังก์ชันจาก A ไป B จะกล่าüü่า

1) f เป็นฟังก์ชันĀนึ่งต่อĀนึ่งจาก A ไป B (one-to-one function from A to B) (เขียนแทน

ด้üย f : A
1−1−−→ B) ถ้า f(x) = f(y) แล้ü x = y ÿำĀรับทุก x, y ∈ A

2) f เป็นฟังก์ชันทั่üถึงจาก A ไป B (function from A onto B) (เขียนแทนด้üย f : A
onto−−→ B)

ถ้าÿำĀรับทุก y = B จะมี x ∈ A ที่ทำใĀ้ f(x) = y นั่นคือ Rf = B

3) f เป็นฟังก์ชันĀนึ่งต่อĀนึ่งแและทั่üถึงจาก A ไป B (one-to-one and onto function from

A to B ) (เขียนแทนด้üย f : A
1−1−−→
onto

B) ก็ต่อเมื่อ f เป็นฟังก์ชันĀนึ่งต่อĀนึ่งจาก A ไปทั่üถึง B

ตัüอย่าง 2.14 ใĀ้ A = {1, 2, 3, 4} และ B = {a, b, c}

กำĀนดใĀ้ f : A → B โดยที่ f = {(1, a), (2, b), (3, b), (4, c)}

และ g : B → B โดยที่ g = {(a, a), (b, b), (c, c)}

จะได้ü่า Rf = Rg = {a, b, c} = B

ดังนั้น f เป็นฟังก์ชันทั่üถึงจาก A ไป B และ g เป็นฟังก์ชันĀนึ่งต่อĀนึ่งแและทั่üถึงจาก B ไป B

บทนิยาม 2.15 ใĀ้ A,B,C เป็นเซตที่ ไม่ เป็นเซตü่างและ f : A → B และ g : B → C นิยาม

g ◦ f : A → C กำĀนดโดย

(g ◦ f)(x) = g(f(x))

ÿำĀรับทุก x ∈ A เรียก g ◦ f ü่าฟังก์ชันประกอบ (composite function) ของ f และ g
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บทนิยาม 2.16 ใĀ้ f : A → B จะเรียกเรนจ์ของ f ü่า ภาพ (image) ของ f เขียนแทนด้üย Im(f)

นั่นคือ

Im(f) = {b ∈ B | b = f(a) ÿำĀรับบาง a ∈ A} = {f(a) | a ∈ A}

บทนิยาม 2.17 ใĀ้ f : A → B,X ⊆ A และ Y ⊆ B

(1) ภาพของ X ภายใต้ f (image of X under f ) เขียนแทนด้üย f(X) คือ เซต

f(X) = {b ∈ B | b = f(x) ÿำĀรับบาง x ∈ X} = {f(x) | x ∈ X}

นั่นคือ b ∈ f(X) ก็ต่อเมื่อ f(x) = b ÿำĀรับบาง x ∈ X

(2) ภาพผกผันของ Y ภายใต้ f (inverse image of Y under f ) เขียนแทนด้üย f−1(Y ) คือ เซต

f−1(Y ) = {a ∈ A | f(a) ∈ Y }

นั่นคือ a ∈ f−1(Y ) ก็ต่อเมื่อ f(a) ∈ Y

บทนิยาม 2.18 ใĀ้ X เป็นเซตที่ไม่เป็นเซตü่าง นิยาม f : X → X กำĀนดโดย f(a) = a ÿำĀรับทุก

a ∈ X จะเรียก f ü่าเป็นฟังก์ชันเอกลักþณ์ (identity function) บน X เขียนแทนด้üย idX

บทนิยาม 2.19 ใĀ้ X และ Y เป็นเซตที่ไม่เป็นเซตü่าง นิยาม f : X → Y กำĀนดโดย f(x) = k ÿำĀรับ

ทุก x ∈ X โดยที่ k ∈ Y นั่นคือ Rf = {k} จะเรียก f ü่าเป็นฟังก์ชันค่าคงตัü (constant function)

เขียนแทนด้üย Xk

2.3 การดำเนินการทüิภาค (ฺBinary operations)

บทนิยาม 2.20 ใĀ้ A เป็นเซตที่ไม่เป็นเซตü่าง การดำเนินการทüิภาค (binary operation) ∗ บนเซต

A คือฟังก์ชันจาก A× A ไป A นั่นคือ ∗ : A× A → A

ÿำĀรับ a, b ∈ A จะเขียนแทน ∗(a, b) ด้üย a ∗ b นั่นคือ ÿำĀรับทุกÿมาชิก a, b ∈ A จะต้องĀาค่า

a ∗ b ได้เÿมอและมีเพียงค่าเดียüที่เป็นÿมาชิกใน A

บทนิยาม 2.21 ใĀ้ A เป็นเซตที่ไม่เป็นเซตü่างและ ∅ ̸= B ⊆ A โดยที่ ∗ : A× A → A

ถ้า a ∗ b ∈ B ทุก a, b ∈ B แล้üจะเรียกü่า B มี ÿมบัติปิด (closure property) ภายใต้ ∗ ในกรณีที่ B
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มีÿมบัติปิดภายใต้ ∗ เราจะได้ü่า ∗ เป็นการดำเนินการทüิภาคบน B และเรียก ∗ ü่าเป็น การดำเนินการที่

ถูกเĀนี่ยüนำ (induced operation) ของ ∗ บน B

ตัüอย่าง 2.22 ใĀ้ G = {1,−1, i,−i} เป็นเซตย่อยของเซตของจำนüนเชิงซ้อน (C) กำĀนดการดำเนิน

การ ∗ ดังตารางต่อไปนี้

∗ 1 −1 i −i

1 1 −1 i −i

−1 −1 1 −i i

i i −i −1 1

−i −i i 1 −1

จะได้ü่า ∗ เป็นการดำเนินการทüิภาคบน G เนื่องจากÿำĀรับแต่ละ a, b ∈ G ได้ü่า a ∗ b Āาค่าได้เÿมอ

และมีเพียงค่าเดียüที่เป็นÿมาชิกใน G

2.4 พีชคณิต CI (CI-algebras)

บทนิยาม 2.23 ใĀ้ X เป็นเซตที่ไม่เป็นเซตü่าง โดยที่ ∗ เป็นการดำเนินการทüิภาคบน X และ 1 ∈ X จะ

เรียก (X, ∗, 1) Āรือ X ü่าเป็นพีชคณิต CI (CI-algebra) ถ้า X ÿอดคล้องกับÿมบัติต่อไปนี้

(CI1) x ∗ x = 1

(CI2) 1 ∗ x = x

(CI3) x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z)

ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

บทนิยาม 2.24 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI กำĀนดคüามÿัมพันธ์ ≤ บน X ดังนี้

x ≤ y ก็ต่อเมื่อ x ∗ y = 1

ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

จาก (CI1) ได้ü่า x ∗ x = 1 ÿำĀรับทุก x ∈ X

ดังนั้น x ≤ x ÿำĀรับทุก x ∈ X นั่นคือ ≤ มีÿมบัติÿะท้อน
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ตัüอย่าง 2.25 ใĀ้ X = {1, a, b} กำĀนดการดำเนินการทüิภาค ∗ บน X ดังตารางต่อไปนี้

∗ 1 a b

1 1 a b

a 1 1 1

b 1 a 1

จะแÿดงü่า (X, ∗, 1) เป็นพีชคณิต CI

จากตารางจะได้ü่า x ∗ x = 1 และ 1 ∗ x = x ÿำĀรับทุก x ∈ X

ดังนั้น (CI1) และ (CI2) เป็นจริงตามลำดับ

ต่อไปจะแÿดงü่า (CI3) เป็นจริง นั่นคือ จะแÿดงü่า x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z) ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

ซึ่งÿามารถพิÿูจน์ได้ 3× 3× 3 = 27 กรณี ดังนี้

ใĀ้ x, y, z ∈ X

ถ้า x = y = z แล้üจะได้ü่า x ∗ (y ∗ z) = 1 = y ∗ (x ∗ z)

และจากตารางจะได้ü่า

a ∗ (1 ∗ 1) = a ∗ 1 = 1 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (a ∗ 1)

b ∗ (1 ∗ 1) = b ∗ 1 = 1 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (b ∗ 1)

1 ∗ (a ∗ 1) = 1 ∗ 1 = 1 = a ∗ 1 = a ∗ (1 ∗ 1)

a ∗ (a ∗ 1) = a ∗ 1 = 1 = a ∗ 1 = a ∗ (a ∗ 1)

b ∗ (a ∗ 1) = b ∗ 1 = 1 = a ∗ 1 = a ∗ (b ∗ 1)

1 ∗ (b ∗ 1) = 1 ∗ 1 = 1 = b ∗ 1 = b ∗ (1 ∗ 1)

a ∗ (b ∗ 1) = a ∗ 1 = 1 = b ∗ 1 = b ∗ (a ∗ 1)

b ∗ (b ∗ 1) = b ∗ 1 = 1 = b ∗ 1 = b ∗ (b ∗ 1)

1 ∗ (1 ∗ a) = 1 ∗ a = a = 1 ∗ a = 1 ∗ (1 ∗ a)

a ∗ (1 ∗ a) = a ∗ a = 1 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (a ∗ a)

b ∗ (1 ∗ a) = b ∗ a = a = 1 ∗ a = 1 ∗ (b ∗ a)

1 ∗ (a ∗ a) = 1 ∗ 1 = 1 = a ∗ a = a ∗ (1 ∗ a)

b ∗ (a ∗ a) = b ∗ 1 = 1 = a ∗ a = a ∗ (b ∗ a)

1 ∗ (b ∗ a) = 1 ∗ a = a = b ∗ a = b ∗ (1 ∗ a)

a ∗ (b ∗ a) = a ∗ a = 1 = b ∗ 1 = b ∗ (a ∗ a)

b ∗ (b ∗ a) = b ∗ a = a = b ∗ a = b ∗ (b ∗ a)
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1 ∗ (1 ∗ b) = 1 ∗ b = b = 1 ∗ b = 1 ∗ (1 ∗ b)

a ∗ (1 ∗ b) = a ∗ b = 1 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (a ∗ b)

b ∗ (1 ∗ b) = b ∗ b = 1 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (b ∗ b)

1 ∗ (a ∗ b) = 1 ∗ 1 = 1 = a ∗ b = a ∗ (1 ∗ b)

a ∗ (a ∗ b) = a ∗ 1 = 1 = a ∗ 1 = a ∗ (a ∗ b)

b ∗ (a ∗ b) = b ∗ 1 = 1 = a ∗ 1 = a ∗ (b ∗ b)

1 ∗ (b ∗ b) = 1 ∗ 1 = 1 = b ∗ b = b ∗ (1 ∗ b)

a ∗ (b ∗ b) = a ∗ 1 = 1 = b ∗ 1 = b ∗ (a ∗ b)

ดังนั้น (CI3) เป็นจริง

จะได้ü่า (X, ∗, 1) เป็นพีชคณิต CI

จากตารางจะเĀ็นü่า x ∗ x = 1 ÿำĀรับทุก x ∈ X และ a ∗ 1 = 1, a ∗ b = 1 และ b ∗ 1 = 1

ดังนั้น 1 ≤ 1, a ≤ a, b ≤ b, a ≤ 1, a ≤ b และ b ≤ 1

จากตัüอย่างจะเĀ็นü่า ≤ ไม่มีÿมบัติÿมมาตร เนื่องจาก a ≤ 1 แต่ 1 ̸≤ a

นอกจากนี้จะเĀ็นได้ü่า ≤ มีÿมบัติถ่ายทอดและปฎิÿมมาตร

ตัüอย่าง 2.26 ใĀ้ X = N เมื่อ N แทนเซตของจำนüนนับ กำĀนดการดำเนินการทüิภาค ∗ บน X ดังต่อ

ไปนี้

x ∗ y =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

y ถ้า x = 1

1 ถ้า x ̸= 1

จะแÿดงü่า X เป็นพีชคณิต CI

1. จะแÿดงü่า (CI1) เป็นจริง

เนื่องจาก x ∗ x =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

x ถ้า x = 1

1 ถ้า x ̸= 1

เพราะฉะนั้น x ∗ x = 1 ÿำĀรับทุก x ∈ X

ดังนั้น (CI1) เป็นจริง

2. จะเĀ็นü่า (CI2) เป็นจริง เนื่องจาก 1 ∗ x = x ÿำĀรับทุก x ∈ X

3. จะพิÿูจน์ (CI3) เป็นจริง ใĀ้ x, y, z ∈ X

กรณี 1: x = 1 จะได้ü่า

x ∗ (y ∗ z) = 1 ∗ (y ∗ z) = y ∗ z = y ∗ (1 ∗ z) = y ∗ (x ∗ z)
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ดังนั้น x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z)

กรณี 2: x ̸= 1 จะได้ü่า

x ∗ (y ∗ z) = 1

และ

y ∗ (x ∗ z) = y ∗ 1 =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

y ถ้า y = 1

1 ถ้า y ≠ 1

จะได้ü่า x ∗ (y ∗ z) = 1 = y ∗ (x ∗ z)

ดังนั้น (CI3) เป็นจริง

ÿรุปได้ü่า X เป็นพีชคณิต CI

จาก 1 ∗ 1 = 1 ได้ü่า 1 ≤ 1

จาก x ∗ y = 1 เมื่อ x ̸= 1 ทำใĀ้ได้ü่า x ≤ y ÿำĀรับทุก x, y ∈ X โดยที่ x ̸= 1

บทนิยาม 2.27 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI และ S เป็นเซตย่อยของ X ที่ไม่เป็นเซตü่าง จะเรียก S ü่าเป็น

พีชคณิตย่อย (subalgebra) ของ X ถ้า

x ∗ y ∈ S

ÿำĀรับทุก x, y ∈ S

ตัüอย่าง 2.28 ใĀ้ X = {1, a, b} กำĀนดการดำเนินการทüิภาค ∗ บน X ดังตารางต่อไปนี้

∗ 1 a b

1 1 a b

a 1 1 1

b 1 a 1

จากตัüอย่าง 2.25 จะได้ü่า X เป็นพีชคณิต CI

ใĀ้ S1 = {1, a} และ S2 = {a, b}

พิจารณา S1 = {1, a} จากตาราง จะได้ü่า

1 ∗ 1 = 1 ∈ S1, 1 ∗ a = a ∈ S1, a ∗ 1 = 1 ∈ S1, a ∗ a = 1 ∈ S1

ดังนั้น S1 เป็นพีชคณิตย่อยของ X

พิจารณา S2 = {a, b} จะเĀ็นü่า a ∗ b = 1 ̸∈ S2
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ดังนั้น S2 ไม่เป็นพีชคณิตย่อยของ X

พีชคณิตย่อยทั้งĀมดของ X ได้แก่ {1}, {1, a}, {1 b} และ {1, a, b}

บทตั้ง 2.29 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI และ S เป็นพีชคณิตย่อยของ X จะได้ü่า 1 ∈ S

พิÿูจน์ ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI และ S เป็นพีชคณิตย่อยของ X

ใĀ้ x ∈ S ได้ü่า x ∗ x ∈ S

จาก (CI1) ได้ü่า x ∗ x = 1

ดังนั้น 1 ∈ S

บทตั้ง 2.30 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI จะได้ü่า

1. {1} เป็นพีชคณิตย่อยของ X

2. X เป็นพีชคณิตย่อยของ X

พิÿูจน์ ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI

1. จะเĀ็นได้ชัดü่า {1} ⊆ X และ {1} ̸= ∅

ใĀ้ x, y ∈ {1} ได้ü่า x = 1 = y

ดังนั้น x ∗ y = 1 ∗ 1

= 1 (จาก (CI1))

∈ {1}

ได้ü่า {1} เป็นพีชคณิตย่อยของ X

2. จาก X ⊆ X ซึ่ง X ̸= ∅ และ

x ∗ y ∈ X ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

ดังนั้น X เป็นพีชคณิตย่อยของ X

บทนิยาม 2.31 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI จะเรียก X ü่ามกีารแจกแจงในตัü (self distributive) ถ้า

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ (x ∗ z)

ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

บทนิยาม 2.32 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI จะเรียก X ü่ามÿีมบัติÿลับที่ (commutative) ถ้า

(y ∗ x) ∗ x = (x ∗ y) ∗ y
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ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

ตัüอย่าง 2.33 ใĀ้ X = {1, a, b, c} กำĀนดการดำเนินการทüิภาค ∗ บน X ดังตารางต่อไปนี้

∗ 1 a b c

1 1 a b c

a 1 1 a a

b 1 1 1 a

c 1 1 a 1

จะแÿดงü่า (X, ∗, 1) เป็นพีชคณิต CI

จากตารางจะได้ü่า x ∗ x = 1 และ 1 ∗ x = x ÿำĀรับทุก x ∈ X

ดังนั้น (CI1) และ (CI2) เป็นจริงตามลำดับ

ต่อไปจะแÿดงü่า (CI3) เป็นจริง นั่นคือ จะแÿดงü่า x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z) ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

ซึ่งÿามารถพิÿูจน์ได้ 4× 4× 4 = 64 กรณี ดังนี้

ใĀ้ x, y, z ∈ X

ถ้า x = y = z แล้üได้ü่า x ∗ (y ∗ z) = 1 = y ∗ (x ∗ z)

ถ้า x = 1 แล้üได้ü่า x ∗ (y ∗ z) = 1 ∗ (y ∗ z) = y ∗ z = y ∗ (1 ∗ z) = y ∗ (x ∗ z)

และจากตารางได้ü่า

a ∗ (1 ∗ 1) = a ∗ 1 = 1 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (a ∗ 1)

b ∗ (1 ∗ 1) = b ∗ 1 = 1 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (b ∗ 1)

c ∗ (1 ∗ 1) = c ∗ 1 = 1 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (c ∗ 1)

a ∗ (a ∗ 1) = a ∗ 1 = 1 = a ∗ 1 = a ∗ (a ∗ 1)

b ∗ (a ∗ 1) = b ∗ 1 = 1 = a ∗ 1 = a ∗ (b ∗ 1)

c ∗ (a ∗ 1) = c ∗ 1 = 1 = a ∗ 1 = a ∗ (c ∗ 1)

a ∗ (b ∗ 1) = a ∗ 1 = 1 = b ∗ 1 = b ∗ (a ∗ 1)

b ∗ (b ∗ 1) = b ∗ 1 = 1 = b ∗ 1 = b ∗ (b ∗ 1)

c ∗ (b ∗ 1) = c ∗ 1 = 1 = b ∗ 1 = b ∗ (c ∗ 1)

a ∗ (c ∗ 1) = a ∗ 1 = 1 = c ∗ 1 = c ∗ (a ∗ 1)

b ∗ (c ∗ 1) = b ∗ 1 = 1 = c ∗ 1 = c ∗ (b ∗ 1)

c ∗ (c ∗ 1) = c ∗ 1 = 1 = c ∗ 1 = c ∗ (c ∗ 1)

a ∗ (1 ∗ a) = a ∗ a = 1 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (a ∗ a)
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b ∗ (1 ∗ a) = b ∗ a = 1 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (b ∗ a)

c ∗ (1 ∗ a) = c ∗ a = 1 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (c ∗ a)

b ∗ (a ∗ a) = b ∗ 1 = 1 = a ∗ 1 = a ∗ (b ∗ a)

c ∗ (a ∗ a) = c ∗ 1 = 1 = a ∗ 1 = a ∗ (c ∗ a)

a ∗ (b ∗ a) = a ∗ 1 = 1 = b ∗ 1 = b ∗ (a ∗ a)

b ∗ (b ∗ a) = b ∗ 1 = 1 = b ∗ 1 = b ∗ (b ∗ a)

c ∗ (b ∗ a) = c ∗ 1 = 1 = b ∗ 1 = b ∗ (c ∗ a)

a ∗ (c ∗ a) = a ∗ 1 = 1 = c ∗ 1 = c ∗ (a ∗ a)

b ∗ (c ∗ a) = b ∗ 1 = 1 = c ∗ 1 = c ∗ (b ∗ a)

c ∗ (c ∗ a) = c ∗ 1 = 1 = c ∗ 1 = c ∗ (c ∗ a)

a ∗ (1 ∗ b) = a ∗ b = a = 1 ∗ a = 1 ∗ (a ∗ b)

b ∗ (1 ∗ b) = b ∗ b = 1 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (b ∗ b)

c ∗ (1 ∗ b) = c ∗ b = a = 1 ∗ a = 1 ∗ (c ∗ b)

a ∗ (a ∗ b) = a ∗ a = 1 = a ∗ 1 = a ∗ (a ∗ b)

b ∗ (a ∗ b) = b ∗ a = 1 = a ∗ 1 = a ∗ (b ∗ b)

c ∗ (a ∗ b) = c ∗ a = 1 = a ∗ a = a ∗ (c ∗ b)

a ∗ (b ∗ b) = a ∗ 1 = 1 = b ∗ a = b ∗ (a ∗ b)

c ∗ (b ∗ b) = c ∗ 1 = 1 = b ∗ a = b ∗ (c ∗ b)

a ∗ (c ∗ b) = a ∗ a = 1 = c ∗ a = c ∗ (a ∗ b)

b ∗ (c ∗ b) = b ∗ a = 1 = c ∗ 1 = c ∗ (b ∗ b)

c ∗ (c ∗ b) = c ∗ a = 1 = c ∗ a = c ∗ (c ∗ b)

a ∗ (1 ∗ c) = a ∗ c = a = 1 ∗ a = 1 ∗ (a ∗ c)

b ∗ (1 ∗ c) = b ∗ c = a = 1 ∗ a = 1 ∗ (b ∗ c)

c ∗ (1 ∗ c) = c ∗ c = 1 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (c ∗ c)

a ∗ (a ∗ c) = a ∗ a = 1 = a ∗ a = a ∗ (a ∗ c)

b ∗ (a ∗ c) = b ∗ a = 1 = a ∗ a = a ∗ (b ∗ c)

c ∗ (a ∗ c) = c ∗ a = 1 = a ∗ 1 = a ∗ (c ∗ c)

a ∗ (b ∗ c) = a ∗ a = 1 = b ∗ a = b ∗ (a ∗ c)

b ∗ (b ∗ c) = b ∗ a = 1 = b ∗ a = b ∗ (b ∗ c)

c ∗ (b ∗ c) = c ∗ a = 1 = b ∗ 1 = b ∗ (c ∗ c)

a ∗ (c ∗ c) = a ∗ 1 = 1 = c ∗ a = c ∗ (a ∗ c)
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b ∗ (c ∗ c) = b ∗ 1 = 1 = c ∗ a = c ∗ (b ∗ c)

ได้ü่า x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z) ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X ดังนั้น (CI3) เป็นจริง

จะได้ü่า (X, ∗, 1) เป็นพีชคณิต CI

จากตารางได้ü่า c ∗ (a ∗ b) = c ∗ a = 1 และ (c ∗ a) ∗ (c ∗ b) = 1 ∗ a = a

จะเĀ็นü่า c ∗ (a ∗ b) = 1 ̸= a = (c ∗ a) ∗ (c ∗ b)

ดังนั้น X ไม่มีการแจกแจงในตัü

ต่อไปจะแÿดงü่า X มีÿมบัติÿลับที่

นั่นคือจะพิÿูจน์ü่า (x ∗ y) ∗ y = (y ∗ x) ∗ x ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

ซึ่งÿามารถพิÿูจน์ได้ทั้งĀมด 4× 4 = 16 กรณี ดังต่อไปนี้

ใĀ้ x, y ∈ X

ถ้า x = y แล้üได้ü่า (x ∗ y) ∗ y = 1 = (y ∗ x) ∗ x

และจากตารางได้ü่า

(1 ∗ a) ∗ a = a ∗ a = 1 = 1 ∗ 1 = (a ∗ 1) ∗ 1

(1 ∗ b) ∗ b = b ∗ b = 1 = 1 ∗ 1 = (b ∗ 1) ∗ 1

(1 ∗ c) ∗ c = c ∗ c = 1 = 1 ∗ 1 = (c ∗ 1) ∗ 1

(a ∗ b) ∗ b = a ∗ b = a = 1 ∗ a = (b ∗ a) ∗ a

(a ∗ c) ∗ c = a ∗ c = a = 1 ∗ a = (c ∗ a) ∗ a

(b ∗ c) ∗ c = a ∗ c = a = a ∗ b = (c ∗ b) ∗ b

ดังนั้น (x ∗ y) ∗ y = (y ∗ x) ∗ x ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

นั่นคือ X มีÿมบัติÿลับที่

ÿรุปได้ü่า X เป็นพีชคณิต CI ที่ไม่มีการแจกแจงในตัüแต่มีÿมบัติÿลับที่

ตัüอย่าง 2.34 ใĀ้ X = {1, a} กำĀนดการดำเนินการทüิภาค ∗ และ ∗′ บน X ดังตารางต่อไปนี้

∗ 1 a

1 1 a

a 1 1

และ

∗′ 1 a

1 1 a

a a 1

1. จะแÿดงü่า (X, ∗, 1) เป็นพีชคณิต CI

จากตารางจะได้ü่า x ∗ x = 1 และ 1 ∗ x = x ÿำĀรับทุก x ∈ X
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ดังนั้น (CI1) และ (CI2) เป็นจริง ตามลำดับ

ต่อไปจะแÿดงü่า (CI3) เป็นจริง นั่นคือ จะแÿดงü่า x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z) ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

ซึ่งÿามารถพิÿูจน์ได้ 2× 2× 2 = 8 กรณี ดังนี้

ใĀ้ x, y, z ∈ X

ถ้า x = y แล้üได้ü่า x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z)

และจากตารางได้ü่า

1 ∗ (a ∗ a) = 1 ∗ 1 = 1 = a ∗ a = a ∗ (1 ∗ a)

1 ∗ (a ∗ 1) = 1 ∗ 1 = 1 = a ∗ 1 = a ∗ (1 ∗ 1)

ได้ü่า x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z) ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

ดังนั้น (CI3) เป็นจริง

ต่อไปจะแÿดงü่า X มีการแจกแจงในตัü

นั่นคือจะพิÿูจน์ü่า x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ (x ∗ z) ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

ซึ่งÿามารถพิÿูจน์ได้ทั้งĀมด 2× 2× 2 = 8 กรณี ดังต่อไปนี้

ใĀ้ x, y, z ∈ X

ถ้า x = y = z แล้üได้ü่า

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ (x ∗ x) = x ∗ 1 = 1 = 1 ∗ 1 = (x ∗ x) ∗ (x ∗ x) = (x ∗ y) ∗ (x ∗ z)

และจากตารางได้ü่า

1 ∗ (1 ∗ a) = 1 ∗ a = a = 1 ∗ a = (1 ∗ 1) ∗ (1 ∗ a)

1 ∗ (a ∗ 1) = 1 ∗ 1 = 1 = a ∗ 1 = (1 ∗ a) ∗ (1 ∗ 1)

1 ∗ (a ∗ a) = 1 ∗ 1 = 1 = a ∗ a = (1 ∗ a) ∗ (1 ∗ a)

a ∗ (1 ∗ 1) = a ∗ 1 = 1 = 1 ∗ 1 = (a ∗ 1) ∗ (a ∗ 1)

a ∗ (1 ∗ a) = a ∗ a = 1 = 1 ∗ 1 = (a ∗ 1) ∗ (a ∗ a)

a ∗ (a ∗ 1) = a ∗ 1 = 1 = 1 ∗ 1 = (a ∗ a) ∗ (a ∗ 1)

ดังนั้น x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ (x ∗ z) ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

นั่นคือ X มีการแจกแจงในตัü

ต่อไปจะแÿดงü่า X มีÿมบัติÿลับที่

นั่นคือจะพิÿูจน์ü่า (x ∗ y) ∗ y = (y ∗ x) ∗ x ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

ซึ่งÿามารถพิÿูจน์ได้ทั้งĀมด 2× 2 = 4 กรณี ดังต่อไปนี้

ใĀ้ x, y ∈ X
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ถ้า x = y แล้üได้ü่า (x ∗ x) ∗ x = x = (x ∗ x) ∗ x

และจากตารางได้ü่า

(1 ∗ a) ∗ a = a ∗ a = 1 = 1 ∗ 1 = (a ∗ 1) ∗ 1

ดังนั้น (x ∗ y) ∗ y = (y ∗ x) ∗ x ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

นั่นคือ X มีÿมบัติÿลับที่

ÿรุปได้ü่า X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและมีÿมบัติÿลับที่

2. จะแÿดงü่า (X, ∗′, 1) เป็นพีชคณิต CI

จากตารางจะได้ü่า x ∗′ x = 1 และ 1 ∗′ x = x ÿำĀรับทุก x ∈ X

ดังนั้น (CI1) และ (CI2) เป็นจริง ตามลำดับ

ต่อไปจะแÿดงü่า (CI3) เป็นจริง นั่นคือ จะแÿดงü่า x ∗′ (y ∗′ z) = y ∗′ (x ∗′ z) ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

ซึ่งÿามารถพิÿูจน์ได้ 2× 2× 2 = 8 กรณี ดังนี้

ใĀ้ x, y, z ∈ X

ถ้า x = y แล้üได้ü่า x ∗′ (y ∗′ z) = y ∗′ (x ∗′ z)

และจากตารางได้ü่า

1 ∗′ (a ∗′ a) = 1 ∗′ 1 = 1 = a ∗′ a = a ∗′ (1 ∗′ a)

1 ∗′ (a ∗′ 1) = 1 ∗′ a = a = a ∗′ 1 = a ∗′ (1 ∗′ 1)

ได้ü่า x ∗′ (y ∗′ z) = y ∗′ (x ∗′ z) ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

ดังนั้น (CI3) เป็นจริง

จากตารางได้ü่า a ∗′ (a ∗′ a) = a ∗′ 1 = a และ (a ∗′ a) ∗′ (a ∗′ a) = 1 ∗′ 1 = 1

จะเĀ็นü่า a ∗′ (a ∗′ a) = a ̸= 1 = (a ∗′ a) ∗′ (a ∗′ a)

ดังนั้น X ไม่มีการแจกแจงในตัü

จากตารางได้ü่า (1 ∗′ a) ∗′ a = a ∗′ a = 1 และ (a ∗′ 1) ∗′ 1 = a ∗′ 1 = a

จะเĀ็นü่า (1 ∗′ a) ∗′ a = 1 ̸= a = (a ∗′ 1) ∗′ 1

ดังนั้น X ไม่มีÿมบัติÿลับที่

ÿรุปได้ü่า X เป็นพีชคณิต CI ที่ไม่มีการแจกแจงในตัüและไม่มีÿมบัติÿลับที่

จากตัüอย่างจะเĀ็นü่า x ∗ 1 = 1 ÿำĀรับทุก x ∈ X แต่ x ∗′ 1 ̸= 1 ÿำĀรับบาง x ∈ X

ตัüอย่าง 2.35 ใĀ้ X = N กำĀนดการดำเนินการทüิภาค ∗ บน X ดังต่อไปนี้
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x ∗ y =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

y ถ้า x = 1

1 ถ้า x ̸= 1

จากตัüอย่าง 2.26 ได้ü่า X เป็นพีชคณิต CI

จะแÿดงü่า X มีการแจกแจงในตัü

นั่นคือจะพิÿูจน์ü่า x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ (x ∗ z) ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

ใĀ้ x, y, z ∈ X

กรณี 1: x = 1 จะได้ü่า

x ∗ (y ∗ z) = 1 ∗ (y ∗ z) = y ∗ z

และ (x ∗ y) ∗ (x ∗ z) = (1 ∗ y) ∗ (1 ∗ z) = y ∗ z

ดังนั้น x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ (x ∗ z)

กรณี 2: x ̸= 1 จะได้ü่า

x ∗ (y ∗ z) = 1

และ (x ∗ y) ∗ (x ∗ z) = 1 ∗ 1 = 1

จะได้ü่า x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ (x ∗ z)

ดังนั้น X มีการแจกแจงในตัü

จะเĀ็นü่า (2 ∗ 3) ∗ 3 = 1 ∗ 3 = 3 และ (3 ∗ 2) ∗ 2 = 1 ∗ 2 = 2

นั่นคือ (2 ∗ 3) ∗ 3 ̸= (3 ∗ 2) ∗ 2

ดังนั้น X ไม่มีÿมบัติÿลับที่

บทตั้ง 2.36 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัü จะได้ü่า x ∗ 1 = 1 ÿำĀรับทุก x ∈ X

พิÿูจน์ ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัü และ x ∈ X

พิจารณา x ∗ 1 = x ∗ (x ∗ x) (จาก (CI1))

= (x ∗ x) ∗ (x ∗ x) (จาก X มีการแจกแจงในตัü)

= 1 (จาก (CI1))

จะได้ü่า x ∗ 1 = 1 ÿำĀรับทุก x ∈ X

บทนิยาม 2.37 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI จะเรียก f : X → X ü่าเป็นตัüคูณ (multiplier) ถ้า

f(x ∗ y) = x ∗ f(y)

ÿำĀรับทุก x, y ∈ X
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บทนิยาม 2.38 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI และ f เป็นตัüคูณของ X กำĀนด เคอร์เนล (kernel) ของ f ดังนี้

Ker(f) = {x ∈ X | f(x) = 1}

บทนิยาม 2.39 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI และ f เป็นตัüคูณของ X นิยาม

Fix(f) = {x ∈ X | f(x) = x}

จะเรียก Fix(f) เซตของจุดตรึง (set of fixed points) ของ f

ตัüอย่าง 2.40 ใĀ้ X = {1, a, b} กำĀนดการดำเนินการทüิภาค ∗ บน X ดังตารางต่อไปนี้

∗ 1 a b c

1 1 a b c

a 1 1 a a

b 1 1 1 a

b 1 1 a 1

จากตัüอย่าง 2.33 จะได้ü่า X เป็นพีชคณิต CI

กำĀนดใĀ้ f : X ×X → X โดย

f(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1 ถ้า x ∈ {1, a, c}

a ถ้า x ∈ {b}

จาก [3] จะได้ü่า f เป็นตัüคูณของ X

จาก f(1) = 1, f(a) = 1 และ f(b) = 1

ได้ü่า Ker(f) = {x ∈ X | f(x) = 1} = {1, a, c}

และ Fix(f) = {x ∈ X | f(x) = x} = {1}

บทตั้ง 2.41 [3] ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและ f เป็นตัüคูณของ X จะได้ü่า f(1) = 1

บทตั้ง 2.42 [3] ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและ f เป็นตัüคูณของ X จะได้ü่า

1. x ≤ f(x) ÿำĀรับทุก x ∈ X

2. ถ้า x ≤ y แล้ü x ≤ f(y) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X
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ทฤþฎีบท 2.43 [3] ใĀ้X เป็นพีชคณิต CI และ f1, f2 เป็นตัüคูณของX จะได้ü่า f1◦f2 เป็นตัüคูณของX

ทฤþฎีบท 2.44 [3] ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและ f เป็นตัüคูณของ X จะได้ü่า

Ker(f) และ Fix(f) เป็นพีชคณิตย่อยของ X

ทฤþฎีบท 2.45 [3] ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีÿมบัติÿลับที่และมีการแจกแจงในตัüและ f เป็นตัüคูณของ

X จะได้ü่า ถ้า x ∈ Ker(f) และ x ≤ y แล้ü y ∈ Ker(f)



บทที่ 3

ผลการýึกþา (Main results)

3.1 บทนิยามและตัüอย่างของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI

บทนิยาม 3.1 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI และ f : X × X → X จะเรียก f ü่าเป็นฟังก์ชันแบบÿมมาตร

(symmetric) เมื่อ f ÿอดคล้องกับ

f(x, y) = f(y, x)

ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

บทนิยาม 3.2 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI และ f : X × X → X เป็นฟังก์ชันแบบÿมมาตรจะเรียก f

ü่าเป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI (symmetric bi-multipliers on CI-algebras) เมื่อ f

ÿอดคล้องกับ

f(x ∗ y, z) = x ∗ f(y, z)

ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

ตัüอย่าง 3.3 ใĀ้ X = {1, a, b} กำĀนดการดำเนินการทüิภาค ∗ บน X ดังตารางต่อไปนี้

∗ 1 a b

1 1 a b

a 1 1 1

b 1 a 1

จากตัüอย่าง 2.25 จะได้ü่า X เป็นพีชคณิต CI

กำĀนดใĀ้ f : X ×X → X , g : X ×X → X และ h : X ×X → X โดยที่

f(x, y) = 1, g(x, y) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

a ถ้า (x, y) = (a, a)

1 ถ้า (x, y) ̸= (a, a)
และ
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h(x, y) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

b ถ้า (x, y) = (a, a)

1 ถ้า (x, y) ̸= (a, a)

ÿำĀรับทุก (x, y) ∈ X ×X

1. จะแÿดงü่า f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X

ก่อนอื่นจะแÿดงü่า f เป็นฟังก์ชันแบบÿมมาตรบน X

นั่นคือ จะแÿดงü่า f(x, y) = f(y, x) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

จะได้ü่า f(x, y) = 1 = f(y, x) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

ดังนั้น f เป็นฟังก์ชันแบบÿมมาตรบน X

ต่อไปจะแÿดงü่า f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X นั่นคือ จะแÿดงü่า f(x∗y, z) = x∗f(y, z) ÿำĀรับ

ทุก x, y, z ∈ X

ใĀ้ x, y, z ∈ X จากตารางจะได้ü่า

f(x ∗ y, z) = 1 = x ∗ 1 = x ∗ f(y, z)

ดังนั้น f(x ∗ y, z) = x ∗ f(y, z)

ÿรุปได้ü่า f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X

2. จะแÿดงü่า g เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X

ก่อนอื่นจะแÿดงü่า g เป็นฟังก์ชันแบบÿมมาตรบน X

นั่นคือ จะแÿดงü่า g(x, y) = g(y, x) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

พิจารณา g(1, a) = 1 = g(a, 1)

g(1, b) = 1 = g(b, 1)

g(a, b) = 1 = g(b, a)

จะได้ü่า g(x, y) = g(y, x) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

ดังนั้น g เป็นฟังก์ชันแบบÿมมาตรบน X

ต่อไปจะแÿดงü่า g เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X นั่นคือ จะแÿดงü่า g(x ∗ y, z) = x ∗ g(y, z) ÿำĀรับ

ทุก x, y, z ∈ X ซึ่งÿามารถพิÿูจน์ได้ 3× 3× 3 = 27 กรณี ดังนี้

ใĀ้ x, y, z ∈ X

ถ้า x = a แล้üจะได้ü่า

g(x ∗ y, z) = g(a ∗ y, z) = g(1, z) = 1 = a ∗ g(y, z) = x ∗ g(y, z)

และจะได้ü่า

g(1 ∗ 1, 1) = g(1, 1) = 1 = 1 ∗ g(1, 1)
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g(1 ∗ 1, a) = g(1, a) = 1 = 1 ∗ g(1, a)

g(1 ∗ 1, b) = g(1, b) = 1 = 1 ∗ g(1, b)

g(1 ∗ a, 1) = g(a, 1) = 1 = 1 ∗ g(a, 1)

g(1 ∗ a, a) = g(a, a) = a = 1 ∗ g(a, a)

g(1 ∗ a, b) = g(a, b) = 1 = 1 ∗ g(a, b)

g(1 ∗ b, 1) = g(b, 1) = 1 = 1 ∗ g(b, 1)

g(1 ∗ b, a) = g(b, a) = 1 = 1 ∗ g(b, a)

g(1 ∗ b, b) = g(b, b) = 1 = 1 ∗ g(b, b)

g(b ∗ 1, 1) = g(1, 1) = 1 = b ∗ g(1, 1)

g(b ∗ 1, a) = g(1, a) = 1 = b ∗ g(1, a)

g(b ∗ 1, b) = g(1, b) = 1 = b ∗ g(1, b)

g(b ∗ a, 1) = g(a, 1) = 1 = b ∗ g(a, 1)

g(b ∗ a, a) = g(a, a) = a = b ∗ g(a, a)

g(b ∗ a, b) = g(a, b) = 1 = b ∗ g(a, b)

g(b ∗ b, 1) = g(1, 1) = 1 = b ∗ g(b, 1)

g(b ∗ b, a) = g(1, a) = 1 = b ∗ g(b, a)

g(b ∗ b, b) = g(1, b) = 1 = b ∗ g(b, b)

ดังนั้น g(x ∗ y, z) = x ∗ g(y, z) ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

ÿรุปได้ü่า g เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X

3. จาก h(b ∗ a, a) = h(a, a) = b

และ b ∗ h(a, a) = b ∗ b = 1

จะได้ü่า h(b ∗ a, a) ̸= b ∗ h(a, a)

ÿรุปได้ü่า h ไม่เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X

บทนิยาม 3.4 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่แจกแจงในตัü กำĀนดใĀ้ S(X) แทนเซตของตัüคูณคู่แบบÿมมาตร

ทั้งĀมดบน X
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บทตั้ง 3.5 ใĀ้X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและกำĀนดใĀ้ 1̄ : X×X → X โดย 1̄(x, y) = 1

ÿำĀรับทุก (x, y) ∈ X ×X ได้ü่า 1̄ เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X นั่นคือ 1̄ ∈ S(X)

พิÿูจน์ ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีÿมบัติการแจกแจงในตัü และกำĀนดใĀ้ 1̄ : X × X → X โดย

1̄(x, y) = 1 ÿำĀรับทุก (x, y) ∈ X ×X

ใĀ้ x, y, z ∈ X

ก่อนอื่นจะแÿดงü่า 1̄ เป็นฟังก์ชันแบบÿมมาตรบน X

จาก 1̄(x, y) = 1 = 1̄(y, x)

ได้ü่า 1̄ เป็นฟังก์ชันแบบÿมมาตรบน X

พิจารณา 1̄(x ∗ y, z) = 1

= x ∗ 1 (จากบทตั้ง 2.36)

= x ∗ 1̄(y, z)

ดังนั้น 1̄ เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X

จากบทตั้ง 3.5 จะได้ü่า S(X) ไม่เป็นเซตü่าง เนื่องจากมี 1̄ ∈ S(X)

บทนิยาม 3.6 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI นิยามการดำเนินการบน S(X) ดังนี้

ÿำĀรับ f, g ∈ S(X) กำĀนดใĀ้

(f ∗ g)(x, y) = f(x, y) ∗ g(x, y)

ÿำĀรับทุก (x, y) ∈ X ×X

ĀมายเĀตุ f ∗ g well-define เพราะ f ∗ g Āาค่าได้เÿมอและมีเพียงค่าเดียü

บทตั้ง 3.7 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีÿมบัติแจกแจงในตัü ถ้า f, g ∈ S(X) แล้ü f ∗ g ∈ S(X)

พิÿูจน์ ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีÿมบัติการแจกแจงในตัü และ f, g ∈ S(X)

ใĀ้ x, y, z ∈ X

ก่อนอื่นจะแÿดงü่า f ∗ g เป็นฟังก์ชันแบบÿมมาตรบน X

พิจารณา (f ∗ g)(x, y) = f(x, y) ∗ g(x, y) (จากบทนิยาม 3.6)

= f(y, x) ∗ g(y, x) (จาก f และ g เป็นฟังก์ชันแบบÿมมาตร)

= (f ∗ g)(y, x) (จากบทนิยาม 3.6)

ดังนั้น f ∗ g เป็นฟังก์ชันแบบÿมมาตร

พิจารณา (f ∗ g)(x ∗ y, z) = f(x ∗ y, z) ∗ g(x ∗ y, z) (จากบทนิยาม 3.6)



26

= (x ∗ f(y, z)) ∗ (x ∗ g(y, z)) (จาก f, g ∈ S(X))

= x ∗ ((f(y, z)) ∗ (g(y, z))) (จาก X มีÿมบัติแจกแจงในตัü)

= x ∗ ((f ∗ g)(y, z)) (จากบทนิยาม 3.6)

ดังนั้น f ∗ g เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X

บทตั้ง 3.8 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและใĀ้ f ∈ S(X) จะได้ü่า

1. 1̄ ∗ f = f

2. f ∗ 1̄ = 1̄

พิÿูจน์ ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีÿมบัติการแจกแจงในตัüและใĀ้ f ∈ S(X)

1. ใĀ้ (x, y) ∈ X ×X ได้ü่า

(1̄ ∗ f)(x, y) = 1̄(x, y) ∗ f(x, y) (จากบทนิยาม 3.6)

= 1 ∗ f(x, y) (จาก 1̄(x, y) = 1)

= f(x, y) (จาก (CI2))

ดังนั้น 1̄ ∗ f = f

2. ใĀ้ (x, y) ∈ X ×X ได้ü่า

(f ∗ 1̄)(x, y) = f(x, y) ∗ 1̄(x, y) (จากบทนิยาม 3.6)

= f(x, y) ∗ 1 (จาก 1̄(x, y) = 1)

= 1 (จากบทตั้ง 2.36)

= 1̄(x, y) (จาก 1̄(x, y) = 1)

ดังนั้น f ∗ 1̄ = 1̄

บทตั้ง 3.9 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและใĀ้ f ∈ S(X) จะได้ü่าข้อคüามต่อไปนี้เป็น

จริง

1. f(1, 1) = 1

2. x ≤ f(x, 1) ÿำĀรับทุก x ∈ X

3. ถ้า x ≤ y แล้ü x ≤ f(y, 1) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

พิÿูจน์ ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีÿมบัติการแจกแจงในตัüและใĀ้ f ∈ S(X)

1.จะแÿดงü่า f(1, 1) = 1

พิจารณา f(1, 1) = f(f(1, 1) ∗ 1, 1) (จากบทตั้ง 2.36; f(1, 1) ∗ 1 = 1)

= f(1, 1) ∗ f(1, 1) (จาก f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตร)
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= 1 (จาก (CI1))

ดังนั้น f(1, 1) = 1

2. ใĀ้ x ∈ X จะแÿดงü่า x ≤ f(x, 1)

นั่นคือจะแÿดงü่า x ∗ f(x, 1) = 1

พิจารณา x ∗ f(x, 1) = f(x ∗ x, 1) (จาก f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตร)

= f(1, 1) (จาก (CI1))

= 1 (จากข้อ 1)

ดังนั้น x ≤ f(x, 1)

3. ใĀ้ x, y ∈ X จะแÿดงü่า ถ้า x ≤ y แล้ü x ≤ f(y, 1)

ÿมมติใĀ้ x ≤ y จะได้ü่า x ∗ y = 1

จะแÿดงü่า x ≤ f(y, 1) นั่นคือจะแÿดงü่า x ∗ f(y, 1) = 1

พิจารณา x ∗ f(y, 1) = f(x ∗ y, 1) (จาก f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตร)

= f(1, 1) (จาก x ∗ y = 1)

= 1 (จากข้อ 1)

ดังนั้น ถ้า x ≤ y แล้ü x ≤ f(y, 1)

จากบทตั้ง 3.9 ข้อ 2. และ 3. และจาก f เป็นฟังก์ชันแบบÿมมาตร จะได้ü่าข้อคüามต่อไปนี้เป็นจริง

1. x ≤ f(1, x) ÿำĀรับทุก x ∈ X

2. ถ้า x ≤ y แล้ü x ≤ f(1, y) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

ทฤþฎีบท 3.10 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัü กำĀนดการดำเนินการ ∗ บน S(X) ดังบท

นิยาม 3.6 จะได้ü่า (S(X), ∗, 1̄) เป็นพีชคณิต CI

พิÿูจน์ ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัü ใĀ้ f, g, h ∈ S(X) และใĀ้ (x, y) ∈ X ×X

1. จะแÿดงü่า f ∗ f = 1̄

พิจารณา (f ∗ f)(x, y) = f(x, y) ∗ f(x, y) (จากบทนิยาม 3.6)

= 1 (จาก X มีÿมบัติ (CI1))

= 1̄(x, y) (จาก 1̄(x, y) = 1)

ดังนั้น f ∗ f = 1̄ ÿำĀรับทุก f ∈ S(X) ได้ü่า (CI1) เป็นจริง

2. จะแÿดงü่า 1̄ ∗ f = f

พิจารณา (1̄ ∗ f)(x, y) = 1̄(x, y) ∗ f(x, y) (จากบทนิยาม 3.6)

= 1 ∗ f(x, y) (จาก 1̄(x, y) = 1)
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= f(x, y) (จาก X มีÿมบัติ (CI2))

ดังนั้น 1̄ ∗ f = f ÿำĀรับทุก f ∈ S(X) ได้ü่า (CI2) เป็นจริง

3. จะแÿดงü่า f ∗ (g ∗ h) = g ∗ (f ∗ h)

พิจารณา (f ∗ (g ∗ h))(x, y) = f(x, y) ∗ [(g ∗ h)(x, y)] (จากบทนิยาม 3.6)

= f(x, y) ∗ [g(x, y) ∗ h(x, y)] (จากบทนิยาม 3.6)

= g(x, y) ∗ [f(x, y) ∗ h(x, y)] (จาก X มีÿมบัติ (CI3))

= g(x, y) ∗ [(f ∗ h)(x, y)] (จากบทนิยาม 3.6)

= (g ∗ (f ∗ h))(x, y) (จากบทนิยาม 3.6)

ดังนั้น f ∗ (g ∗ h) = g ∗ (f ∗ h) ÿำĀรับทุก f, g, h ∈ S(X) นั่นคือ (CI3) เป็นจริง

จาก 1-3 ÿรุปได้ü่า (S(X), ∗, 1̄) เป็นพีชคณิต CI

บทตั้ง 3.11 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีÿมบัติแจกแจงในตัü จะได้ü่า S(X) มีÿมบัติแจกแจงในตัü

พิÿูจน์ ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีÿมบัติแจกแจงในตัü

ใĀ้ f, g, h ∈ S(X) และใĀ้ (x, y) ∈ X ×X

พิจารณา [f ∗ (g ∗ h)](x ∗ y) = f(x, y) ∗ [(g ∗ h)(x, y)] (จากบทนิยาม 3.6)

= f(x, y) ∗ [g(x, y) ∗ h(x, y)] (จากบทนิยาม 3.6)

= [f(x, y) ∗ g(x, y)] ∗ [f(x, y) ∗ h(x, y)] (จาก X มีÿมบัติการแจกแจงในตัü)

= [(f ∗ g)(x, y)] ∗ [(f ∗ h)(x, y)] (จากบทนิยาม 3.6)

= [(f ∗ g) ∗ (f ∗ h)](x, y) (จากบทนิยาม 3.6)

ดังนั้น [f ∗ (g ∗ h)](x ∗ y) = [(f ∗ g) ∗ (f ∗ h)](x, y)

นั่นคือ f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ (f ∗ h)

ÿรุปได้ü่า S(X) จะมีÿมบัติการแจกแจงในตัü

บทนิยาม 3.12 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI และ x, y ∈ X จะนิยาม x ∪ y โดย

x ∪ y = (y ∗ x) ∗ x

ถ้า X มีÿมบัติÿลับที่แล้üจะได้ü่า (y ∗ x) ∗ x = (x ∗ y) ∗ y นั่นคือ x ∪ y = y ∪ x

บทนิยาม 3.13 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI และ f1, f2 เป็นฟังก์ชันจาก X ×X ไป X นิยาม

f1 ∪ f2 : X ×X → X ดังนี้
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(f1 ∪ f2)(x, y) = f1(x, y) ∪ f2(x, y)

ÿำĀรับทุก (x, y) ∈ X ×X

ทฤþฎีบท 3.14 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและ f1, f2 ∈ S(X) ได้ü่า f1∪ f2 ∈ S(X)

พิÿูจน์ ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและ f1, f2 ∈ S(X)

จะแÿดงü่า f1 ∪ f2 ∈ S(X)

1. จะแÿดงü่า f1 ∪ f2 เป็นฟังก์ชันแบบÿมมาตรบน X

ใĀ้ x, y ∈ X

พิจารณา (f1 ∪ f2)(x, y) = f1(x, y) ∪ f2(x, y) (จากบทนิยาม 3.12)

= f1(y, x) ∪ f2(y, x) (จาก f1, f2 เป็นฟังก์ชันแบบÿมมาตร)

= (f1 ∪ f2)(y, x) (จากบทนิยาม 3.12)

ดังนั้น f1 ∪ f2 เป็นฟังก์ชันแบบÿมมาตรบน X

2. จะแÿดงü่า f1 ∪ f2 เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X

ใĀ้ x, y, z ∈ X

พิจารณา

(f1 ∪ f2)(x ∗ y, z) = f1(x ∗ y, z) ∪ f2(x ∗ y, z) (จากบทนิยาม 3.13)

= [f2(x ∗ y, z) ∗ f1(x ∗ y, z)] ∗ f1(x ∗ y, z) (จากบทนิยาม 3.12)

= [(x ∗ f2(y, z)) ∗ (x ∗ f1(y, z))] ∗ (x ∗ f1(y, z)) (จาก f1, f2 ∈ S(X))

= [x ∗ (f2(y, z) ∗ f1(y, z))] ∗ (x ∗ f1(y, z)) (จาก X มีÿมบัติการแจกแจงในตัü)

= x ∗ [(f2(y, z) ∗ f1(y, z)) ∗ f1(y, z)] (จาก X มีÿมบัติการแจกแจงในตัü)

= x ∗ [f1(y, z) ∪ f2(y, z)] (จากบทนิยาม 3.12)

= x ∗ (f1 ∪ f2)(y, z) (จากบทนิยาม 3.13)

ดังนั้น f1 ∪ f2 เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X

ÿรุปได้ü่า f1 ∪ f2 ∈ S(X)

ทฤþฎีบท 3.15 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและ f ∈ S(X) จะได้ü่า

1. f ∪ 1̄ = 1̄

2. 1̄ ∪ f = 1̄

3. f ∪ f = f

พิÿูจน์ ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและ f ∈ S(X)
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ใĀ้ (x, y) ∈ X ×X

1. จะแÿดงü่า f ∪ 1̄ = 1̄

พิจารณา (f ∪ 1̄)(x, y) = f(x, y) ∪ 1̄(x, y) (จากบทนิยาม 3.13)

= (1̄(x, y) ∗ f(x, y)) ∗ f(x, y) (จากบทนิยาม 3.12)

= (1 ∗ f(x, y)) ∗ f(x, y) (จาก 1̄(x, y) = 1)

= f(x, y) ∗ f(x, y) (จาก X มีÿมบัติ (CI2))

= 1 (จาก X มีÿมบัติ (CI1))

= 1̄(x, y) (จาก 1̄(x, y) = 1)

จะได้ü่า (f ∪ 1̄)(x, y) = 1̄(x, y) ÿำĀรับทุก (x, y) ∈ X ×X

ดังนั้น f ∪ 1̄ = 1̄

2. จะแÿดงü่า 1̄ ∪ f = 1̄

พิจารณา (1̄ ∪ f)(x, y) = 1̄(x, y) ∪ f(x, y) (จากบทนิยาม 3.13)

= (f(x, y) ∗ 1̄(x, y)) ∗ 1̄(x, y) (จากบทนิยาม 3.12)

= (f(x, y) ∗ 1) ∗ 1 (จาก 1̄(x, y) = 1)

= 1 ∗ 1 (จากบทตั้ง 2.36)

= 1 (จาก X มีÿมบัติ (CI1))

= 1̄(x, y) (จาก 1̄(x, y) = 1)

จะได้ü่า (f ∪ 1̄)(x, y) = 1̄(x, y) ÿำĀรับทุก (x, y) ∈ X ×X

ดังนั้น 1̄ ∪ f = 1̄

3. จะแÿดงü่า f ∪ f = f

จากทฤþฎีบท 3.15 ข้อ 2. ได้ü่า 1̄ ∪ f = 1̄ ̸= f ÿำĀรับทุก f ∈ S(X) − {1̄} ดังนั้น กรณีที่

|S(X)| > 1 ได้ü่า (S(X),∪, 1̄) ไม่เป็นพีชคณิต CI เนื่องจากขาดÿมบัติ (CI2)

3.2 เคอร์เนลและเซตของจุดตรึงของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI (Ker-

nels and set of fixed points of symmetric bi-multipliers on CI-

algebras)

บทนิยาม 3.16 ใĀ้X เป็นพีชคณิต CI และ f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนX กำĀนด เคอร์เนล (kernel)

ของ f ดังนี้
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Ker(f) = {x ∈ X | f(x, 1) = 1}

บทนิยาม 3.17 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI และ f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X นิยาม

Fix(f) = {x ∈ X | f(x, 1) = x}

จะเรียก Fix(f) ü่าเซตของจุดตรึง (set of fixed points) ของ f

ตัüอย่าง 3.18 ใĀ้ X = {1, a, b} กำĀนดการดำเนินการทüิภาค ∗ บน X ดังตารางต่อไปนี้

∗ 1 a b

1 1 a b

a 1 1 1

b 1 a 1

จากตัüอย่าง 2.25 ได้ü่า X เป็นพีชคณิต CI

กำĀนดใĀ้ f : X ×X → X โดยที่

f(x, y) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

a ถ้า (x, y) = (a, a)

1 ถ้า (x, y) ̸= (a, a)

ÿำĀรับทุก (x, y) ∈ X ×X

จากตัüอย่าง 3.3 จะได้ü่า f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X

จาก f(1, 1) = f(a, 1) = f(b, 1) = 1

ได้ü่า Ker(f) = {x ∈ X | f(x, 1) = 1} = {1, a, b}

และ Fix(f) = {x ∈ X | f(x, 1) = x} = {1}

ทฤþฎีบท 3.19 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและ f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X

จะได้ü่า Ker(f) เป็นพีชคณิตย่อยของ X

พิÿูจน์ ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและ f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตร

จากบทตั้ง 3.9 ข้อ 1. ได้ü่า f(1, 1) = 1 ดังนั้น 1 ∈ Ker(f) นั่นคือ Ker(f) ไม่เป็นเซตü่าง

ใĀ้ x, y ∈ Ker(f) จะแÿดงü่า x ∗ y ∈ Ker(f)

จาก x, y ∈ Ker(f) ได้ü่า f(x, 1) = 1 และ f(y, 1) = 1

พิจารณา f(x ∗ y, 1) = x ∗ f(y, 1) (จาก f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X)

= x ∗ 1 (จาก f(y, 1) = 1)
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= 1 (จากบทตั้ง 2.36)

จะได้ü่า x ∗ y ∈ Ker(f)

ดังนั้น Ker(f) เป็นพีชคณิตย่อยของ X

ทฤþฎีบท 3.20 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและ f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตร

จะได้ü่า Fix(f) เป็นพีชคณิตย่อยของ X

พิÿูจน์ ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและ f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตร

จากบทตั้ง 3.9 ข้อ 1. ได้ü่า f(1, 1) = 1 ดังนั้น 1 ∈ Fix(f) นั่นคือ Fix(f) ไม่เป็นเซตü่าง

ใĀ้ x, y ∈ Fix(f) จะแÿดงü่า x ∗ y ∈ Fix(f)

จาก x, y ∈ Fix(f) ได้ü่า f(x, 1) = x และ f(y, 1) = y

พิจารณา f(x ∗ y, 1) = x ∗ f(y, 1) (จาก f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X)

= x ∗ y (จาก f(y, 1) = y)

จะได้ü่า x ∗ y ∈ Fix(f)

ดังนั้น Fix(f) เป็นพีชคณิตย่อยของ X

ทฤþฎีบท 3.21 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและมีÿมบัติÿลับที่และใĀ้ f เป็นตัüคูณคู่แบบ

ÿมมาตรบน X จะได้ü่า ถ้า x ∈ Ker(f) และ x ≤ y แล้ü y ∈ Ker(f) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

พิÿูจน์ ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและมีÿมบัติÿลับที่และใĀ้ f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตร

บน X

ใĀ้ x, y ∈ X

ÿมมติใĀ้ x ∈ Ker(f) และ x ≤ y จะแÿดงü่า y ∈ Ker(f)

จาก x ∈ Ker(f) ได้ü่า f(x, 1) = 1

และจาก x ≤ y ได้ü่า x ∗ y = 1

พิจารณา f(y, 1) = f(1 ∗ y, 1) (จาก (CI2))

= f((x ∗ y) ∗ y, 1) (จาก x ∗ y = 1)

= f((y ∗ x) ∗ x, 1) (จาก X มีÿมบัติÿลับที่)

= (y ∗ x) ∗ f(x, 1) (จาก f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X)

= (y ∗ x) ∗ 1 (จาก f(x, 1) = 1)

= 1 (จากบทตั้ง 2.36)

จะได้ü่า y ∈ Ker(f)
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ดังนั้น ถ้า x ∈ Ker(f) และ x ≤ y แล้ü y ∈ Ker(f)

ทฤþฎีบท 3.22 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีÿมบัติÿลับที่และใĀ้ f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X จะได้

ü่า ถ้า x ∈ Fix(f) และ x ≤ y แล้ü y ∈ Fix(f) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

พิÿูจน์ ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีÿมบัติÿลับที่และใĀ้ f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X

ใĀ้ x, y ∈ X

ÿมมติใĀ้ x ∈ Fix(f) และ x ≤ y จะแÿดงü่า y ∈ Fix(f)

จาก x ∈ Fix(f) ได้ü่า f(x, 1) = x

และจาก x ≤ y ได้ü่า x ∗ y = 1

พิจารณา f(y, 1) = f(1 ∗ y, 1) (จาก (CI2))

= f((x ∗ y) ∗ y, 1) (จาก x ∗ y = 1)

= f((y ∗ x) ∗ x, 1) (จาก X มีÿมบัติÿลับที่)

= (y ∗ x) ∗ f(x, 1) (จาก f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X)

= (y ∗ x) ∗ x (จาก f(x, 1) = x)

= (x ∗ y) ∗ y (จาก X มีÿมบัติÿลับที่)

= 1 ∗ y (จาก x ∗ y = 1)

= y (จาก (CI2))

จะได้ü่า y ∈ Fix(f)

ดังนั้น ถ้า x ∈ Fix(f) และ x ≤ y แล้ü y ∈ Fix(f)

ทฤþฎีบท 3.23 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและ f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X

จะได้ü่า ถ้า x ∈ Ker(f) แล้ü x ∪ y ∈ Ker(f) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

พิÿูจน์ ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและ f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X

ใĀ้ x, y ∈ X

ÿมมติใĀ้ x ∈ Ker(f) จะแÿดงü่า x ∪ y ∈ Ker(f)

จาก x ∈ Ker(f) ได้ü่า f(x, 1) = 1

พิจารณา f(x ∪ y, 1) = f((y ∗ x) ∗ x, 1) (จากบทนิยาม 3.12)

= (y ∗ x) ∗ f(x, 1) (จาก f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X)

= (y ∗ x) ∗ 1 (จาก f(x, 1) = 1)

= 1 (จากบทตั้ง 2.36)

จะได้ü่า x ∪ y ∈ Ker(f)
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ดังนั้น ถ้า x ∈ Ker(f) แล้ü x ∪ y ∈ Ker(f)

ทฤþฎีบท 3.24 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI และ f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X

จะได้ü่า ถ้า x ∈ Fix(f) แล้ü x ∪ y ∈ Fix(f) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

พิÿูจน์ ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI และ f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X

ใĀ้ x, y ∈ X

ÿมมติใĀ้ x ∈ Fix(f) จะแÿดงü่า x ∪ y ∈ Fix(f)

จาก x ∈ Fix(f) ได้ü่า f(x, 1) = x

พิจารณา f(x ∪ y, 1) = f((y ∗ x) ∗ x, 1) (จากบทนิยาม 3.12)

= (y ∗ x) ∗ f(x, 1) (จาก f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X)

= (y ∗ x) ∗ x (จาก f(x, 1) = x)

= x ∪ y (จาก x ∪ y = (y ∗ x) ∗ x)

จะได้ü่า x ∪ y ∈ Fix(f)

ดังนั้น ถ้า x ∈ Fix(f) แล้ü x ∪ y ∈ Fix(f)

ถ้า X เป็นพีชคณิต CI ที่มีÿมบัติÿลับที่แล้ü จะได้ü่า x ∪ y = y ∪ x ÿำĀรับทุก x, y ∈ X ดังนั้น จะ

ได้ü่าบทแทรกต่อไปนี้เป็นจริง

บทแทรก 3.25 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและมีÿมบัติÿลับที่และใĀ้ f เป็นตัüคูณคู่แบบ

ÿมมาตรบน X

จะได้ü่า ถ้า y ∈ Ker(f) แล้ü x ∪ y ∈ Ker(f) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

บทแทรก 3.26 ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีÿมบัติÿลับที่และ f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X

จะได้ü่า ถ้า y ∈ Fix(f) แล้ü x ∪ y ∈ Fix(f) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

3.3 ฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานบนพีชคณิต CI (Homomorphisms on CI-algebras)

บทนิยาม 3.27 ใĀ้ A = (A, ∗, 1A) และ B = (B,⊗, 1B) เป็นพีชคณิต CI จะเรียก f : A → B ü่า

เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานของพีชคณิต CI (CI-homomorphism) ก็ต่อเมื่อ

f(x ∗ y) = f(x)⊗ f(y)
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ÿำĀรับทุก x, y ∈ A

ตัüอย่าง 3.28 ใĀ้ A = {0, x, y} และ B = {1, a, b} กำĀนดการดำเนินการทüิภาค ∗ บน A และ ⊗

บน B ดังตารางต่อไปนี้

A =

∗ 0 x y

0 0 x y

x 0 0 0

y 0 0 0

และ B =

⊗ 1 a b

1 1 a b

a 1 1 1

b 1 a 1

จาก [1] และตัüอย่าง 2.25 จะได้ü่า A = (A, ∗, 0) และ B = (B,⊗, 1) เป็นพีชคณิต CI

ใĀ้ f : A → B กำĀนดโดย f(0) = 1, f(x) = a และ f(y) = a

จะแÿดงü่า f เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานของพีชคณิต CI

จะได้ü่า

f(0 ∗ 0) = f(0) = 1 = 1⊗ 1 = f(0)⊗ f(0)

f(0 ∗ x) = f(x) = a = 1⊗ a = f(0)⊗ f(x)

f(0 ∗ y) = f(y) = a = 1⊗ a = f(0)⊗ f(y)

f(x ∗ 0) = f(0) = 1 = a⊗ 1 = f(x)⊗ f(0)

f(x ∗ x) = f(0) = 1 = a⊗ a = f(x)⊗ f(x)

f(x ∗ y) = f(0) = 1 = a⊗ a = f(x)⊗ f(y)

f(y ∗ 0) = f(0) = 1 = a⊗ 1 = f(y)⊗ f(0)

f(y ∗ x) = f(0) = 1 = a⊗ a = f(y)⊗ f(x)

f(y ∗ y) = f(0) = 1 = a⊗ a = f(y)⊗ f(y)

จะได้ü่า f(x ∗ y) = f(x)⊗ f(y) ÿำĀรับทุก x, y ∈ A

ดังนั้น f เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานของพีชคณิต CI

บทตั้ง 3.29 ใĀ้ A = (A, ∗, 1A) และ B = (B,⊗, 1B) เป็นพีชคณิต CI และ f : A → B เป็นฟังก์ชัน

ÿาทิÿÿัณฐานของพีชคณิต CI จะได้ü่า f(1A) = 1B

พิÿูจน์ ใĀ้ A = (A, ∗, 1A) และ B = (B,⊗, 1B) เป็นพีชคณิต CI และ f : A → B เป็นฟังก์ชันÿา-

ทิÿÿัณฐานของพีชคณิต CI

พิจารณา f(1A) = f(1A ∗ 1A) (จาก (CI1))
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= f(1A)⊗ f(1A) (จาก f เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐาน)

= 1B (จาก (CI1))

ดังนั้น f(1A) = 1B

ทฤþฎีบท 3.30 ใĀ้ A = (A, ∗, 1A) และ B = (B,⊗, 1B) เป็นพีชคณิต CI และ f : A → B เป็น

ฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานของพีชคณิต CI จะได้ü่าข้อคüามต่อไปนี้เป็นจริง

1. ถ้า C เป็นพีชคณิตย่อยของ A แล้ü f(C) เป็นพีชคณิตย่อยของ B

2. ถ้า D เป็นพีชคณิตย่อยของ B แล้ü f−1(D) เป็นพีชคณิตย่อยของ A

พิÿูจน์ ใĀ้ A = (A, ∗, 1A) และ B = (B,⊗, 1B) เป็นพีชคณิต CI

และ f : A → B เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานของพีชคณิต CI

1. ใĀ้ C เป็นพีชคณิตย่อยของ A ดังนั้น C ⊆ A และ C ไม่เป็นเซตü่าง

จาก C เป็นพีชคณิตย่อยของ A โดยบทตั้ง 2.29 ได้ü่า 1A ∈ C

จากบทตั้ง 3.29 ได้ü่า f(1A) = 1B

ดังนั้น 1B = f(1A) ∈ f(C)

นั่นคือ f(C) ไม่เป็นเซตü่าง

ใĀ้ x, y ∈ f(C)

จะได้ü่า x = f(c1) และ y = f(c2) ÿำĀรับบาง c1, c2 ∈ C

จะแÿดงü่า x⊗ y ∈ f(C)

จาก f เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานได้ü่า x⊗ y = f(c1)⊗ f(c2) = f(c1 ∗ c2)

เนื่องจาก C เป็นพีชคณิตย่อยของ A ดังนั้น c1 ∗ c2 ∈ C

ได้ü่า x⊗ y = f(c1 ∗ c2) ∈ f(C)

ดังนั้น f(C) เป็นพีชคณิตย่อยของ B

2. ใĀ้ D เป็นพีชคณิตย่อยของ B ดังนั้น D ⊆ B และ D ไม่เป็นเซตü่าง

จาก D เป็นพีชคณิตย่อยของ B โดยบทตั้ง 2.29 ได้ü่า 1B ∈ D

จากบทตั้ง 3.29 ได้ü่า f(1A) = 1B

ได้ü่า f(1A) = 1B ∈ D นั่นคือ 1A ∈ f−1(D)

ดังนั้น f−1(D) ไม่เป็นเซตü่าง

ใĀ้ a, b ∈ f−1(D)

จะได้ü่า f(a), f(b) ∈ D

จะแÿดงü่า a ∗ b ∈ f−1(D)

จาก f เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐาน ได้ü่า f(a ∗ b) = f(a)⊗ f(b)

จาก D เป็นพีชคณิตย่อยของ B ได้ü่า f(a)⊗ f(b) ∈ D
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ดังนั้น f(a ∗ b) ∈ D นั่นคือ a ∗ b ∈ f−1(D)

ดังนั้น f−1(D) เป็นพีชคณิตย่อยของ A

ทฤþฎีบท 3.31 ใĀ้ A = (A, ∗, 1A), B = (B,⊗, 1B) และ C = (C,⊕, 1C) เป็นพีชคณิต CI ถ้า

f : A → B และ g : B → C เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานของพีชคณิต CI แล้ü g ◦ f : A → C เป็น

ฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานของพีชคณิต CI

พิÿูจน์ ใĀ้ A = (A, ∗, 1A), B = (B,⊗, 1B) และ C = (C,⊕, 1C) เป็นพีชคณิต CI

ÿมมติใĀ้ f : A → B และ g : B → C เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานของพีชคณิต CI

จะแÿดงü่า g ◦ f : A → C เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานของพีชคณิต CI

ใĀ้ a, b ∈ A จะได้ü่า

(g ◦ f)(a ∗ b) = g(f(a ∗ b))

= g(f(a)⊗ f(b)) (จาก f เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐาน)

= g(f(a))⊕ g(f(b)) (จาก g เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐาน)

= (g ◦ f)(a)⊕ (g ◦ f)(b)

ดังนั้น g ◦ f : A → C เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานของพีชคณิต CI

บทนิยาม 3.32 ใĀ้ A = (A, ∗, 1A) และ B = (B,⊗, 1B) เป็นพีชคณิต CI และ f : A → B เป็น

ฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานของพีชคณิต CI กำĀนด เคอร์เนล (kernel) ของ f ดังนี้

Ker(f) = {x ∈ A | f(x) = 1B}

ตัüอย่าง 3.33 ใĀ้ A = {0, x, y} และ B = {1, a, b} กำĀนดการดำเนินการทüิภาค ∗ บน A และ ⊗

บน B ดังตารางต่อไปนี้

A =

∗ 0 x y

0 0 x y

x 0 0 0

y 0 0 0

และ B =

⊗ 1 a b

1 1 a b

a 1 1 1

b 1 a 1

จาก [1] และตัüอย่าง 2.25 จะได้ü่า A = (A, ∗, 0) และ B = (B,⊗, 1) เป็นพีชคณิต CI ตามลำดับ

ใĀ้ f : A → B กำĀนดโดย f(0) = 1, f(x) = a และ f(y) = a

จากตัüอย่าง 3.28 จะได้ü่า f เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานของพีชคณิต CI
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จาก f(0) = 1 ได้ü่า Ker(f) = {0}

ทฤþฎีบท 3.34 ใĀ้ A = (A, ∗, 1A) และ B = (B,⊗, 1B) เป็นพีชคณิต CI และ f เป็นฟังก์ชันÿาทิÿ

ÿัณฐานของพีชคณิต CI จะได้ü่า Ker(f) เป็นพีชคณิตย่อยของ A

พิÿูจน์ ใĀ้ A = (A, ∗, 1A) และ B = (B,⊗, 1B) เป็นพีชคณิต CI และ f เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานของ

พีชคณิต CI

จากบทตั้ง 3.29 จะได้ü่า f(1A) = 1B

ดังนั้น 1A ∈ Ker(f) นั่นคือ Ker(f) ไม่เป็นเซตü่าง

ใĀ้ x, y ∈ Ker(f) จะได้ü่า f(x) = 1B และ f(y) = 1B

จะแÿดงü่า x ∗ y ∈ Ker(f)

พิจารณา f(x ∗ y) = f(x)⊗ f(y) (จาก f เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐาน)

= 1B ⊗ 1B (จาก x, y ∈ Ker(f))

= 1B (จาก B มีÿมบัติ (CI1))

นั่นคือ x ∗ y ∈ Ker(f)

ดังนั้น Ker(f) เป็นพีชคณิตย่อยของ A



บทที่ 4

ÿรุปผลการýึกþา (Conclusion)

ในการค้นคü้าอิÿระ เราýึกþาเกี่ยüกับบทนิยามและÿมบัติบางประการของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน

พีชคณิต CI โดยที่พีชคณิต CI มีบทนิยามดังนี้

ใĀ้ X เป็นเซตที่ ไม่ เป็นเซตü่าง โดยที่ ∗ เป็นการดำเนินการทüิภาคบน X และ 1 ∈ X จะเรียก

(X, ∗, 1) Āรือ X ü่าเป็นพีชคณิต CI ถ้า X ÿอดคล้องกับÿมบัติต่อไปนี้

(CI1) x ∗ x = 1

(CI2) 1 ∗ x = x

(CI3) x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z)

ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

ÿำĀรับตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI มีบทนิยามดังนี้ ใĀ้X เป็นพีชคณิต CI และ f : X×X →

X เป็นฟังก์ชันแบบÿมมาตรกล่าüคือ f(x, y) = f(y, x) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X จะเรียก f ü่าเป็นตัüคูณ

คู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI เมื่อ f ÿอดคล้องกับ

f(x ∗ y, z) = x ∗ f(y, z)

ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

เราได้ýึกþาเกี่ยüกับแนüคิดและÿมบัติบางประการของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI ซึ่งได้ผล

การýึกþาดังนี้

ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและใĀ้ f ∈ S(X) โดยที่ S(X) แทนเซตของตัüคูณคู่

แบบÿมมาตรทั้งĀมดบน X จะได้ü่า

1. f(1, 1) = 1

2. x ≤ f(x, 1) ÿำĀรับทุก x ∈ X

3. ถ้า x ≤ y แล้ü x ≤ f(y, 1) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

4. ถ้า 1̄ : X ×X → X กำĀนดโดย 1̄(x, y) = 1 ÿำĀรับทุก x, y ∈ X แล้ü 1̄ ∈ S(X)

5. ถ้า f, g ∈ S(X) แล้ü f ∗ g ∈ S(X) เมื่อ (f ∗ g)(x, y) = f(x, y) ∗ g(x, y) ÿำĀรับทุก

x, y ∈ X

6. (S(X), ∗, 1̄) เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัü
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7. ถ้า f1, f2 ∈ S(X) แล้ü f1 ∪ f2 ∈ S(X) เมื่อ (f1 ∪ f2)(x, y) = f1(x, y) ∪ f2(x, y) =

(f2(x, y)) ∗ f1(x, y)) ∗ f1(x, y) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

นอกจากนี้เราได้ýึกþาบทนิยามและÿมบัติบางประการของเคอร์เนลและเซตของจุดตรึงของตัüคูณคู่

แบบÿมมาตรบนพีชคณิต CI โดยที่บทนิยามของเคอร์เนลและเซตของจุดตรึงของตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน

พีชคณิต CI เป็นดังนี้

ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI และ f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X กำĀนด เคอร์เนลและเซตของจุดตรึง

ของ f ดังนี้

Ker(f) = {x ∈ X | f(x, 1) = 1}

และ

Fix(f) = {x ∈ X | f(x, 1) = x}

จะเรียก Fix(f) ü่าเซตของจุดตรึง (set of fixed points) ของ f

ÿำĀรับการýึกþาเกี่ยüกับÿมบัติบางประการของเคอร์เนลและเซตของจุดตรึงของตัüคูณคู่แบบÿมมาตร

บนพีชคณิต CI ได้ผลการýึกþาดังนี้

ใĀ้ X เป็นพีชคณิต CI ที่มีการแจกแจงในตัüและ f เป็นตัüคูณคู่แบบÿมมาตรบน X จะได้ü่า

1. Ker(f) และ Fix(f) เป็นพีชคณิตย่อยของ X

2. กรณีที่ X มีÿมบัติÿลับที่ จะได้ü่า

2.1 ถ้า x ∈ Ker(f) และ x ≤ y แล้ü y ∈ Ker(f) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

2.2 ถ้า x ∈ Fix(f) และ x ≤ y แล้ü y ∈ Fix(f) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X

3. ถ้า x ∈ Ker(f) แล้ü x ∪ y ∈ Ker(f) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X เมื่อ x ∪ y = (y ∗ x) ∗ x

4. ถ้า x ∈ Fix(f) แล้ü x ∪ y ∈ Fix(f) ÿำĀรับทุก x, y ∈ X เมื่อ x ∪ y = (y ∗ x) ∗ x

ÿุดท้ายนี้เราได้ýึกþาแนüคิดเกี่ยüกับฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานบนพีชคณิต CI โดยที่บทนิยามของฟังก์ชัน

ÿาทิÿÿัณฐานบนพีชคณิต CI เป็นดังนี้

ใĀ้ A = (A, ∗, 1A) และ B = (B,⊗, 1B) เป็นพีชคณิต CI จะเรียก f : A → B ü่าเป็นฟังก์ชัน

ÿาทิÿÿัณฐานของพีชคณิต CI ก็ต่อเมื่อ

f(x ∗ y) = f(x)⊗ f(y)

ÿำĀรับทุก x, y ∈ A

ÿำĀรับการýึกþาแนüคิดเกี่ยüกับฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานบนพีชคณิต CI ได้ผลการýึกþาดังนี้

ใĀ้ A = (A, ∗, 1A), B = (B,⊗, 1B) และ C = (C,⊕, 1C) เป็นพีชคณิต CI ถ้า f : A → B และ

g : B → C เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานของพีชคณิต CI จะได้ü่า
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1. f(1A) = 1B

2. ถ้า C เป็นพีชคณิตย่อยของ A แล้ü f(C) เป็นพีชคณิตย่อยของ B

3. ถ้า D เป็นพีชคณิตย่อยของ B แล้ü f−1(D) เป็นพีชคณิตย่อยของ A

4. g ◦ f : A → C เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานของพีชคณิต CI

5. Ker(f) เป็นพีชคณิตย่อยของ A
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       In this independent study, we study definitions and some
properties of CI-algebras. We also study the concept of symmetric
bi-multipliers on CI-algebras and investigate some related
properties. Moreover, we study definitions and some properties of
kernels and sets of fixed points of symmetric bi-multipliers on CI-
algebras.
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