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กิตติกรรมประกาศ

งานค้นคü้าอิÿระฉบับนี้เป็นÿ่üนĀนึ่งของการýึกþาในกระบüนüิชาการค้นคü้าอิÿระ (206499) ตาม
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ÿําเร็จตามüัตถุประÿงค์ทุกประการ

ขอขอบพระคุณ รองýาÿตราจารย์ ดร.üรรณýิริ üรรณÿิทธิ์ อาจารย์กรรมการÿอบงานค้นคü้าอิÿระ

ที่ได้ÿละเüลาอันมีค่าใĀ้ข้อเÿนอแนะ พิจารณา และตรüจÿอบคüามถูกต้องเĀมาะÿม รüมถึงใĀ้คําแนะนําที่

เป็นประโยชน์ต่อการปรับปรุงแก้ไขงานค้นคü้าอิÿระฉบับนี้ใĀ้ÿําเร็จลุล่üงด้üยดี

ทั้งนี้ขอกราบขอบพระคุณ บิดา มารดา ผู้มีพระคุณ ที่ใĀ้กําลังใจ กําลังÿติปัญญาอย่างÿม่ำเÿมอ

ตลอดการ ทำงานตั้งแต่เริ่มต้นจนÿําเร็จลุล่üงตามüัตถุประÿงค์

ขอขอบคุณคณาจารย์ภาคüิชาคณิตýาÿตร์ที่ได้กรุณาอบรมÿั่งÿอนüิชาคüามรู้ทั้งในและนอกตําราใĀ้
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บทคัดย่อ

การค้นคü้าอิÿระนี้เป็นการýึกþาเพื่อĀาจำนüนการใĀ้ÿีüงกลม 2 üงที่ตัดกัน และüงกลม 3 üงที่ตัด

กันซึ่งทำใĀ้ทุกบริเüณมีÿีต่างกัน จะพิจารณาแม่ÿีเดียüที่มีค่าคüามÿü่างตั้งแต่ 0 ถึง 255 โดยค่าคüามÿü่างÿี

ของพื้นที่üงกลมที่ซ้อนทับกันคือคüามÿü่างÿีของüงกลม 2 üงรüมกัน จะĀาจำนüนÿมาชิกของเซตของชุดÿีที่

ไม่ÿอดคล้องกับเงื่อนไข โดยใช้Āลักการเพิ่มเข้าตัดออกแล้üนำมาลบออกจากเอกภพÿัมพัทธ์ ซึ่งจะได้ผลการ

ýึกþาของจำนüนการใĀ้ÿีüงกลม 2 üงที่ตัดกันซึ่งทำใĀ้ทุกบริเüณมีÿีต่างกัน และผลการýึกþาของจำนüนการ

ใĀ้ÿีüงกลม 3 üงที่ตัดกันซึ่งทำใĀ้ทุกบริเüณมีÿีต่างกัน

Abstract

This independent study finds the number of colourings for intersecting 2 circles and

intersecting 3 circles where all regions have different colours. A single primary colour with the

brightness value from 0 to 255 is considered. The colour brightness value of the overlapping

circle area is the sum of the brightness values of the two circles. We find the size of the set

of colourings that do not satisfy the above conditions using inclusion exclusion principle and

subtract from the size of the universe. Our main results are the number of colourings for 2

intersecting circles where all regions have different colours and the number of colourings for

3 intersecting circles where all regions have different colours.
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บทที่ 1

ความรู้พื้นฐาน (Preliminaries)

บทนิยาม 1.1 : แม่สีของแสงสี คือ ÿีแดง ÿีเขียว และÿีน้ำเงิน

บทนิยาม 1.2 : ค่าความสว่างของแม่สีของแสงสี เป็นจำนวนเต็มตั้งแต่ 0 ถึง 255 ค่าความÿว่างÿีเป็น 0 จะ

เป็นÿีดำ ค่าความÿว่างÿีเป็น 255 จะเป็นÿีของแม่ÿีนั้น

กำĀนดใĀ้ X เป็นเซตของบริเวณภายในวงกลม x

Y เป็นเซตของบริเวณภายในวงกลม y

Z เป็นเซตของบริเวณภายในวงกลม z

พิจารณาความÿว่างÿี

ใĀ้ค่าความÿว่างÿีของ X เป็น Rx

ใĀ้ค่าความÿว่างÿีของ Y เป็น Ry

ใĀ้ค่าความÿว่างÿีของ Z เป็น Rz

บทนิยาม 1.3 : การผสมแสงสี เมื่อวงกลม x ซึ่งบริเวณภายในวงกลมที่มีค่าความÿว่างÿีเป็น Rx มาซ้อนทับ

กับวงกลม y ที่มีค่าความÿว่างÿีเป็น Ry บริเวณที่ซ้อนทับกันจะมีค่าความÿว่างÿีเป็น Rx + Ry ถ้าค่าความ

ÿว่างรวมกันได้มากกว่า 255 เราจะกำĀนดใĀ้ค่าความÿว่างÿีนั้นเป็น 255

ทฤþฎีบท 1.4 : กำĀนด A1, A2, A3, . . . , An เป็นเซตจำกัดที่ Ai ∩ Aj = ∅ ÿำĀรับทุก i ̸= j แล้ว

|A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ · · · ∪ An| = |A1|+ |A2|+ |A3|+ · · ·+ |An|

ทฤþฎีบท 1.5 : กำĀนด A และ B เป็นเซตจำกัด จะได้ว่า |A ∪B| = |A|+ |B|− |A ∩B|

ทฤþฎีบท 1.6 : กำĀนดA, B และ C เป็นเซตจำกัด จะได้ว่า |A ∪ B ∪ C| = |A|+|B|+|C|−|A ∩B|−

|A ∩ C|− |B ∩ C|+ |A ∩ B ∩ C|

ทฤþฎีบท 1.7 : กำĀนด a1, a2, a3, . . . , an เป็นพจน์ที่ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , n − 1 ค่าของ ai+1 − ai

เป็นค่าคงตัวค่าĀนึ่ง จะได้ว่าผลรวมของทุกพจน์ คือ
(
n
2

)
(a1 + an)
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บทที่ 2

ผลการศึกษา (Main results)

เราต้องการดูแม่ÿีแค่ÿีใดÿีĀนึ่งเพียงÿีเดียวในการพิจารณาจำนวนการใĀ้ÿีวงกลม 2 วงที่ตัดกันซึ่ง

ทำใĀ้ทุกบริเวณมีÿีต่างกัน และ จำนวนการใĀ้ÿีวงกลม 3 วงที่ตัดกันซึ่งทำใĀ้ทุกบริเวณมีÿีต่างกัน

ดังนั้น

กรณีวงกลม 2 วง ÿีของ X − Y ÿีของ Y −X และ ÿีของ X ∩ Y ต้องต่างกันทั้งĀมด

กรณีวงกลม 3 วง ÿีของ X − (Y ∪ Z) ÿีของ Y − (X ∪ Z) ÿีของ Z − (X ∪ Y ) ÿีของ

(X ∩ Y )− Z ÿีของ (Y ∩ Z)−X ÿีของ (X ∩ Z)− Y และÿีของ X ∩ Y ∩ Z ต้องต่างกันทั้งĀมด

จะเĀ็นได้ว่า

ÿำĀรับวงกลม 2 วง x และ y

ค่าความÿว่างÿีของÿ่วน X − Y เป็น Rx

ค่าความÿว่างÿีของÿ่วน Y −X เป็น Ry

ค่าความÿว่างÿีของÿ่วน X ∩ Y เป็น min{255, Rx +Ry}

ÿำĀรับวงกลม 3 วง x, y และ z

ค่าความÿว่างÿีของÿ่วน X − (Y ∪ Z) เป็น Rx

ค่าความÿว่างÿีของÿ่วน Y − (X ∪ Z) เป็น Ry

ค่าความÿว่างÿีของÿ่วน Z − (X ∪ Y ) เป็น Rz

ค่าความÿว่างÿีของÿ่วน (X ∩ Y )− Z เป็น min{255, Rx +Ry}

ค่าความÿว่างÿีของÿ่วน (Y ∩ Z)−X เป็น min{255, Ry +Rz}

ค่าความÿว่างÿีของÿ่วน (X ∩ Z)− Y เป็น min{255, Rx +Rz}

ค่าความÿว่างÿีของÿ่วน X ∩ Y ∩ Z เป็น min{255, Rx +Ry +Rz}

ข้อÿังเกต 2.1 : ÿำĀรับบริเวณที่ซ้อนทับกัน ถ้าบริเวณใดคำนวณค่า Rx + Ry, Ry + Rz , Rx + Rz และ

Rx +Ry +Rz ได้มากกว่าĀรือเท่ากับ 255 จะเป็นÿีเดียวกัน

2.1. วงกลม 2 วง

จากค่าความÿว่างÿีของ X−Y , ของ Y −X และ ของ X∩Y ต้องต่างกันทั้งĀมด ทำใĀ้ได้ผลลัพธ์

ดังนี้
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ทฤþฎีบทประกอบ 2.2 : ÿำĀรับวงกลม 2 วง x และ y ค่า Rx และ Ry ไม่เป็น 0

บทพิสูจน์ พิจารณา Ri, i = x, y

ใĀ้ Ri = 0 และ j = x, y โดยที่ j ̸= i

จะได้ว่า Ri +Rj = 0 + Rj = Rj

แÿดงว่าÿ่วน i ∩ j เป็นÿีเดียวกับÿ่วน j

ทฤþฎีบทประกอบ 2.3 : ÿำĀรับวงกลม 2 วง x และ y ค่า Rx และ Ry ไม่เป็น 255

บทพิสูจน์ พิจารณา Ri, i = x, y

ใĀ้ Ri = 255 และ j = x, y โดยที่ j ̸= i

จะได้ว่า Ri +Rj = 255 + Rj ≥ 255

แÿดงว่าค่าความÿว่างของÿ่วน i ∩ j จะเป็น min{255, Ri + Rj} = 255 ซึ่งเป็นÿีเดียวกับÿ่วน

i

ทฤþฎีบทประกอบ 2.4 : ÿำĀรับวงกลม 2 วง x และ y มีชุดÿี (Rx, Ry) จำนวน 64262 ชุดÿี

บทพิสูจน์ Rx มีค่าตั้งแต่ Rx = 1 ถึง Rx = 254

Ry มีค่าตั้งแต่ Ry = 1 ถึง Ry = 254

ค่าความÿว่างÿีวงกลม x เป็นได้ตั้งแต่ 1 ถึง 254 และค่าความÿว่างÿีวงกลม x แต่ละค่าจับคู่กับ

ค่าความÿว่างÿีวงกลม y ได้ทั้งĀมด 253 วิธี เนื่องจากตัดกรณีที่ค่าความÿว่างÿีของวงกลม x และ y เท่ากัน

เพราะเราÿนใจวิธีใĀ้ÿีที่ทุกÿ่วนมีÿีต่างกัน

ดังนั้น วิธีที่ÿนใจ จะได้ทั้งĀมด 254× 253 = 64262 วิธี

2.2. วงกลม 3 วง

จากค่าความÿว่างÿีของX−(Y ∪Z), ของ Y −(X∪Z), ของ Z−(X∪Y ), ของ (X∩Y )−Z ,

ของ (Y ∩ Z)−X , ของ (X ∩ Z)− Y และ ของ X ∩ Y ∩ Z ต้องต่างกันทั้งĀมด ทำใĀ้ได้ผลลัพธ์ดังนี้

ทฤþฎีบทประกอบ 2.5 : ÿำĀรับวงกลม 3 วง x, y และ z ค่า Rx, Ry และ Rz ไม่เป็น 0

บทพิสูจน์ พิจารณา Ri, i = x, y, z

ใĀ้ Ri = 0 และ j = x, y, z โดยที่ j ̸= i

จะได้ว่า Ri +Rj = 0 + Rj = Rj

แÿดงว่าÿ่วน i ∩ j เป็นÿีเดียวกับÿ่วน j
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ทฤþฎีบทประกอบ 2.6 : ÿำĀรับวงกลม 3 วง x, y และ z ค่า Rx, Ry และ Rz ไม่เกิน 252

บทพิสูจน์ ÿมมติ Rx, Ry และ Rz ต่างกันทั้งĀมด

ÿมมติ Rx ≥ 253 Āรือ Ry ≥ 253 Āรือ Rz ≥ 253

โดยไม่เÿียนัยทั่วไป ÿมมติใĀ้ Rx ≥ 253

ค่าน้อยÿุดที่เป็นไปได้ของ Ry และ Rz เป็น 1 และ 2 เพราะ Rx ̸= Ry

ÿมมติใĀ้ Ry = 1 และ Rz = 2

ÿ่วน (X ∩ Z)− Y มีความเข้มÿี Rx +Rz ≥ 253 + 2 = 255

ดังนั้นค่าความÿว่างÿีของÿ่วน (X ∩ Z)− Y คือ min{255, Rx +Rz} = 255

ÿ่วน X ∩ Y ∩ Z มีความเข้มÿี Rx +Ry +Rz ≥ 253 + 1 + 2 ≥ 255

ดังนั้นค่าความÿว่างÿีของÿ่วน X ∩ Y ∩ Z คือ min{255, Rx +Ry +Rz} = 255

ÿรุปได้ว่าÿ่วน (X ∩ Z)− Y และÿ่วน X ∩ Y ∩ Z มีค่าความÿว่างÿีค่าเดียวกัน เกิดข้อขัดแย้ง

ÿรุปได้ว่า Rx ≤ 252 และ Ry ≤ 252 และ Rz ≤ 252

ทฤþฎีบทประกอบ 2.7 : ÿำĀรับวงกลม 3 วง x, y และ z ค่า Rx + Ry < 255, Rx + Rz < 255 และ

Ry +Rz < 255

บทพิสูจน์ ÿมมติ Rx, Ry, Rz, Rx +Ry, Rx +Rz และ Ry +Rz ต่างกันทั้งĀมด

ÿมมติ Rx +Ry ≥ 255 Āรือ Rx +Rz ≥ 255 Āรือ Ry +Rz ≥ 255

โดยไม่เÿียนัยทั่วไป ÿมมติใĀ้ Rx +Ry ≥ 255

ÿ่วน (X ∩ Y )− Z มีความเข้มÿี Rx +Ry ≥ 255

ดังนั้นค่าความÿว่างÿีของÿ่วน (X ∩ Y )− Z คือ min{255, Rx +Ry} = 255

เนื่องจาก Rz ≥ 1 ÿ่วน X ∩ Y ∩ Z มีความเข้มÿี Rx +Ry +Rz ≥ 255 + 1 ≥ 255

ดังนั้นค่าความÿว่างÿีของÿ่วน X ∩ Y ∩ Z คือ min{255, Rx +Ry +Rz} = 255

ÿรุปได้ว่าÿ่วน (X ∩ Y )− Z และÿ่วน X ∩ Y ∩ Z มีค่าความÿว่างÿีค่าเดียวกัน เกิดข้อขัดแย้ง

ÿรุปได้ว่า Rx +Ry < 255 และ Rx +Rz < 255 และ Ry +Rz < 255

ใĀ้ i เป็นจำนวนเต็ม ซึ่ง 1 ≤ i ≤ 252 กำĀนดใĀ้ เอกภพÿัมพัทธ์ (universe) 𝒰i คือ เซตของชุดÿี

(Rx,Ry,Rz) ที่ Rx = i, 1 ≤ Ry, Rz ≤ 252 และ Rx +Ry < 255

ทฤþฎีบทประกอบ 2.8 : ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 จะได้ว่า |𝒰i| = 8096508
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บทพิสูจน์ ใĀ้เซต 𝒰i คือ {(Rx, Ry, Rz)|1 ≤ Ry, Rz ≤ 252, Rx +Ry < 255, Rx = i}

จาก Rx +Ry < 255 และ Rx = i

จึงทำใĀ้ได้ว่า i+Ry < 255

Ry < 255− i

Ry ≤ 254− i

ดังนั้น 1 ≤ Ry ≤ min{252, 254− i}

พิจารณาคู่ของ Rx และ Ry ทั้งĀมด

เนื่องจาก 1 ≤ Ry ≤ min{252, 254− i} แบ่งได้ 2 กรณี ได้แก่

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 1 จะได้ 1 ≤ Ry ≤ 252

ทำใĀ้ได้ว่า จำนวนของ Ry ÿำĀรับ i = 1 คือ 252− 1 + 1 = 252

จะได้ว่า จำนวนคู่ของ Rx และ Ry คือ 252 เมื่อ i = 1

กรณีที่ 2 ÿำĀรับ i = 2, 3, 4, . . . , 252 จะได้ 1 ≤ Ry ≤ 254− i

ทำใĀ้ได้ว่า จำนวนของ Ry ÿำĀรับ i ค่าĀนึ่งคือ (254 − i) − 1 + 1 = 254 − i เมื่อ i =

2, 3, 4, . . . , 252

จะได้ว่า จำนวนคู่ของ Rx และ Ry คือ
252∑

i=2

(254− i) = 252 + 251 + 250 + · · ·+ 2 = 31877

เมื่อ i = 2, 3, 4, . . . , 252

ดังนั้น จำนวนคู่ของ Rx และ Ry จากทั้งÿองกรณี คือ 252 + 31877 = 32129

เนื่องจาก 1 ≤ Rz ≤ 252

ทำใĀ้ได้ว่า จำนวนของ Rz ÿำĀรับคู่ของ Rx และ Ry คู่Āนึ่งคือ 252− 1 + 1 = 252

เนื่องจากจำนวนคู่ของ Rx และ Ry คือ 32129 และ จำนวนของ Rz ÿำĀรับ Rx และ Ry คู่ใดคู่

Āนึ่ง คือ 252

ทำใĀ้ |𝒰i| = 32129× 252 = 8096508

ในการĀาจำนวนการใĀ้ÿีวงกลม 3 วงที่ตัดกันซึ่งทำใĀ้ทุกบริเวณมีÿีต่างกัน ชุดÿี (Rx, Ry, Rz) ต้อง

ÿอดคล้องกับเงื่อนไข

1. ค่าความÿว่างÿี Rx ̸= Ry

2. ค่าความÿว่างÿี Rx ̸= Rz

3. ค่าความÿว่างÿี Ry ̸= Rz
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4. ค่าความÿว่างÿี Rx +Ry ̸= Rz

5. ค่าความÿว่างÿี Rx +Rz ̸= Ry

6. ค่าความÿว่างÿี Ry +Rz ̸= Rx

7. ค่าความÿว่างÿี Rx +Rz < 255

8. ค่าความÿว่างÿี Ry +Rz < 255

ÿำĀรับRx = i กำĀนดใĀ้เซตของชุดÿีที่ไม่ÿอดคล้องกับเงื่อนไขดังกล่าวคือ เซตของAi
1, A

i
2, A

i
3, A

i
4, A

i
5,

Ai
6, A

i
7 และ Ai

8 ตามลำดับ

จะได้ว่า เซต Ai
1 คือ เซตของชุดÿีใน 𝒰i ที่ Rx = Ry

เซต Ai
2 คือ เซตของชุดÿีใน 𝒰i ที่ Rx = Rz

เซต Ai
3 คือ เซตของชุดÿีใน 𝒰i ที่ Ry = Rz

เซต Ai
4 คือ เซตของชุดÿีใน 𝒰i ที่ Rx +Ry = Rz

เซต Ai
5 คือ เซตของชุดÿีใน 𝒰i ที่ Rx +Rz = Ry

เซต Ai
6 คือ เซตของชุดÿีใน 𝒰i ที่ Ry +Rz = Rx

เซต Ai
7 คือ เซตของชุดÿีใน 𝒰i ที่ Rx +Rz ≥ 255

เซต Ai
8 คือ เซตของชุดÿีใน 𝒰i ที่ Ry +Rz ≥ 255

จะทำใĀ้ได้ว่า เซตของชุดÿี (Rx, Ry, Rz) ที่ไม่ÿอดคล้องกับเงื่อนไขคือ Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪

Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8

ดังนั้น เซตของชุดÿี (Rx, Ry, Rz) ที่ÿอดคล้องกับเงื่อนไขคือ 𝒰i − (Ai
1 ∪Ai

2 ∪Ai
3 ∪Ai

4 ∪Ai
5 ∪

Ai
6 ∪ Ai

7 ∪ Ai
8)

วิธีการĀาจำนวนÿมาชิกใน Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8 โดยใช้Āลักการเพิ่มเข้า

ตัดออก เริ่มจาก |Ai
1 ∪ Ai

2| = |Ai
1|+ |Ai

2|− |Ai
1 ∩ Ai

2|

|Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3| = |Ai

1 ∪ Ai
2|+ |Ai

3|− |Ai
3 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2)|

|Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4| = |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3|+ |Ai

4|− |Ai
4 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3)|

|Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| = |Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4|+|Ai

5|−|Ai
5 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4)|

|Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| = |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5|+ |Ai

6|

− |Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5)|
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|Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| = |Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6|+ |Ai

7|

− |Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)|

|Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8| = |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|

+ |Ai
8|− |Ai

8 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7)|

จากนั้นจึงĀาจำนวนเซตของชุดÿีที่ต้องการจาก |𝒰i−(Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪Ai

4∪Ai
5∪Ai

6∪Ai
7∪Ai

8)| =

|𝒰i|− |Ai
1 ∪Ai

2 ∪Ai
3 ∪Ai

4 ∪Ai
5 ∪Ai

6 ∪Ai
7 ∪Ai

8| ÿำĀรับ i = Rx และĀาผลรวมของจำนวนเซตของชุด

ÿีทั้งĀมดÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 252

ทฤþฎีบทประกอบ 2.9 : ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 127 เซต Ai
1 คือ {(i, i, k)|k = 1, 2, 3, . . . , 252} และ |Ai

1| =

252

บทพิสูจน์ ใĀ้เซตAi
1 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx = Ry, Rx = i} จะพิจารณาขอบเขตของค่าRx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.6 จะได้ว่า 1 ≤ Rx, Ry, Rz ≤ 252

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.7 จะได้ว่า Rx +Ry < 255

เนื่องจาก Rx = Ry

จึงทำใĀ้ได้ว่า i+ i < 255

2i < 255

i < 255
2

i < 127.5

i ≤ 127

จะได้ว่า 1 ≤ Rx = i ≤ 127 และ 1 ≤ Ry = i ≤ 127

ดังนั้น Ai
1 = {(i, i, k)|k = 1, 2, 3, . . . , 252}

ทำใĀ้ |Ai
1| = 252

ทฤþฎีบทประกอบ 2.10 : ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
2 คือ {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . ,min{252, 254−

i}} และ |Ai
2| = min{252, 254− i}

บทพิสูจน์ ใĀ้เซตAi
2 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx = Rz, Rx = i} จะพิจารณาขอบเขตของค่าRx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.6 จะได้ว่า 1 ≤ Rx, Ry, Rz ≤ 252

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.7 จะได้ว่า Rx +Ry < 255

จึงทำใĀ้ได้ว่า i+Ry < 255
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Ry < 255− i

ดังนั้น 1 ≤ Ry ≤ min{252, 254− i}

ดังนั้น Ai
2 = {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . ,min{252, 254− i}}

ทำใĀ้ |Ai
2| = min{252, 254− i}

ทฤþฎีบทประกอบ 2.11 : ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
3 คือ {(i, j, j)|j = 1, 2, 3, . . . ,min{252, 254−

i}} และ |Ai
3| = min{252, 254− i}

บทพิสูจน์ ใĀ้เซตAi
3 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Ry = Rz, Rx = i} จะพิจารณาขอบเขตของค่าRx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.6 จะได้ว่า 1 ≤ Rx, Ry, Rz ≤ 252

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.7 จะได้ว่า Rx +Ry < 255

จึงทำใĀ้ได้ว่า i+Ry < 255

Ry < 255− i

ดังนั้น 1 ≤ Ry ≤ min{252, 254− i}

เนื่องจาก Ry = Rz

จะได้ว่า 1 ≤ Rz ≤ min{252, 254− i}

ดังนั้น Ai
3 = {(i, j, j)|j = 1, 2, 3, . . . ,min{252, 254− i}}

ทำใĀ้ |Ai
3| = min{252, 254− i}

ทฤþฎีบทประกอบ 2.12 : ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 251 เซต Ai
4 คือ {(i, j, i+ j)|j = 1, 2, 3, . . . , 252− i} และ

|Ai
4| = 252− i

บทพิสูจน์ ใĀ้เซต Ai
4 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx + Ry = Rz, Rx = i} จะพิจารณาขอบเขตของค่า

Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.6 จะได้ว่า 1 ≤ Rx, Ry, Rz ≤ 252

จาก 1 ≤ Rz ≤ 252

เนื่องจาก Rx +Ry = Rz

จะได้ว่า 1 ≤ Rx +Ry ≤ 252

พิจารณา Rx +Ry ≤ 252

Ry ≤ 252− i

จะได้ว่า 1 ≤ Ry ≤ 252− i
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ถ้า Rx = 252 ทำใĀ้ได้ว่า 1 ≤ Ry ≤ 252− 252 = 0 เกิดข้อขัดแย้ง

จะได้ว่า 1 ≤ Rx ≤ 251

ดังนั้น Ai
4 = {(i, j, i+ j)|j = 1, 2, 3, . . . , 252− i}

ทำใĀ้ |Ai
4| = 252− i

ทฤþฎีบทประกอบ 2.13 : ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 126 เซต Ai
5 คือ {(i, j, j−i)|j = i+1, i+2, i+3, . . . , 252}

และ |Ai
5| = 252− i

บทพิสูจน์ ใĀ้เซต Ai
5 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx + Rz = Ry, Rx = i} จะพิจารณาขอบเขตของค่า

Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.6 จะได้ว่า 1 ≤ Rx, Ry, Rz ≤ 252

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.7 จะได้ว่า Rx +Ry < 255

เนื่องจาก Ry = Rx +Rz

จะได้ว่า Ry = i+ 1, i+ 2, i+ 3, . . . , 252

ดังนั้น เราÿามารถเขียน Ry ในรูป Ry = 1 +D,D = 1, 2, 3, . . . , 252− i

เนื่องจาก Rx +Ry < 255

จึงทำใĀ้ได้ว่า i+ i+D < 255

2i+D < 255

2i < 255−D

i < 255−D
2

i < 255−1
2 เนื่องจาก 255−D

2 มีค่าÿูงÿุดเมื่อ D = 1

i < 254
2

i < 127

i ≤ 126

ดังนั้น 1 ≤ Rx = i ≤ 126 และ i+ 1 ≤ Ry ≤ 252

เนื่องจาก Ry = Rx +Rz

จาก i+ 1 ≤ Ry ≤ 252

i+ 1− i ≤ Ry = Rx ≤ 252− i

จะได้ว่า 1 ≤ Rz ≤ 252− i ดังนั้น 1 ≤ Rz ≤ 252 ตามต้องการ

ดังนั้น Ai
5 = {(i, j, j − i)|j = i+ 1, i+ 2, i+ 3, . . . , 252} ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 126
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ทำใĀ้ |Ai
5| = 252− i

ทฤþฎีบทประกอบ 2.14 : ÿำĀรับ 2 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
6 คือ {(i, j, i−j)|j = 1, 2, 3, . . . ,min{126, i−

1}} และ |Ai
6| = min{126, i− 1}

บทพิสูจน์ ใĀ้เซต Ai
6 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Ry + Rz = Rx, Rx = i} จะพิจารณาขอบเขตของค่า

Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.6 จะได้ว่า 1 ≤ Rx, Ry, Rz ≤ 252

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.7 จะได้ว่า Rx +Ry < 255

เนื่องจาก Rx = Ry +Rz

จะได้ว่า Rx = Ry + 1, Ry + 2, Ry + 3, . . . , 252

ดังนั้น เราÿามารถเขียน Rx ในรูป Rx = Ry +D,D = 1, 2, 3, . . . , 252−Ry

เนื่องจาก Rx +Ry < 255

จึงทำใĀ้ได้ว่า Ry +D +Ry < 255

2Ry +D < 255

2Ry < 255−D

Ry <
255−D

2

Ry <
255−1

2 เนื่องจาก 255−D
2 มีค่าÿูงÿุดเมื่อ D = 1

Ry <
254
2

Ry < 127

Ry ≤ 126

ดังนั้น 1 ≤ Ry ≤ 126 และ 2 ≤ Rx ≤ 252

เนื่องจาก Ry +Rz = Rx

จาก Ry + 1 ≤ Rx ≤ 252

Ry + 1−Ry ≤ Rx −Ry ≤ 252−Ry

1 ≤ Rx −Ry ≤ 252−Ry

จะได้ว่า 1 ≤ Rz ≤ 252−Ry

จาก 1 ≤ Rx −Ry

Ry ≤ Rx − 1

Ry ≤ i− 1
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จึงทำใĀ้ได้ว่า 1 ≤ Ry ≤ i− 1

จะได้ว่า 1 ≤ Ry ≤ min{126, i− 1}

ดังนั้น Ai
6 = {(i, j, i− j)|j = 1, 2, 3, . . . ,min{126, i− 1}} ÿำĀรับ i = 2, 3, 4, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
6| = min{126, i− 1}

ทฤþฎีบทประกอบ 2.15 : ÿำĀรับ 3 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
7 คือ {(i, j, k)|j = 1, 2, 3, . . . , 254 − i และ

255− i ≤ k ≤ 252} และ |Ai
7| = (254− i)(i− 2)

บทพิสูจน์ ใĀ้เซต Ai
7 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx + Rz ≥ 255, Rx = i} จะพิจารณาขอบเขตของค่า

Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.6 จะได้ว่า 1 ≤ Rx, Ry, Rz ≤ 252

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.7 จะได้ว่า Rx +Ry < 255

เนื่องจาก Rx +Rz ≥ 255

จึงทำใĀ้ได้ว่า Rz ≥ 255−Rx

Rz ≥ 255− i

จะได้ว่า 255− i ≤ Rz ≤ 252

พิจารณา 255− i ≤ 252

255− 252 ≤ i

3 ≤ i

เนื่องจาก 1 ≤ Rx = i ≤ 252 จะได้ว่า 3 ≤ Rx = i ≤ 252

เนื่องจาก Rx +Ry < 255

จึงทำใĀ้ได้ว่า i+Ry < 255

Ry < 255− i

Ry ≤ 254− i

จะได้ว่า 1 ≤ Ry ≤ 254− i, i = 3, 4, 5, . . . , 252

เนื่องจาก 255− i ≤ Rz ≤ 252

จำนวนของค่า Rz คือ 252− (255− i) + 1 = i− 2 ÿำĀรับคู่ของ Rx = i และ Ry = j คู่่Āนึ่ง

เมื่อ i = 3, 4, 5, . . . , 252 และ j = 1, 2, 3, . . . , 254− i

ดังนั้น Ai
7 = {(i, j, k)|j = 1, 2, 3, . . . , 254 − i และ 255 − i ≤ k ≤ 252} ÿำĀรับ i =

3, 4, 5, . . . , 252
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เนื่องจากจำนวนของ Ry ที่แตกต่างกัน คือ 254 − i และจำนวนของ Rz ÿำĀรับ |Ry| ตัวใดตัว

Āนึ่งคือ i− 2

ทำใĀ้ |Ai
7| = (254− i)(i− 2), i = 3, 4, 5, . . . , 252

ทฤþฎีบทประกอบ 2.16 : ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
8 คือ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . ,min{252, 254−

i} และ 255− j ≤ k ≤ 252}, |Ai
8| ÿำĀรับ i = 1 คือ 31375 และ |Ai

8| ÿำĀรับ i = 2, 3, 4, . . . , 252 คือ
(252−i)(253−i)

2

บทพิสูจน์ ใĀ้เซต Ai
8 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Ry + Rz ≥ 255, Rx = i} จะพิจารณาขอบเขตของค่า

Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.6 จะได้ว่า 1 ≤ Rx, Ry, Rz ≤ 252

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.7 จะได้ว่า Rx +Ry < 255

จึงทำใĀ้ได้ว่า i+Ry < 255

Ry < 255− i

Ry ≤ 254− i

ดังนั้น 1 ≤ Ry ≤ min{252, 254− i}

เนื่องจาก Ry +Rz ≥ 255

จึงทำใĀ้ได้ว่า Rz ≥ 255−Ry

ดังนั้น 255−Ry ≤ Rz ≤ 252

จำนวน Rz ÿำĀรับ Ry = j ค่าĀนึ่งคือ 252− (255− j) + 1 = j − 2

จะได้ว่า j − 2 > 0

j > 2

j ≥ 3

ทำใĀ้ได้ว่า จำนวนของ Rz ÿำĀรับ j ค่าĀนึ่งคือ j−2 เมื่อ j = 3, 4, 5, . . . ,min{252, 254− i}

ดังนั้น Ai
8 = {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . ,min{252, 254− i} และ 255− j ≤ k ≤ 252}

จำนวนของค่า Rz ที่เป็นไปได้ ÿำĀรับ j ค่าĀนึ่งคือ j − 2

จะได้ |Ai
8| =

min{252,254−i}∑

j=3

(j − 2) แบ่งได้ 2 กรณี ได้แก่

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 1 จะได้จำนวนของ Rz ÿำĀรับ j ค่าĀนึ่งคือ j−2 เมื่อ j = 3, 4, 5, . . . , 252

จะได้ว่า |Ai
8| =

252∑

j=3

(j − 2) = 1 + 2 + 3 + · · ·+ 250 = 31375
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ดังนั้น |Ai
8| ÿำĀรับ i = 1 คือ 31375

กรณีที่ 2 ÿำĀรับ i = 2, 3, 4, . . . , 252 จะได้จำนวนของ Rz ÿำĀรับ j ค่าĀนึ่งคือ j − 2 เมื่อ

j = 3, 4, 5, . . . , 254− i

จะได้ว่า |Ai
8| =

254−i∑

j=3

(j − 2) = 1 + 2 + 3 + · · ·+ 252− i

ใช้ทฤþฎีบท 1.7 โดย a1 = 1, an = 252− i และ n = 252− i จะได้ว่า

1 + 2 + 3 + · · ·+ 252− i =
(
n
2

)
(a1 + an)

=
(
252−i

2

)
[1 + (252− i)]

= (252−i)(253−i)
2

ดังนั้น |Ai
8| ÿำĀรับ i = 2, 3, 4, . . . , 252 คือ (252−i)(253−i)

2

ทฤþฎีบทประกอบ 2.17 : ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 127 เซต Ai
1 ∩Ai

2 คือ {(i, i, i)}, |Ai
1 ∩Ai

2| = 1 และÿำĀรับ

128 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
1 ∩ Ai

2 คือ ∅, |Ai
1 ∩ Ai

2| = 0

บทพิสูจน์ ใĀ้เซต Ai
1 ∩ Ai

2 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx = Ry = Rz, Rx = i} จะพิจารณาขอบเขตของ

ค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.9 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 127 เซตAi
1 คือ {(i, i, k)|k = 1, 2, 3, . . . , 252}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.10 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
2 คือ {(i, j, i)|j =

1, 2, 3, . . . ,min{252, 254− i}}

จะได้ว่า 1 ≤ Rx = i ≤ 127, Ry = i = j และ Rz = k = i

เนื่องจาก i = j = k จึงได้ว่า 1 ≤ i = j = k ≤ 127

ดังนั้นAi
1∩Ai

2 = {(i, i, i)}, i = 1, 2, 3, . . . , 127 และAi
1∩Ai

2 = ∅, i = 128, 129, 130, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
1 ∩Ai

2| = 1, i = 1, 2, 3, . . . , 127 และ |Ai
1 ∩Ai

2| = 0, i = 128, 129, 130, . . . , 252

ทฤþฎีบทประกอบ 2.18 : |Ai
1 ∪ Ai

2| ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 127 คือ 251 +min{252, 254 − i} และ

|Ai
1 ∪ Ai

2| ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 252 คือ 254− i

บทพิสูจน์ จากทฤþฎีบทประกอบ 2.9 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 127 เซตAi
1 คือ {(i, i, k)|k = 1, 2, 3, . . . , 252}

และ |Ai
1| = 252

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.10 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซตAi
2 คือ {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . ,

min{252, 254− i}} และ |Ai
2| = min{252, 254− i}
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และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.17 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 127 เซต Ai
1∩Ai

2 คือ {(i, i, i)} และ

|Ai
1 ∩ Ai

2| = 1

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 127 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1| = 252, |Ai

2| = min{252, 254−

i} และ |Ai
1 ∩ Ai

2| = 1

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2| = |Ai
1|+ |Ai

2|− |Ai
1 ∩ Ai

2|

= 252 +min{252, 254− i}− 1

= 251 +min{252, 254− i}

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2| ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 127 คือ 251 +min{252, 254− i}

กรณีที่ 2 ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 252 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1| = 0, |Ai

2| = 254− i

และ |Ai
1 ∩ Ai

2| = 0

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2| = |Ai
1|+ |Ai

2|− |Ai
1 ∩ Ai

2|

= 0 + 254− i− 0

= 254− i

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2| ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 252 คือ 254− i

ทฤþฎีบทประกอบ 2.19 : ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
3 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2) คือ {(i, i, i)} และ |Ai

3 ∩ (Ai
1 ∪

Ai
2)| = 1

บทพิสูจน์ พิจารณาเซต Ai
3 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2) ในรูป (Ai

1 ∩ Ai
3) ∪ (Ai

2 ∩ Ai
3)

ใĀ้เซต Ai
1 ∩ Ai

3 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx = Ry = Rz, Rx = i} จะพิจารณาขอบเขตของ

ค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.9 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 127 เซตAi
1 คือ {(i, i, k)|k = 1, 2, 3, . . . , 252}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.11 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
3 คือ {(i, j, j)|j =

1, 2, 3, . . . ,min{252, 254− i}}

จะได้ว่า 1 ≤ Rx = i ≤ 127, Ry = i = j และ Rz = k = j

เนื่องจาก i = j = k จึงได้ว่า 1 ≤ i = j = k ≤ 127

ดังนั้นAi
1∩Ai

3 = {(i, i, i)}, i = 1, 2, 3, . . . , 127 และAi
1∩Ai

3 = ∅, i = 128, 129, 130, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
1 ∩Ai

3| = 1, i = 1, 2, 3, . . . , 127 และ |Ai
1 ∩Ai

3| = 0, i = 128, 129, 130, . . . , 252

และใĀ้เซต Ai
2 ∩ Ai

3 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx = Ry = Rz, Rx = i} จะพิจารณาขอบเขต

ของค่า Rx, Ry, Rz
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จากทฤþฎีบทประกอบ 2.10 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซตAi
2 คือ {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . ,

min{252, 254− i}}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.11 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
3 คือ {(i, j, j)|j =

1, 2, 3, . . . ,min{252, 254− i}}

จะได้ว่า 1 ≤ Rx = i ≤ 252, Ry = j และ Rz = i = j

เนื่องจาก i = j จึงได้ว่า 1 ≤ i = j ≤ 252

ดังนั้น Ai
2 ∩ Ai

3 = {(i, i, i)}, i = 1, 2, 3, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
2 ∩ Ai

3| = 1, i = 1, 2, 3, . . . , 252

พิจารณาเซต (Ai
1 ∩ Ai

3) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

3)

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 127

จะได้ว่า Ai
3 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2) = (Ai

1 ∩ Ai
3) ∪ (Ai

2 ∩ Ai
3)

= {(i, i, i)} ∪ {(i, i, i)}

= {(i, i, i)}

กรณีที่ 2 ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 252

จะได้ว่า Ai
3 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2) = (Ai

1 ∩ Ai
3) ∪ (Ai

2 ∩ Ai
3)

= ∅ ∪ {(i, i, i)}

= {(i, i, i)}

ดังนั้น Ai
3 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2) = {(i, i, i)}, i = 1, 2, 3, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
3 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2)| = 1, i = 1, 2, 3, . . . , 252

ทฤþฎีบทประกอบ 2.20 : |Ai
1 ∪Ai

2 ∪Ai
3| ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 127 คือ 250+2min{252, 254− i}

และ |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3| ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 252 คือ 507− 2i

บทพิสูจน์ จากทฤþฎีบทประกอบ 2.18 จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2| ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 127 คือ 251 +

min{252, 254− i} และ |Ai
1 ∪ Ai

2| ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 252 คือ 254− i

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.11 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
3 คือ {(i, j, j)|j =

1, 2, 3, . . . ,min{252, 254− i}} และ |Ai
3| = min{252, 254− i}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.19 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
3 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2) คือ

{(i, i, i)} และ |Ai
3 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2)| = 1
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กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 127 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1∪Ai

2| = 251+min{252, 254−

i}, |Ai
3| = min{252, 254− i} และ |Ai

3 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2)| = 1

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3| = |Ai

1 ∪ Ai
2|+ |Ai

3|− |Ai
3 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2)|

= 251 +min{252, 254− i}+min{252, 254− i}− 1

= 250 + 2min{252, 254− i}

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3| ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 127 คือ 250 + 2min{252, 254− i}

กรณีที่ 2 ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 252 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪ Ai

2| = 254 − i,

|Ai
3| = 254− i และ |Ai

3 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2)| = 1

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3| = |Ai

1 ∪ Ai
2|+ |Ai

3|− |Ai
3 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2)|

= 254− i+ 254− i− 1

= 507− 2i

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3| ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 252 คือ 507− 2i

ทฤþฎีบทประกอบ 2.21 : ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 127 เซต Ai
4 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3) คือ {(i, i, 2i)}, |Ai
4 ∩ (Ai

1 ∪

Ai
2∪Ai

3)| = 1 และÿำĀรับ 128 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
4∩ (Ai

1∪Ai
2∪Ai

3) คือ ∅, |Ai
4∩ (Ai

1∪Ai
2∪Ai

3)| = 0

บทพิสูจน์ พิจารณาเซต Ai
4 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3) ในรูป (Ai
1 ∩ Ai

4) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

4) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

4)

ใĀ้เซต Ai
1 ∩ Ai

4 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx = Ry, Rx + Ry = Rz, Rx = i} จะพิจารณา

ขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.9 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 127 เซตAi
1 คือ {(i, i, k)|k = 1, 2, 3, . . . , 252}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.12 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 251 เซต Ai
4 คือ {(i, j, i + j)|j =

1, 2, 3, . . . , 252− i}

จะได้ว่า 1 ≤ Rx = i ≤ 127, Ry = i = j และ Rz = k = i+ j

เนื่องจาก i = j จึงได้ว่า k = 2i

ดังนั้นAi
1∩Ai

4 = {(i, i, 2i)}, i = 1, 2, 3, . . . , 127 และAi
1∩Ai

4 = ∅, i = 128, 129, 130, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
1 ∩Ai

4| = 1, i = 1, 2, 3, . . . , 127 และ |Ai
1 ∩Ai

4| = 1, i = 128, 129, 130, . . . , 252

ใĀ้เซต Ai
2 ∩ Ai

4 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx = Rz, Rx + Ry = Rz, Rx = i} จะพิจารณา

ขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.10 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซตAi
2 คือ {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . ,

min{252, 254− i}}
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และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.12 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 251 เซต Ai
4 คือ {(i, j, i + j)|j =

1, 2, 3, . . . , 252− i}

จะได้ว่า 1 ≤ Rx = i ≤ 251, Ry = j และ Rz = i = i+ j

เนื่องจาก j > 0 จึงได้ว่า i ̸= i+ j เÿมอ

ดังนั้น Ai
2 ∩ Ai

4 = ∅, i = 1, 2, 3, . . . , 251 และ Ai
2 ∩ Ai

4 = ∅, i = 252

ทำใĀ้ |Ai
2 ∩ Ai

4| = 0, i = 1, 2, 3, . . . , 251 และ |Ai
2 ∩ Ai

4| = 0, i = 252

และใĀ้เซต Ai
3∩Ai

4 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Ry = Rz, Rx+Ry = Rz, Rx = i} จะพิจารณา

ขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.11 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
3 คือ {(i, j, j)|j =

1, 2, 3, . . . ,min{252, 254− i}}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.12 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 251 เซต Ai
4 คือ {(i, j, i + j)|j =

1, 2, 3, . . . , 252− i}

จะได้ว่า 1 ≤ Rx = i ≤ 251, Ry = j และ Rz = j = i+ j

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า j ̸= i+ j เÿมอ

ดังนั้น Ai
3 ∩ Ai

4 = ∅, i = 1, 2, 3, . . . , 251 และ Ai
3 ∩ Ai

4 = ∅, i = 252

ทำใĀ้ |Ai
3 ∩ Ai

4| = 0, i = 1, 2, 3, . . . , 251 และ |Ai
3 ∩ Ai

4| = 0, i = 252

พิจารณาเซต (Ai
1 ∩ Ai

4) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

4) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

4)

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 127

จะได้ว่า Ai
4 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3) = (Ai
1 ∩ Ai

4) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

4) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

4)

= {(i, i, 2i)} ∪ ∅ ∪ ∅

= {(i, i, 2i)}

กรณีที่ 2 ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 251

จะได้ว่า Ai
4 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3) = (Ai
1 ∩ Ai

4) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

4) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

4)

= ∅ ∪ ∅ ∪ ∅

= ∅

กรณีที่ 3 ÿำĀรับ i = 252

จะได้ว่า Ai
4 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3) = (Ai
1 ∩ Ai

4) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

4) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

4)

= ∅ ∪ ∅ ∪ ∅
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= ∅

ดังนั้น Ai
4∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3) = {(i, i, 2i)}, i = 1, 2, 3, . . . , 127 และ Ai
4∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3) = ∅,

i = 128, 129, 130, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
4 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3)| = 1, i = 1, 2, 3, . . . , 127 และ |Ai
4 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3)| = 0,

i = 128, 129, 130, . . . , 252

ทฤþฎีบทประกอบ 2.22 :

1. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4| ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 127 คือ 501− i+ 2min{252, 254− i}

2. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4| ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 251 คือ 759− 3i

3. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4| ÿำĀรับ i = 252 คือ 3

บทพิสูจน์ จากทฤþฎีบทประกอบ 2.20 จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3| ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 127 คือ 250 +

2min{252, 254− i} และ |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3| ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 252 คือ 507− 2i

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.12 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 251 เซต Ai
4 คือ {(i, j, i + j)|j =

1, 2, 3, . . . , 252− i} และ |Ai
4| = 252− i

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.21 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 127 เซต Ai
4 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3) คือ

{(i, i, 2i)}, |Ai
4 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3)| = 1 และÿำĀรับ 128 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
4 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3) คือ ∅,

|Ai
4 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3)| = 0

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 127 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3| = 250 +

2min{252, 254− i}, |Ai
4| = 252− i และ |Ai

4 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3)| = 1

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4| = |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3|+ |Ai

4|− |Ai
4 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3)|

= 250 + 2min{252, 254− i}+ 252− i− 1

= 501− i+ 2min{252, 254− i}

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4| ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 127 คือ 501− i+2min{252, 254− i}

กรณีที่ 2 ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 251 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1∪Ai

2∪Ai
3| = 507−2i,

|Ai
4| = 252− i และ |Ai

4 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3)| = 0

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4| = |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3|+ |Ai

4|− |Ai
4 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3)|

= 507− 2i+ 252− i− 0
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= 759− 3i

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4| ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 251 คือ 759− 3i

กรณีที่ 3 ÿำĀรับ i = 252 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3| = 507 − 2i = 3, |Ai

4| = 0

และ |Ai
4 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3)| = 0

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4| = |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3|+ |Ai

4|− |Ai
4 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3)|

= 3 + 0− 0

= 3

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4| ÿำĀรับ i = 252 คือ 3

ทฤþฎีบทประกอบ 2.23 : ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 126 เซต Ai
5 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4) คือ {(i, 2i, i)},

|Ai
5 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4)| = 1 และ ÿำĀรับ 127 ≤ i ≤ 252 เซต Ai

5 ∩ (Ai
1 ∪Ai

2 ∪Ai
3 ∪Ai

4) คือ ∅,

|Ai
5 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4)| = 0

บทพิสูจน์ พิจารณาเซต Ai
5∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4) ในรูป (Ai

1∩Ai
5)∪(Ai

2∩Ai
5)∪(Ai

3∩Ai
5)∪(Ai

4∩Ai
5)

ใĀ้เซต Ai
1 ∩ Ai

5 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx = Ry, Rx + Rz = Ry, Rx = i} จะพิจารณา

ขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.9 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 127 เซตAi
1 คือ {(i, i, k)|k = 1, 2, 3, . . . , 252}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.13 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 126 เซต Ai
5 คือ {(i, j, j − i)|j =

i+ 1, i+ 2, i+ 3, . . . , 252}

จะได้ว่า 1 ≤ Rx = i ≤ 126, Ry = i = j และ Rz = k = j − i

เนื่องจาก j = i+ 1, i+ 2, i+ 3, . . . , 252 จึงได้ว่า j ̸= i เÿมอ

ดังนั้น Ai
1 ∩ Ai

5 = ∅, i = 1, 2, 3, . . . , 126 และ Ai
1 ∩ Ai

5 = ∅, i = 127 และ Ai
1 ∩ Ai

5 = ∅,

i = 128, 129, 130, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
1∩Ai

5| = 0 , i = 1, 2, 3, . . . , 126 และ |Ai
1∩Ai

5| = 0, i = 127 และ |Ai
1∩Ai

5| = 0,

i = 128, 129, 130, . . . , 252

ใĀ้เซต Ai
2 ∩ Ai

5 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx = Rz, Rx + Rz = Ry, Rx = i} จะพิจารณา

ขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.10 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซตAi
2 คือ {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . ,

min{252, 254− i}}
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และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.13 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 126 เซต Ai
5 คือ {(i, j, j − i)|j =

i+ 1, i+ 2, i+ 3, . . . , 252}

จะได้ว่า 1 ≤ Rx = i ≤ 126, Ry = j และ Rz = i = j − i

เนื่องจาก j − i = i จึงได้ว่า j = 2i

ดังนั้นAi
2∩Ai

5 = {(i, 2i, i)}, i = 1, 2, 3, . . . , 126 และAi
2∩Ai

5 = ∅, i = 127, 128, 139, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
2 ∩Ai

5| = 1, i = 1, 2, 3, . . . , 126 และ |Ai
2 ∩Ai

5| = 0, i = 127, 128, 139, . . . , 252

ใĀ้เซต Ai
3 ∩ Ai

5 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Ry = Rz, Rx + Rz = Ry, Rx = i} จะพิจารณา

ขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.11 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
3 คือ {(i, j, j)|j =

1, 2, 3, . . . ,min{252, 254− i}}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.13 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 126 เซต Ai
5 คือ {(i, j, j − i)|j =

i+ 1, i+ 2, i+ 3, . . . , 252}

จะได้ว่า 1 ≤ Rx = i ≤ 126, Ry = j และ Rz = j = j − i

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า j ̸= j − i เÿมอ

ดังนั้น Ai
3 ∩ Ai

5 = ∅, i = 1, 2, 3, . . . , 126 และ Ai
3 ∩ Ai

5 = ∅, i = 127, 128, 139, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
3 ∩Ai

5| = 0, i = 1, 2, 3, . . . , 126 และ |Ai
3 ∩Ai

5| = 0, i = 127, 128, 139, . . . , 252

และใĀ้เซต Ai
4 ∩ Ai

5 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx + Ry = Rz, Rx + Rz = Ry, Rx = i} จะ

พิจารณาขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.12 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 251 เซต Ai
4 คือ {(i, j, i + j)|j =

1, 2, 3, . . . , 252− i}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.13 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 126 เซต Ai
5 คือ {(i, j, j − i)|j =

i+ 1, i+ 2, i+ 3, . . . , 252}

จะได้ว่า 1 ≤ Rx = i ≤ 126, Ry = j และ Rz = i+ j = j − i

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า i+ j ̸= j − i เÿมอ

ดังนั้น Ai
4 ∩ Ai

5 = ∅, i = 1, 2, 3, . . . , 126 และ Ai
4 ∩ Ai

5 = ∅, i = 127, 128, 139, . . . , 251

และ Ai
4 ∩ Ai

5 = ∅, i = 252

ทำใĀ้ |Ai
4 ∩Ai

5| = 0, i = 1, 2, 3, . . . , 126 และ |Ai
4 ∩Ai

5| = 0, i = 127, 128, 139, . . . , 251

และ |Ai
4 ∩ Ai

5| = 0, i = 252
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พิจารณาเซต (Ai
1 ∩ Ai

5) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

5) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

5) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

5)

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 126

จะได้ว่า Ai
5 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4) = (Ai

1 ∩ Ai
5) ∪ (Ai

2 ∩ Ai
5) ∪ (Ai

3 ∩ Ai
5) ∪ (Ai

4 ∩ Ai
5)

= ∅ ∪ {(i, 2i, i)} ∪ ∅ ∪ ∅

= {(i, 2i, i)}

กรณีที่ 2 ÿำĀรับ i = 127

จะได้ว่า Ai
5 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4) = (Ai

1 ∩ Ai
5) ∪ (Ai

2 ∩ Ai
5) ∪ (Ai

3 ∩ Ai
5) ∪ (Ai

4 ∩ Ai
5)

= ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅

= ∅

กรณีที่ 3 ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 251

จะได้ว่า Ai
5 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4) = (Ai

1 ∩ Ai
5) ∪ (Ai

2 ∩ Ai
5) ∪ (Ai

3 ∩ Ai
5) ∪ (Ai

4 ∩ Ai
5)

= ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅

= ∅

กรณีที่ 4 ÿำĀรับ i = 252

จะได้ว่า Ai
5 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4) = (Ai

1 ∩ Ai
5) ∪ (Ai

2 ∩ Ai
5) ∪ (Ai

3 ∩ Ai
5) ∪ (Ai

4 ∩ Ai
5)

= ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅

= ∅

ดังนั้น Ai
5 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4) = {(i, i, 2i)}, i = 1, 2, 3, . . . , 126 และ Ai

5 ∩ (Ai
1 ∪Ai

2 ∪

Ai
3 ∪ Ai

4) = ∅, i = 127, 128, 129, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
5∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4)| = 1, i = 1, 2, 3, . . . , 126 และ |Ai

5∩(Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪Ai

4)| =

0, i = 127, 128, 129, . . . , 252

ทฤþฎีบทประกอบ 2.24 :

1. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 126 คือ 752− 2i+ 2min{252, 254− i}

2. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| ÿำĀรับ i = 127 คือ 628

3. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 251 คือ 759− 3i

4. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| ÿำĀรับ i = 252 คือ 3
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บทพิสูจน์ จากทฤþฎีบทประกอบ 2.22 จะได้ว่า

1. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4| ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 127 คือ 501− i+ 2min{252, 254− i}

2. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4| ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 251 คือ 759− 3i

3. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4| ÿำĀรับ i = 252 คือ 3

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.13 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 126 เซต Ai
5 คือ {(i, j, j − i)|j =

i+ 1, i+ 2, i+ 3, . . . , 252} และ |Ai
5| = 252− i

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.23 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 126 เซตAi
5∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4) คือ

{(i, 2i, i)}, |Ai
5∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4)| = 1 และ ÿำĀรับ 127 ≤ i ≤ 252 เซต Ai

5∩(Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪Ai

4)

คือ ∅, |Ai
5 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4)| = 0

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 126 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4| = 501 −

i+ 2min{252, 254− i}, |Ai
5| = 252− i และ |Ai

5 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4)| = 1

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| = |Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4|+|Ai

5|−|Ai
5 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4)|

= 501− i+ 2min{252, 254− i}+ 252− i− 1

= 752− 2i+ 2min{252, 254− i}

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 127 คือ 752−2i+2min{252, 254−

i}

กรณีที่ 2 ÿำĀรับ i = 127 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4| = 501 − i +

2min{252, 254− i} = 628, |Ai
5| = 0 และ |Ai

5 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4)| = 0

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| = |Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4|+|Ai

5|−|Ai
5 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4)|

= 628 + 0− 0

= 628

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| ÿำĀรับ i = 127 คือ 628

กรณีที่ 3 ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 251 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4| =

759− 3i, |Ai
5| = 0 และ |Ai

5 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4)| = 0

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| = |Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4|+|Ai

5|−|Ai
5 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4)|

= 759− 3i+ 0− 0

= 759− 3i
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ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 251 คือ 759− 3i

กรณีที่ 4 ÿำĀรับ i = 252 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4| = 3, |Ai
4| = 0 และ

|Ai
4 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3)| = 0

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| = |Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4|+|Ai

5|−|Ai
5 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4)|

= 3 + 0− 0

= 3

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| ÿำĀรับ i = 252 คือ 3

ทฤþฎีบทประกอบ 2.25 : เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 1, 3, 5, . . . , 251 เซต Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪

Ai
4∪Ai

5) คือ ∅, |Ai
6∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5)| = 0 และ เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 2, 4, 6, . . . , 252

เซต Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5) คือ {(i, i
2 ,

i
2)}, |A

i
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5)| = 1

บทพิสูจน์ พิจารณาเซต Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5) ในรูป (Ai
1 ∩Ai

6)∪ (Ai
2 ∩Ai

6)∪ (Ai
3 ∩Ai

6)∪

(Ai
4 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

6)

ใĀ้เซต Ai
1 ∩ Ai

6 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx = Ry, Ry + Rz = Rx, Rx = i} จะพิจารณา

ขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.9 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 127 เซตAi
1 คือ {(i, i, k)|k = 1, 2, 3, . . . , 252}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.14 จะได้ว่า ÿำĀรับ 2 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
6 คือ {(i, j, i − j)|j =

1, 2, 3, . . . , 126}

จะได้ว่า 1 ≤ Rx = i ≤ 127, Ry = i = j และ Rz = k = i− j

เนื่องจาก i = j จึงได้ว่า Rz = 0 แต่ Rz อยู่ระĀว่าง 1 ถึง 252

ดังนั้น Ai
1 ∩ Ai

6 = ∅, i = 1 และ Ai
1 ∩ Ai

6 = ∅, i = 2, 3, 4, . . . , 127 และ Ai
1 ∩ Ai

6 = ∅,

i = 128, 129, 130, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
1 ∩Ai

6| = 0 , i = 1 และ |Ai
1 ∩Ai

6| = 0, i = 2, 3, 4, . . . , 127 และ |Ai
1 ∩Ai

6| = 0,

i = 128, 129, 130, . . . , 252

ใĀ้เซต Ai
2 ∩ Ai

6 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx = Rz, Ry + Rz = Rx, Rx = i} จะพิจารณา

ขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.10 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซตAi
2 คือ {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . ,

min{252, 254− i}}
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และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.14 จะได้ว่า ÿำĀรับ 2 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
6 คือ {(i, j, i − j)|j =

1, 2, 3, . . . , 126}

จะได้ว่า 2 ≤ Rx = i ≤ 252, Ry = j และ Rz = i = i− j

เนื่องจาก j > 0 จึงได้ว่า i− j ̸= i เÿมอ

ดังนั้น Ai
2 ∩ Ai

6 = ∅, i = 1 และ Ai
2 ∩ Ai

6 = ∅, i = 2, 3, 4, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
2 ∩ Ai

6| = 0, i = 1 และ |Ai
2 ∩ Ai

6| = 0, i = 2, 3, 4, . . . , 252

ใĀ้เซต Ai
3 ∩ Ai

6 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Ry = Rz, Ry + Rz = Rx, Rx = i} จะพิจารณา

ขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.11 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
3 คือ {(i, j, j)|j =

1, 2, 3, . . . ,min{252, 254− i}}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.14 จะได้ว่า ÿำĀรับ 2 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
6 คือ {(i, j, i − j)|j =

1, 2, 3, . . . , 126}

จะได้ว่า 2 ≤ Rx = i ≤ 252, Ry = j และ Rz = j = i− j

เนื่องจาก i− j = j จึงได้ว่า j = i
2

กรณีที่ 1 Ai
3 ∩ Ai

6 = {(i, i
2 ,

i
2)}, เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 2, 4, 6, . . . , 252

กรณีที่ 2 Ai
3 ∩ Ai

6 = ∅, เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 3, 5, 7, . . . , 251

ดังนั้น Ai
3 ∩ Ai

6 = ∅, i = 1 และ Ai
3 ∩ Ai

6 = {(i, i
2 ,

i
2)} เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i =

2, 4, 6, . . . , 252 และ Ai
3 ∩ Ai

6 = ∅, เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 3, 5, 7, . . . , 251

ทำใĀ้ |Ai
3 ∩ Ai

6| = 0, i = 1 และ |Ai
3 ∩ Ai

6| = 1, เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i =

2, 4, 6, . . . , 252 และ |Ai
3 ∩ Ai

6| = 0, เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 3, 5, 7, . . . , 251

ใĀ้เซต Ai
4 ∩ Ai

6 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx + Ry = Rz, Ry + Rz = Rx, Rx = i} จะ

พิจารณาขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.12 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 251 เซต Ai
4 คือ {(i, j, i + j)|j =

1, 2, 3, . . . , 252− i}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.14 จะได้ว่า ÿำĀรับ 2 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
6 คือ {(i, j, i − j)|j =

1, 2, 3, . . . , 126}

จะได้ว่า 2 ≤ Rx = i ≤ 251, Ry = j และ Rz = i+ j = i− j

เนื่องจาก j > 0 จึงได้ว่า i+ j ̸= i− j เÿมอ
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ดังนั้น Ai
4 ∩ Ai

6 = ∅, i = 1 และ Ai
4 ∩ Ai

6 = ∅, i = 2, 3, 4, . . . , 251 และ Ai
4 ∩ Ai

6 = ∅,

i = 252

ทำใĀ้ |Ai
4 ∩ Ai

6| = 0, i = 1 และ |Ai
4 ∩ Ai

6| = 0, i = 2, 3, 4, . . . , 251 และ |Ai
4 ∩ Ai

6| = 0,

i = 252

และใĀ้เซต Ai
5 ∩ Ai

6 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx + Rz = Ry, Ry + Rz = Rx, Rx = i} จะ

พิจารณาขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.13 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 126 เซต Ai
5 คือ {(i, j, j − i)|j =

i+ 1, i+ 2, i+ 3, . . . , 252}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.14 จะได้ว่า ÿำĀรับ 2 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
6 คือ {(i, j, i − j)|j =

1, 2, 3, . . . , 126}

จะได้ว่า 2 ≤ Rx = i ≤ 126, Ry = j และ Rz = i− j = j − i

เนื่องจาก i− j = j − i จึงได้ว่า i = j

จะได้ว่า Rz = 0 แต่ Rz อยู่ระĀว่าง 1 ถึง 252

ดังนั้น Ai
5 ∩ Ai

6 = ∅, i = 1 และ Ai
5 ∩ Ai

6 = ∅, i = 2, 3, 4, . . . , 126 และ Ai
5 ∩ Ai

6 = ∅,

i = 127, 128, 129, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
5 ∩ Ai

6| = 0, i = 1 และ Ai
5 ∩ Ai

6 = 0, i = 2, 3, 4, . . . , 126 และ |Ai
5 ∩ Ai

6| = 0,

i = 127, 128, 129, . . . , 252

พิจารณาเซต (Ai
1 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

6)

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 1

จะได้ว่า Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5) = (Ai
1 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

6)∪

(Ai
4 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

6)

= ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅

= ∅

กรณีที่ 2 เมื่ิอ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 2, 4, 6, . . . , 126

จะได้ว่า Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5) = (Ai
1 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

6)∪

(Ai
4 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

6)

= ∅ ∪ ∅ ∪ {(i, i
2 ,

i
2)} ∪ ∅ ∪ ∅

= {(i, i
2 ,

i
2)}
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กรณีที่ 3 เมื่ิอ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 3, 5, 7, . . . , 125

จะได้ว่า Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5) = (Ai
1 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

6)∪

(Ai
4 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

6)

= ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅

= ∅

กรณีที่ 4 ÿำĀรับ i = 127

จะได้ว่า Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5) = (Ai
1 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

6)∪

(Ai
4 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

6)

= ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅

= ∅

กรณีที่ 5 ÿำĀรับ i = 128, 130, 132, . . . , 250

จะได้ว่า Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5) = (Ai
1 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

6)∪

(Ai
4 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

6)

= ∅ ∪ ∅ ∪ {(i, i
2 ,

i
2)} ∪ ∅ ∪ ∅

= {(i, i
2 ,

i
2)}

กรณีที่ 6 ÿำĀรับ i = 129, 131, 133, . . . , 251

จะได้ว่า Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5) = (Ai
1 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

6)∪

(Ai
4 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

6)

= ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅

= ∅

กรณีที่ 7 ÿำĀรับ i = 252

จะได้ว่า Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5) = (Ai
1 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

6)∪

(Ai
4 ∩ Ai

6) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

6)

= ∅ ∪ ∅ ∪ {(i, i
2 ,

i
2)} ∪ ∅ ∪ ∅

= {(i, i
2 ,

i
2)}

ดังนั้น Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5) = ∅, เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 1, 3, 5, . . . , 251

และ Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5) = {(i, i
2 ,

i
2)}, เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 2, 4, 6, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
6∩ (Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5)| = 0, เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 1, 3, 5, . . . , 251
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และ |Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5)| = 1, เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 2, 4, 6, . . . , 252

ทฤþฎีบทประกอบ 2.26 :

1. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| ÿำĀรับ i = 1 คือ 1254

2. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 2, 4, 6, . . . , 126 คือ 1258− 3i

3. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 3, 5, 7, . . . , 125 คือ 1259− 3i

4. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| ÿำĀรับ i = 127 คือ 754

5. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 128, 130, 132, . . . , 250 คือ

884− 3i

6. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 129, 131, 133, . . . , 251 คือ

885− 3i

7. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| ÿำĀรับ i = 252 คือ 128

บทพิสูจน์ จากทฤþฎีบทประกอบ 2.24 จะได้ว่า

1. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| ÿำĀรับ i = 1, 2, 3, . . . , 126 คือ 752− 2i+ 2min{252, 254− i}

2. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| ÿำĀรับ i = 127 คือ 628

3. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 251 คือ 759− 3i

4. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| ÿำĀรับ i = 252 คือ 3

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.14 จะได้ว่า ÿำĀรับ 2 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
6 คือ {(i, j, i − j)|j =

1, 2, 3, . . . , 126} และ |Ai
6| = min{126, i− 1}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.25 จะได้ว่า เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 1, 3, 5, . . . , 251

เซต Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5) คือ ∅, |Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5)| = 0 และ เมื่อ

i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 2, 4, 6, . . . , 252 เซต Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5) คือ {(i, i
2 ,

i
2)},

|Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5)| = 1



28

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 1 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| = 752 − 2i +

2min{252, 254−i} = 752−2+2(252) = 1254, |Ai
6| = 0 และ |Ai

6∩(Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪Ai

4∪Ai
5)| = 0

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5|+ |Ai

6|− |Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5)|

= 1254 + 0− 0

= 1254

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| ÿำĀรับ i = 1 คือ 1254

กรณีที่ 2 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 2, 4, 6, . . . , 126 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪

Ai
4∪Ai

5| = 752−2i+2(254−i) = 1260−4i, |Ai
6| = i−1 และ |Ai

6∩(Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪Ai

4∪Ai
5)| = 1

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5|+ |Ai

6|− |Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5)|

= 1260− 4i+ i− 1− 1

= 1258− 3i

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 2, 4, 6, . . . , 126 คือ

1258− 3i

กรณีที่ 3 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 3, 5, 7, . . . , 125 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪

Ai
3 ∪Ai

4 ∪Ai
5| = 752− 2i+ 2(254− i) , |Ai

6| = i− 1 และ |Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5)| = 0

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5|+ |Ai

6|− |Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5)|

= 1260− 4i+ i− 1− 0

= 1259− 3i

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 3, 5, 7, . . . , 125 คือ

1259− 3i

กรณีที่ 4 ÿำĀรับ i = 127 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5| = 628, |Ai

6| =

i− 1 = 126 และ |Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5)| = 0

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5|+ |Ai

6|− |Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5)|

= 628 + 126− 0
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= 754

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| ÿำĀรับ i = 127 คือ 754

กรณีที่ 5 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 128, 130, 132, . . . , 250 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪

Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5| = 759− 3i, |Ai
6| = 126 และ |Ai

6 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5)| = 1

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5|+ |Ai

6|− |Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5)|

= 759− 3i+ 126− 1

= 884− 3i

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 128, 130, 132, . . . , 250

คือ 884− 3i

กรณีที่ 6 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 129, 131, 133, . . . , 251 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪

Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5| = 759− 3i , |Ai
6| = 126 และ |Ai

6 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5))| = 0

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5|+ |Ai

6|− |Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5)|

= 759− 3i+ 126− 0

= 885− 3i

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 129, 131, 133, . . . , 251

คือ 885− 3i

กรณีที่ 7 ÿำĀรับ i = 252 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪Ai

2 ∪Ai
3 ∪Ai

4 ∪Ai
5| = 3, |Ai

6| = 126

และ |Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5)| = 1

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5|+ |Ai

6|− |Ai
6 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5)|

= 3 + 126− 1

= 128

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| ÿำĀรับ i = 252 คือ 128

ทฤþฎีบทประกอบ 2.27 :

1. ÿำĀรับ i = 1, 2 เซต Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6) คือ ∅ และ |Ai

7 ∩ (Ai
1 ∪Ai

2 ∪Ai
3 ∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)| = 0
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2. ÿำĀรับ i = 3, 4, 5, . . . , 84 เซต Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6) คือ {(i, i, k)|255−i ≤ k ≤

252}∪{(i, j, i+j)|j = 255−2i, . . . , 252−i} และ |Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6)| = 2i−4

3. ÿำĀรับ i = 85, 86, 87, . . . , 126 เซต Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6) คือ {(i, i, k)|255−i ≤

k ≤ 252}∪{(i, j, i+j)|j = 255−2i, . . . , 252−i} และ |Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6)| =

2i− 46

4. ÿำĀรับ i = 127 เซต Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6) คือ {(i, i, k)|255 − i ≤ k ≤

252}∪{(i, j, i+j)|j = 255−2i, . . . , 252−i} และ |Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6)| = 250

5. ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 169 เซต Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6) คือ {(i, j, i)|j =

1, 2, 3, . . . , 254−i}∪{(i, j, i+j)|j = 1, 2, 3, . . . , 252−i}∪{(i, j, i−j)|j = 1, 2, 3, . . . , 2i−

255} และ |Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)| = 251

6. ÿำĀรับ i = 170, 171, 172, . . . , 251 เซต Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6) คือ {(i, j, i)|j =

1, 2, 3, . . . , 254−i}∪{(i, j, i+j)|j = 1, 2, 3, . . . , 252−i}∪{(i, j, i−j)|j = 1, 2, 3, . . . , 254−

i} และ |Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)| = 760− 3i

7. ÿำĀรับ i = 252 เซต Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6) คือ {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . , 254−

i} ∪ {(i, j, i− j)|j = 1, 2, 3, . . . , 254− i} และ |Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6)| = 4

บทพิสูจน์ พิจารณาเซต Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6) ในรูป (Ai

1 ∩Ai
7) ∪ (Ai

2 ∩Ai
7) ∪ (Ai

3 ∩

Ai
7) ∪ (Ai

4 ∩ Ai
7) ∪ (Ai

5 ∩ Ai
7) ∪ (Ai

6 ∩ Ai
7)

ใĀ้เซต Ai
1 ∩ Ai

7 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx = Ry, Rx + Rz ≥ 255, Rx = i} จะพิจารณา

ขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.9 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 127 เซตAi
1 คือ {(i, i, k)|k = 1, 2, 3, . . . , 252}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.15 จะได้ว่า ÿำĀรับ 3 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
7 คือ {(i, j, k)|j =

1, 2, 3, . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า 3 ≤ Rx = i ≤ 127, Ry = i = j และ Rz = k, 255− i ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก i = j จึงได้ว่า 3 ≤ i = j ≤ 127

และเนื่องจาก 255− i ≤ k ≤ 252

จึงได้ว่า มี k ที่แตกต่างกันทั้งĀมด 252− (255− i) + 1 = i− 2 ค่า
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ดังนั้น Ai
1 ∩ Ai

7 = ∅, i = 1, 2 และ Ai
1 ∩ Ai

7 = {(i, i, k)|255 − i ≤ k ≤ 252}, i =

3, 4, 5, . . . , 127 และ Ai
1 ∩ Ai

7 = ∅, i = 128, 129, 130, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
1 ∩ Ai

7| = 0 , i = 1, 2 และ |Ai
1 ∩ Ai

7| = i − 2, i = 3, 4, 5, . . . , 127 และ

|Ai
1 ∩ Ai

7| = 0, i = 128, 129, 130, . . . , 251

ใĀ้เซต Ai
2 ∩ Ai

7 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx = Rz, Rx + Rz ≥ 255, Rx = i} จะพิจารณา

ขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.10 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซตAi
2 คือ {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . ,

min{252, 254− i}}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.15 จะได้ว่า ÿำĀรับ 3 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
7 คือ {(i, j, k)|j =

1, 2, 3, . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า 3 ≤ Rx = i ≤ 252, Ry = j, j = 1, 2, 3, . . . ,min{252, 254 − i} และ Rz = i =

k, 255− i ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก 255− i ≤ i = k ≤ 252

จึงได้ว่า 255− i ≤ i

2i ≥ 255

i ≥ 255
2

i ≥ 127.5

i ≥ 128

ทำใĀ้ได้ว่า min{252, 254− i} = 254− i

และเนื่องจาก 1 ≤ j ≤ 254− i

จึงได้ว่า มี j ที่แตกต่างกันทั้งĀมด 254− i ค่า

ดังนั้น Ai
2∩Ai

7 = ∅, i = 1, 2, 3, . . . , 127 และ Ai
2∩Ai

7 = {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . , 254−i},

i = 128, 129, 130, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
2∩Ai

7| = 0, i = 1, 2, 3, . . . , 127 และ |Ai
2∩Ai

7| = 254−i, i = 128, 129, 130, . . . , 252

ใĀ้เซต Ai
3 ∩ Ai

7 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Ry = Rz, Rx + Rz ≥ 255, Rx = i} จะพิจารณา

ขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.11 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
3 คือ {(i, j, j)|j =

1, 2, 3, . . . ,min{252, 254− i}}
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และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.15 จะได้ว่า ÿำĀรับ 3 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
7 คือ {(i, j, k)|j =

1, 2, 3, . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า 3 ≤ Rx = i ≤ 252, Ry = j, j = 1, 2, 3, . . . ,min{252, 254 − i} และ Rz = j =

k, 255− i ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก 255− i ≤ j = k ≤ 252

จึงได้ว่า 255− i ≤ j ≤ min{252, 254− i} ≤ 254− i เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น Ai
3 ∩ Ai

7 = ∅, i = 1, 2, 3, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
3 ∩ Ai

7| = 0, i = 1, 2, 3, . . . , 252

ใĀ้เซต Ai
4 ∩ Ai

7 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx + Ry = Rz, Rx + Rz ≥ 255, Rx = i} จะ

พิจารณาขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.12 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 251 เซต Ai
4 คือ {(i, j, i + j)|j =

1, 2, 3, . . . , 252− i}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.15 จะได้ว่า ÿำĀรับ 3 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
7 คือ {(i, j, k)|j =

1, 2, 3, . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า 3 ≤ Rx = i ≤ 251, Ry = j, j = 1, 2, 3, . . . , 252 − i และ Rz = i + j =

k, 255− i ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก 255− i ≤ i+ j = k ≤ 252

จึงได้ว่า 255− i ≤ i+ j

255− 2i ≤ j

ทำใĀ้ได้ว่า j = max{1, 255− 2i}, . . . , 252− i

ดังนั้น Ai
4∩Ai

7 = ∅, i = 1, 2, 252 และ Ai
4∩Ai

7 = {(i, j, i+j)|j = 255−2i, . . . , 252− i},

i = 3, 4, 5, . . . , 127 และAi
4∩Ai

7 = {(i, j, i+j)|j = 1, 2, 3, . . . , 252−i}, i = 128, 129, 130, . . . , 251

ทำใĀ้ |Ai
4 ∩ Ai

7| = 0, i = 1, 2, 252 และ |Ai
4 ∩ Ai

7| = 252 − i− (255 − 2i) + 1 = i− 2,

i = 3, 4, 5, . . . , 127 และ |Ai
4 ∩ Ai

7| = 252− i− 1 + 1 = 252− i, i = 128, 129, 130, . . . , 251

ใĀ้เซต Ai
5 ∩ Ai

7 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx + Rz = Ry, Rx + Rz ≥ 255, Rx = i} จะ

พิจารณาขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.13 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 126 เซต Ai
5 คือ {(i, j, j − i)|j =

i+ 1, i+ 2, i+ 3, . . . , 252}
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และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.15 จะได้ว่า ÿำĀรับ 3 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
7 คือ {(i, j, k)|j =

1, 2, 3, . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า 3 ≤ Rx = i ≤ 126, Ry = j, j = 1, 2, 3, . . . , 254 − i และ Rz = j − i =

k, 255− i ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก 255− i ≤ j − i = k ≤ 252

จึงได้ว่า 255− i ≤ j − i

255 ≤ j

ทำใĀ้ได้ว่า 255 ≤ j ≤ min{252, 254− i} เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น Ai
5 ∩ Ai

7 = ∅, i = 1, 2, 3, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
5 ∩ Ai

7| = 0, i = 1, 2, 3, . . . , 252

และใĀ้เซต Ai
6 ∩Ai

7 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Ry +Rz = Rx, Rx +Rz ≥ 255, Rx = i} จะ

พิจารณาขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.14 จะได้ว่า ÿำĀรับ 2 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
6 คือ {(i, j, i − j)|j =

1, 2, 3, . . . ,min{126, i− 1}}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.15 จะได้ว่า ÿำĀรับ 3 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
7 คือ {(i, j, k)|j =

1, 2, 3, . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า 3 ≤ Rx = i ≤ 252, Ry = j, j = 1, 2, 3, . . . ,min{126, i − 1, 254 − i} และ

Rz = i− j = k, 255− i ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก 255− i ≤ i− j = k ≤ 252

จึงได้ว่า 255− i ≤ i− j

2i ≥ 255 + j

i ≥ 255+j
2

i ≥ 255+1
2 เนื่องจาก j มีค่าน้อยÿุด คือ 1

i ≥ 128

ทำใĀ้ได้ว่า i = 128, 129, 130, . . . , 252

จาก i ≥ 255+j
2

2i ≥ 255 + j

j ≤ 2i− 255
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ทำใĀ้ j = 1, 2, 3, . . . ,min{126, i− 1, 2i− 255, 254− i}

ÿมมติใĀ้ min{126, i− 1, 2i− 255, 254− i} = i− 1

พิจารณา i− 1 ≤ 2i− 255

254 ≤ i เกิดข้อขัดแย้ง

พิจารณา i− 1 ≤ 254− i

2i ≤ 255

i ≤ 127.5

i ≤ 127 เกิดข้อขัดแย้ง

พิจารณา i− 1 ≤ 126

i ≤ 127 เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น min{126, i− 1, 2i− 255, 254− i} = min{126, 2i− 255, 254− i}

ทำใĀ้ j = 1, 2, 3, . . . ,min{126, 2i− 255, 254− i}

ÿมมติใĀ้ min{126, 2i− 255, 254− i} = 126

พิจารณา 126 ≤ 2i− 255

381 ≤ 2i

190.5 ≤ i

191 ≤ i

และพิจารณา 126 ≤ 254− i

i ≤ 128 เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น min{126, 2i− 255, 254− i} = min{2i− 255, 254− i}

จึงได้ว่า j = 1, 2, 3, . . . ,min{2i− 255, 254− i}

พิจารณา 2i− 255 ≤ 254− i

3i ≤ 509

i ≤ 169.66

i ≤ 169

จึงได้ว่า j = 1, 2, 3, . . . , 2i−255 เมื่อ i = 128, 129, 130, . . . , 169 และ j = 1, 2, 3, . . . , 254−

i เมื่อ i = 170, 171, 172, . . . , 252

ดังนั้น Ai
6∩Ai

7 = ∅, i = 1, 2, 3, . . . , 127 และ Ai
6∩Ai

7 = {(i, j, i− j)|j = 1, 2, 3, . . . , 2i−
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255}, i = 128, 129, 130, . . . , 169 และ Ai
6 ∩ Ai

7 = {(i, j, i − j)|j = 1, 2, 3, . . . , 254 − i}, i =

170, 171, 172, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
6 ∩Ai

7| = 0, i = 1, 2, 3, . . . , 127 และ |Ai
6 ∩Ai

7| = 2i− 255− 1 + 1 = 2i− 255,

i = 128, 129, 130, . . . , 169 และ |Ai
6∩Ai

7| = 254− i− 1+1 = 254− i, i = 170, 171, 172, . . . , 252

พิจารณาเซต (Ai
1 ∩Ai

7) ∪ (Ai
2 ∩Ai

7) ∪ (Ai
3 ∩Ai

7) ∪ (Ai
4 ∩Ai

7) ∪ (Ai
5 ∩Ai

7) ∪ (Ai
6 ∩Ai

7)

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 1, 2

จะได้ว่า Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)

= (Ai
1 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
6 ∩ Ai

7)

= ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅

= ∅

กรณีที่ 2 ÿำĀรับ i = 3, 4, 5, 6, . . . , 127

จะได้ว่า Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)

= (Ai
1 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
6 ∩ Ai

7)

= {(i, i, k)|255− i ≤ k ≤ 252} ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ {(i, j, i+ j)|j = 255− 2i, . . . , 252−

i} ∪ ∅ ∪ ∅

= {(i, i, k)|255− i ≤ k ≤ 252} ∪ {(i, j, i+ j)|j = 255− 2i, . . . , 252− i}

กรณีที่ 3 ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 169

จะได้ว่า Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)

= (Ai
1 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
6 ∩ Ai

7)

= ∅∪ {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . , 254− i}∪∅∪ {(i, j, i+ j)|j = 1, 2, 3, . . . , 252−

i} ∪ ∅ ∪ {(i, j, i− j)|j = 1, 2, 3, . . . , 2i− 255}

= {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . , 254 − i} ∪ {(i, j, i + j)|j = 1, 2, 3, . . . , 252 − i} ∪

{(i, j, i− j)|j = 1, 2, 3, . . . , 2i− 255}

กรณีที่ 4 ÿำĀรับ i = 170, 171, 172, . . . , 251

จะได้ว่า Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)

= (Ai
1 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
6 ∩ Ai

7)

= ∅∪ {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . , 254− i}∪∅∪ {(i, j, i+ j)|j = 1, 2, 3, . . . , 252−

i} ∪ ∅ ∪ {(i, j, i− j)|j = 1, 2, 3, . . . , 254− i}
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= {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . , 254 − i} ∪ {(i, j, i + j)|j = 1, 2, 3, . . . , 252 − i} ∪

{(i, j, i− j)|j = 1, 2, 3, . . . , 254− i}

กรณีที่ 5 ÿำĀรับ i = 252

จะได้ว่า Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)

= (Ai
1 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
2 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
6 ∩ Ai

7)

= ∅∪{(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . , 254−i}∪∅∪∅∪∅∪{(i, j, i−j)|j = 1, 2, 3, . . . , 254−

i}

= {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . , 254− i} ∪ {(i, j, i− j)|j = 1, 2, 3, . . . , 254− i}

ดังนั้น Ai
7∩ (Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6) = ∅, ÿำĀรับ i = 1, 2 และ Ai

7∩ (Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪

Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6) = {(i, i, k)|255− i ≤ k ≤ 252}∪ {(i, j, i+ j)|j = 255− 2i, . . . , 252− i}, ÿำĀรับ

i = 3, 4, 5, . . . , 127 และ Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6) = {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . , 254 −

i} ∪ {(i, j, i + j)|j = 1, 2, 3, . . . , 252 − i} ∪ {(i, j, i − j)|j = 1, 2, 3, . . . , 2i − 255}, ÿำĀรับ

i = 128, 129, 130, . . . , 169 และAi
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6) = {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . , 254−

i} ∪ {(i, j, i + j)|j = 1, 2, 3, . . . , 252 − i} ∪ {(i, j, i − j)|j = 1, 2, 3, . . . , 254 − i}, ÿำĀรับ i =

170, 171, 172, . . . , 251 และ Ai
7∩ (Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6) = {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . , 254−

i} ∪ {(i, j, i− j)|j = 1, 2, 3, . . . , 254− i}, ÿำĀรับ i = 252

พิจารณา |Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)|

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 1, 2 จะได้ว่า Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6) = ∅

ดังนั้น |Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)| = 0

กรณีที่ 2 ÿำĀรับ i = 3, 4, 5, . . . , 127 จะได้ว่า Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6) =

{(i, i, k)|255− i ≤ k ≤ 252} ∪ {(i, j, i+ j)|j = 255− 2i, . . . , 252− i}

จาก Ai
1 ∩ Ai

7 = {(i, i, k)|255 − i ≤ k ≤ 252} และ Ai
4 ∩ Ai

7 = {(i, j, i + j)|j =

255− 2i, . . . , 252− i}

ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∩ Ai

7| = i− 2, |Ai
4 ∩ Ai

7| = i− 2 และ

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

7)

จะได้ว่า 3 ≤ Rx = i ≤ 127, Ry = j, j = 255 − 2i, . . . , 252 − i และ Rz = k =

i+ j, 255− i ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก i = j จึงได้ว่า 3 ≤ Rx = i = j ≤ 127
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และเนื่องจาก k = i+ j = 2i

จึงได้ว่า 255− i ≤ k = 2i ≤ 252

255− i ≤ 2i

255 ≤ 3i

85 ≤ i

และ 2i ≤ 252

i ≤ 126

ดังนั้น (Ai
1 ∩Ai

7)∩ (Ai
4 ∩Ai

7) = ∅, i = 3, 4, 5, . . . , 84, 127 และ (Ai
1 ∩Ai

7)∩ (Ai
4 ∩Ai

7) =

{(i, i, 2i)}, i = 85, 86, 87, . . . , 126

ทำใĀ้ |(Ai
1∩Ai

7)∩(Ai
4∩Ai

7)| = 0, i = 3, 4, 5, . . . , 84, 127 และ |(Ai
1∩Ai

7)∩(Ai
4∩Ai

7)| =

126− 85 + 1 = 42, i = 85, 86, 87, . . . , 126

ÿำĀรับ i = 3, 4, 5, . . . , 84

พิจารณา Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6) = (Ai

1 ∩ Ai
7) ∪ (Ai

4 ∩ Ai
7)

จะได้ว่า |(Ai
1 ∩Ai

7)∪ (Ai
4 ∩Ai

7)| = |(Ai
1 ∩Ai

7)|+ |(Ai
4 ∩Ai

7)|− |(Ai
1 ∩Ai

7)∩ (Ai
4 ∩Ai

7)|

= (i− 2) + (i− 2)− 0

= 2i− 4

ดังนั้น |Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)| = 2i− 4, ÿำĀรับ i = 3, 4, 5, . . . , 84

ÿำĀรับ i = 85, 86, 87, . . . , 126

พิจารณา Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6) = (Ai

1 ∩ Ai
7) ∪ (Ai

4 ∩ Ai
7)

จะได้ว่า |(Ai
1 ∩Ai

7)∪ (Ai
4 ∩Ai

7)| = |(Ai
1 ∩Ai

7)|+ |(Ai
4 ∩Ai

7)|− |(Ai
1 ∩Ai

7)∩ (Ai
4 ∩Ai

7)|

= (i− 2) + (i− 2)− 42

= 2i− 46

ดังนั้น |Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)| = 2i− 46 ÿำĀรับ i = 85, 86, 87, . . . , 126

และÿำĀรับ i = 127

พิจารณา Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6) = (Ai

1 ∩ Ai
7) ∪ (Ai

4 ∩ Ai
7)

จะได้ว่า |(Ai
1 ∩Ai

7)∪ (Ai
4 ∩Ai

7)| = |(Ai
1 ∩Ai

7)|+ |(Ai
4 ∩Ai

7)|− |(Ai
1 ∩Ai

7)∩ (Ai
4 ∩Ai

7)|

= (127− 2) + (127− 2)− 0

= 250
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ดังนั้น |Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)| = 250 ÿำĀรับ i = 127

กรณีที่ 3 ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 169 จะได้ว่า Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6) =

{(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . , 254 − i} ∪ {(i, j, i + j)|j = 1, 2, 3, . . . , 252 − i} ∪ {(i, j, i − j)|j =

1, 2, 3, . . . , 2i− 255}

จาก Ai
2 ∩ Ai

7 = {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . , 254 − i} และ Ai
4 ∩ Ai

7 = {(i, j, i + j)|j =

1, 2, 3, . . . , 252− i} และ Ai
6 ∩ Ai

7 = {(i, j, i− j)|j = 1, 2, 3, . . . , 2i− 255}

ใช้ทฤþฎีบท 1.6 โดย |Ai
2 ∩Ai

7| = 254− i, |Ai
4 ∩Ai

7| = 252− i และ |Ai
6 ∩Ai

7| = 2i− 255

พิจารณา (Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

7)

จะได้ว่า 128 ≤ Rx = i ≤ 169, Ry = j, j = 1, 2, 3, . . . , 252− i และ Rz = i = i+ j

เนื่องจาก j > 0 จึงได้ว่า i ̸= i+ j เÿมอ

ดังนั้น (Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

7) = ∅, i = 128, 129, 130, . . . , 169

ทำใĀ้ |(Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

7)| = 0, i = 128, 129, 130, . . . , 169

พิจารณา (Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7)

จะได้ว่า 128 ≤ Rx = i ≤ 169, Ry = j, j = 1, 2, 3, . . . , 2i− 255 และ Rz = i = i− j

เนื่องจาก j > 0 จึงได้ว่า i ̸= i− j เÿมอ

ดังนั้น (Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7) = ∅, i = 128, 129, 130, . . . , 169

ทำใĀ้ |(Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7)| = 0, i = 128, 129, 130, . . . , 169

พิจารณา (Ai
4 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7)

จะได้ว่า 128 ≤ Rx = i ≤ 169, Ry = j, j = 1, 2, 3, . . . , 2i− 255 และ Rz = i+ j = i− j

เนื่องจาก j > 0 จึงได้ว่า i+ j ̸= i− j เÿมอ

ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7) = ∅, i = 128, 129, 130, . . . , 169

ทำใĀ้ |(Ai
4 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7)| = 0, i = 128, 129, 130, . . . , 169

พิจารณา (Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7)

จะได้ว่า 128 ≤ Rx = i ≤ 169,Ry = j, j = 1, 2, 3, . . . , 2i−255 และRz = i = i+j = i−j

เนื่องจาก j > 0 จึงได้ว่า i ̸= i+ j เÿมอ

ดังนั้น (Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7) = ∅, i = 128, 129, 130, . . . , 169

ทำใĀ้ |(Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7)| = 0, i = 128, 129, 130, . . . , 169

พิจารณา Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6) = (Ai

2 ∩ Ai
7) ∪ (Ai

4 ∩ Ai
7) ∪ (Ai

6 ∩ Ai
7)
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จะได้ว่า |(Ai
2 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
6 ∩ Ai

7)|

= |(Ai
2 ∩Ai

7)|+ |(Ai
4 ∩Ai

7)|+ |(Ai
6 ∩Ai

7)|− |(Ai
2 ∩Ai

7) ∩ (Ai
4 ∩Ai

7)|− |(Ai
2 ∩

Ai
7) ∩ (Ai

6 ∩ Ai
7)|− |(Ai

4 ∩ Ai
7) ∩ (Ai

6 ∩ Ai
7)|+ |(Ai

2 ∩ Ai
7) ∩ (Ai

4 ∩ Ai
7) ∩ (Ai

6 ∩ Ai
7)|

= (254− i) + (252− i) + (2i− 255)− 0− 0− 0 + 0

= 251

ดังนั้น |Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)| = 251, ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 169

กรณีที่ 4 ÿำĀรับ i = 170, 171, 172, . . . , 251 จะได้ว่า Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6) =

{(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . , 254 − i} ∪ {(i, j, i + j)|j = 1, 2, 3, . . . , 252 − i} ∪ {(i, j, i − j)|j =

1, 2, 3, . . . , 254− i}

จาก Ai
2 ∩ Ai

7 = {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . , 254 − i} และ Ai
4 ∩ Ai

7 = {(i, j, i + j)|j =

1, 2, 3, . . . , 252− i} และ Ai
6 ∩ Ai

7 = {(i, j, i− j)|j = 1, 2, 3, . . . , 254− i}

ใช้ทฤþฎีบท 1.6 โดย |Ai
2 ∩Ai

7| = 254− i, |Ai
4 ∩Ai

7| = 252− i และ |Ai
6 ∩Ai

7| = 254− i

พิจารณา (Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

7)

จะได้ว่า 170 ≤ Rx = i ≤ 251, Ry = j, j = 1, 2, 3, . . . , 252− i และ Rz = i = i+ j

เนื่องจาก j > 0 จึงได้ว่า i ̸= i+ j เÿมอ

ดังนั้น (Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

7) = ∅, i = 170, 171, 172, . . . , 251

ทำใĀ้ |(Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

7)| = 0, i = 170, 171, 172, . . . , 251

พิจารณา (Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7)

จะได้ว่า 170 ≤ Rx = i ≤ 251, Ry = j, j = 1, 2, 3, . . . , 252− i และ Rz = i = i− j

เนื่องจาก j > 0 จึงได้ว่า i ≠ i− j เÿมอ

ดังนั้น (Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7) = ∅, i = 170, 171, 172, . . . , 251

ทำใĀ้ |(Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7)| = 0, i = 170, 171, 172, . . . , 251

พิจารณา (Ai
4 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7)

จะได้ว่า 170 ≤ Rx = i ≤ 251, Ry = j, j = 1, 2, 3, . . . , 252− i และ Rz = i+ j = i− j

เนื่องจาก j > 0 จึงได้ว่า i+ j ̸= i− j เÿมอ

ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7) = ∅, i = 170, 171, 172, . . . , 251

ทำใĀ้ |(Ai
4 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7)| = 0, i = 170, 171, 172, . . . , 251

พิจารณา (Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7)
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จะได้ว่า 170 ≤ Rx = i ≤ 251, Ry = j, j = 1, 2, 3, . . . , 252−i และ Rz = i = i+j = i−j

เนื่องจาก j > 0 จึงได้ว่า i ̸= i+ j เÿมอ

ดังนั้น (Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7) = ∅, i = 170, 171, 172, . . . , 251

ทำใĀ้ |(Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7)| = 0, i = 170, 171, 172, . . . , 251

พิจารณา Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6) = (Ai

2 ∩ Ai
7) ∪ (Ai

4 ∩ Ai
7) ∪ (Ai

6 ∩ Ai
7)

จะได้ว่า |(Ai
2 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

7) ∪ (Ai
6 ∩ Ai

7)|

= |(Ai
2 ∩Ai

7)|+ |(Ai
4 ∩Ai

7)|+ |(Ai
6 ∩Ai

7)|− |(Ai
2 ∩Ai

7) ∩ (Ai
4 ∩Ai

7)|− |(Ai
2 ∩

Ai
7) ∩ (Ai

6 ∩ Ai
7)|− |(Ai

4 ∩ Ai
7) ∩ (Ai

6 ∩ Ai
7)|+ |(Ai

2 ∩ Ai
7) ∩ (Ai

4 ∩ Ai
7) ∩ (Ai

6 ∩ Ai
7)|

= (254− i) + (252− i) + (254− i)− 0− 0− 0 + 0

= 760− 3i

ดังนั้น |Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6)| = 760−3i, ÿำĀรับ i = 170, 171, 172, . . . , 251

กรณีที่ 5 ÿำĀรับ i = 252 จะได้ว่า Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6) = {(i, j, i)|j =

1, 2, 3, . . . , 254− i} ∪ {(i, j, i− j)|j = 1, 2, 3, . . . , 254− i}

จาก Ai
2 ∩ Ai

7 = {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . , 254 − i} และ Ai
6 ∩ Ai

7 = {(i, j, i − j)|j =

1, 2, 3, . . . , 254− i}

ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
2 ∩ Ai

7| = 254− 252 = 2, |Ai
4 ∩ Ai

7| = 254− 252 = 2 และ

พิจารณา (Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7)

จะได้ว่า i = 252, Ry = j, j = 1, 2 และ Rz = i = i− j

เนื่องจาก j > 0 จึงได้ว่า i ̸= i− j เÿมอ

ดังนั้น (Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7) = ∅, i = 252

ทำใĀ้ |(Ai
2 ∩ Ai

7) ∩ (Ai
6 ∩ Ai

7)| = 0, i = 252

พิจารณา Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6) = (Ai

4 ∩ Ai
7) ∪ (Ai

6 ∩ Ai
7)

จะได้ว่า |(Ai
4 ∩Ai

7)∪ (Ai
6 ∩Ai

7)| = |(Ai
4 ∩Ai

7)|+ |(Ai
6 ∩Ai

7)|− |(Ai
4 ∩Ai

7)∩ (Ai
6 ∩Ai

7)|

= 2 + 2− 0

= 4

ดังนั้น |Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)| = 4, ÿำĀรับ i = 252

ทำใĀ้ |Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6)| = 0, ÿำĀรับ i = 1, 2 และ |Ai

7∩(Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪

Ai
4∪Ai

5∪Ai
6)| = 2i−4, ÿำĀรับ i = 3, 4, 5, . . . , 84 และ |Ai

7∩(Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪Ai

4∪Ai
5∪Ai

6)| = 2i−46,
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ÿำĀรับ i = 85, 86, 87, . . . , 126 และ |Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6)| = 250, ÿำĀรับ i = 127

และ |Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)| = 251, ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 169 และ

|Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)| = 760 − 3i, ÿำĀรับ i = 170, 171, 172, . . . , 251 และ

|Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)| = 4, ÿำĀรับ i = 252

ทฤþฎีบทประกอบ 2.28 :

1. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| ÿำĀรับ i = 1 คือ 1254

2. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| ÿำĀรับ i = 2 คือ 1252

3. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 3, 5, 7, . . . , 83 คือ −i2+

251i+ 755

4. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84 คือ −i2+

251i+ 754

5. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 85, 87, 89, . . . , 125 คือ

−i2 + 251i+ 797

6. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 86, 88, 90, . . . , 126 คือ

−i2 + 251i+ 796

7. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| ÿำĀรับ i = 127 คือ 16379

8. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 128, 130, 132, . . . , 168

คือ −i2 + 253i+ 125

9. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 129, 131, 133, . . . , 169

คือ −i2 + 253i+ 126

10. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 170, 172, 174, . . . , 250

คือ −i2 + 256i− 384

11. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 171, 173, 175, . . . , 251

คือ −i2 + 256i− 383
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12. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| ÿำĀรับ i = 252 คือ 624

บทพิสูจน์ จากทฤþฎีบทประกอบ 2.26 จะได้ว่า

1. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| ÿำĀรับ i = 1 คือ 1254

2. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 2, 4, 6, . . . , 126 คือ 1258− 3i

3. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 3, 5, 7, . . . , 125 คือ 1259− 3i

4. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| ÿำĀรับ i = 127 คือ 754

5. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 128, 130, 132, . . . , 250 คือ

884− 3i

6. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 129, 131, 133, . . . , 251 คือ

885− 3i

7. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| ÿำĀรับ i = 252 คือ 128

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.15 จะได้ว่า ÿำĀรับ 3 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
7 คือ {(i, j, k)|j =

1, 2, 3, . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252} และ |Ai
7| = (254− i)(i− 2)

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.27 จะได้ว่า

1. ÿำĀรับ i = 1, 2 เซต Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6) คือ ∅ และ |Ai

7 ∩ (Ai
1 ∪Ai

2 ∪Ai
3 ∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)| = 0

2. ÿำĀรับ i = 3, 4, 5, . . . , 84 เซต Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6) คือ {(i, i, k)|255−i ≤ k ≤

252}∪{(i, j, i+j)|j = 255−2i, . . . , 252−i} และ |Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6)| = 2i−4

3. ÿำĀรับ i = 85, 86, 87, . . . , 126 เซต Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6) คือ {(i, i, k)|255−i ≤

k ≤ 252}∪{(i, j, i+j)|j = 255−2i, . . . , 252−i} และ |Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6)| =

2i− 46

4. ÿำĀรับ i = 127 เซต Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6) คือ {(i, i, k)|255 − i ≤ k ≤

252}∪{(i, j, i+j)|j = 255−2i, . . . , 252−i} และ |Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6)| = 250
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5. ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 169 เซต Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6) คือ {(i, j, i)|j =

1, 2, 3, . . . , 254−i}∪{(i, j, i+j)|j = 1, 2, 3, . . . , 252−i}∪{(i, j, i−j)|j = 1, 2, 3, . . . , 2i−

255} และ |Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)| = 251

6. ÿำĀรับ i = 170, 171, 172, . . . , 251 เซต Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6) คือ {(i, j, i)|j =

1, 2, 3, . . . , 254−i}∪{(i, j, i+j)|j = 1, 2, 3, . . . , 252−i}∪{(i, j, i−j)|j = 1, 2, 3, . . . , 254−

i} และ |Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6)| = 760− 3i

7. ÿำĀรับ i = 252 เซต Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6) คือ {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . , 254−

i} ∪ {(i, j, i− j)|j = 1, 2, 3, . . . , 254− i} และ |Ai
7 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6)| = 4

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 1 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| = 1254,

|Ai
7| = 0 และ |Ai

7 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6)| = 0

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|+|Ai
7|−|Ai

7 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6)|

= 1254 + 0− 0

= 1254

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| ÿำĀรับ i = 1 คือ 1254

กรณีที่ 2 ÿำĀรับ i = 2 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪Ai

4∪Ai
5∪Ai

6| = 1258−3(2) =

1252, |Ai
7| = 0 และ |Ai

7 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6)| = 0

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|+|Ai
7|−|Ai

7 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6)|

= 1252 + 0− 0

= 1252

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| ÿำĀรับ i = 2 คือ 1252

กรณีที่ 3 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 3, 5, 7, . . . , 83 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪

Ai
4∪Ai

5∪Ai
6| = 1259−3i , |Ai

7| = (254−i)(i−2) และ |Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6)| = 2i−4

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|+|Ai
7|−|Ai

7 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6)|

= (1259− 3i) + (254− i)(i− 2)− (2i− 4)
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= −i2 + 251i+ 755

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 3, 5, 7, . . . , 83

คือ −i2 + 251i+ 755

กรณีที่ 4 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪

Ai
4∪Ai

5∪Ai
6| = 1258−3i, |Ai

7| = (254−i)(i−2) และ |Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6)| = 2i−4

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|+|Ai
7|−|Ai

7 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6)|

= (1258− 3i) + (254− i)(i− 2)− (2i− 4)

= −i2 + 251i+ 754

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84

คือ −i2 + 251i+ 754

กรณีที่ 5 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 85, 87, 89, . . . , 125 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪Ai

2 ∪

Ai
3∪Ai

4∪Ai
5∪Ai

6| = 1259−3i , |Ai
7| = (254−i)(i−2) และ |Ai

7∩(Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪Ai

4∪Ai
5∪Ai

6)| =

2i− 46

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|+|Ai
7|−|Ai

7 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6)|

= (1259− 3i) + (254− i)(i− 2)− (2i− 46)

= −i2 + 251i+ 797

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 85, 87, 89, . . . , 125

คือ −i2 + 251i+ 797

กรณีที่ 6 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 86, 88, 90, . . . , 126 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪Ai

2 ∪

Ai
3∪Ai

4∪Ai
5∪Ai

6| = 1258−3i , |Ai
7| = (254−i)(i−2) และ |Ai

7∩(Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪Ai

4∪Ai
5∪Ai

6)| =

2i− 46

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|+|Ai
7|−|Ai

7 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6)|

= (1258− 3i) + (254− i)(i− 2)− (2i− 46)

= −i2 + 251i+ 796

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 86, 88, 90, . . . , 126
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คือ −i2 + 251i+ 796

กรณีที่ 7 ÿำĀรับ i = 127 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| = 754,

|Ai
7| = (254− 127)(127− 2) = 15875 และ |Ai

7 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6)| = 250

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|+|Ai
7|−|Ai

7 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6)|

= 754 + 15875− 250

= 16379

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| ÿำĀรับ i = 127 คือ 16379

กรณีที่ 8 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 128, 130, 132, . . . , 168 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪

Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6| = 884−3i, |Ai

7| = (254−i)(i−2) และ |Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6)| =

251

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|+|Ai
7|−|Ai

7 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6)|

= (884− 3i) + (254− i)(i− 2)− 251

= −i2 + 253i+ 125

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 128, 130, 132, . . . ,

168 คือ −i2 + 253i+ 125

กรณีที่ 9 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 129, 131, 133, . . . , 169 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪

Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6| = 885−3i , |Ai

7| = (254−i)(i−2) และ |Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6)| =

251

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|+|Ai
7|−|Ai

7 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6)|

= (885− 3i) + (254− i)(i− 2)− 251

= −i2 + 253i+ 126

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 129, 131, 133, . . . ,

169 คือ −i2 + 253i+ 126

กรณีที่ 10 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 170, 172, 174, . . . , 250 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪

Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6| = 884−3i, |Ai

7| = (254−i)(i−2) และ |Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6)| =
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760− 3i

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|+|Ai
7|−|Ai

7 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6)|

= (884− 3i) + (254− i)(i− 2)− (760− 3i)

= −i2 + 256i− 384

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 170, 172, 174, . . . ,

250 คือ −i2 + 256i− 384

กรณีที่ 11 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 171, 173, 175, . . . , 251 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪

Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6| = 885−3i , |Ai

7| = (254−i)(i−2) และ |Ai
7∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6)| =

760− 3i

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|+|Ai
7|−|Ai

7 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6)|

= (885− 3i) + (254− i)(i− 2)− (760− 3i)

= −i2 + 256i− 383

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 171, 173, 175, . . . ,

251 คือ −i2 + 256i− 383

กรณีที่ 12 ÿำĀรับ i = 252 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6| = 128,

|Ai
7| = (254− 252)(252− 2) = 500 และ |Ai

7 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6)| = 4

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6|+|Ai
7|−|Ai

7 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6)|

= 128 + 500− 4

= 624

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| ÿำĀรับ i = 252 คือ 624

ทฤþฎีบทประกอบ 2.29 :

1. ÿำĀรับ i = 1 เซตAi
8∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6∪Ai

7) คือ {(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 252}

∪{(i, j, i + j)|j = 127, 128, 129, . . . , 251} ∪ {(i, j, j − i)|j = 128, 129, 130, . . . , 252} และ

|Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = 378
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2. ÿำĀรับ i = 2 เซตAi
8∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6∪Ai

7) คือ {(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 252}

∪{(i, j, i + j)|j = 127, 128.129 . . . , 250} ∪ {(i, j, j − i)|j = 129, 130, 131, . . . , 252} และ

|Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = 373

3. ÿำĀรับ i = 3 เซต Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7) คือ {(i, i, k)} ∪ {(i, j, j)|j =

128, 129, 130, . . . , 251} ∪ {(i, j, i + j)|j = 126, 127, 128, . . . , 249} ∪ {(i, j, j − i)|j =

129, 130, 131, . . . , 251} ∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5 . . . , 251 และ k = 252} และ |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪

Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = 619

4. ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84 เซต Ai
8∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6∪Ai

7) คือ {(i, i, k)|255−i ≤

k ≤ 252} ∪ {(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 254 − i} ∪ {(i, j, i + j)|j = 256−i
2 , . . . , 252 −

i} ∪ {(i, j, j − i)|j = 256+i
2 , . . . , 254 − i} ∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i − 1 และ 255 − j ≤

k ≤ 252} ∪ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ 255 − i ≤ k ≤ 252} และ

|Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = −3i2+505i−252
2

5. ÿำĀรับ i = 5, 7, 9, . . . , 83 เซต Ai
8∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6∪Ai

7) คือ {(i, i, k)|255−i ≤

k ≤ 252} ∪ {(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 254 − i} ∪ {(i, j, i + j)|j = 255−i
2 , . . . , 252 −

i} ∪ {(i, j, j − i)|j = 255+i
2 , . . . , 254 − i} ∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i − 1 และ 255 − j ≤

k ≤ 252} ∪ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ 255 − i ≤ k ≤ 252} และ

|Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = −3i2+505i−250
2

6. ÿำĀรับ i = 85, 87, 89, . . . , 125 เซต Ai
8∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6∪Ai

7) คือ {(i, i, k)|255−

i ≤ k ≤ 252}∪{(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 254−i}∪{(i, j, i+j)|j = 255−i
2 , . . . , 252−

i} ∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i − 1 และ 255 − j ≤ k ≤ 252} ∪ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i +

2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252} และ |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6 ∪Ai

7)| =
−3i2+511i−760

2

7. ÿำĀรับ i = 86, 88, 90, . . . , 126 เซต Ai
8∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6∪Ai

7) คือ {(i, i, k)|255−

i ≤ k ≤ 252}∪{(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 254−i}∪{(i, j, i+j)|j = 256−i
2 , . . . , 252−

i} ∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i − 1 และ 255 − j ≤ k ≤ 252} ∪ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i +

2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252} และ |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6 ∪Ai

7)| =
−3i2+511i−760

2
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8. ÿำĀรับ i = 127 เซต Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7) คือ {(i, i, k)|128 ≤ k ≤

252}∪ {(i, j, i+ j)|j = 64, 65, 66, . . . , 125}∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , 126 และ 255− j ≤

k ≤ 252}∪{(i, 127, k)|128 ≤ k ≤ 252} และ |Ai
8∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6∪Ai

7)| = 7875

9. ÿำĀรับ i = 128, 130, 132, . . . , 248 เซต Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7) คือ

{(i, j, i+ j)|j = 256−i
2 , . . . , 252− i}∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , 254− i และ 255− j ≤ k ≤

252} และ |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| =
(252−i)(253−i)

2

10. ÿำĀรับ i = 129, 131, 133, . . . , 249 เซต Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7) คือ

{(i, j, i+ j)|j = 255−i
2 , . . . , 252− i}∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , 254− i และ 255− j ≤ k ≤

252} และ |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| =
(252−i)(253−i)

2

11. ÿำĀรับ i = 250, 251 เซต Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7) คือ {(i, j, k)|j =

3, 4, 5, . . . , 254−i และ 255−j ≤ k ≤ 252} และ |Ai
8∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6∪Ai

7)| =
(252−i)(253−i)

2

12. ÿำĀรับ i = 252 เซต Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6 ∪Ai

7) คือ ∅ และ |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪

Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7)| = 0

บทพิสูจน์ พิจารณาเซต Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6 ∪Ai

7) ในรูป (Ai
1 ∩Ai

8) ∪ (Ai
2 ∩Ai

8) ∪

(Ai
3 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
6 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้เซต Ai
1 ∩ Ai

8 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx = Ry, Ry + Rz ≥ 255, Rx = i} จะพิจารณา

ขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.9 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 127 เซตAi
1 คือ {(i, i, k)|k = 1, 2, 3, . . . , 252}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.16 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
8 คือ {(i, j, k)|j =

3, 4, 5, . . . ,min{252, 254− i} และ 255− j ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า 1 ≤ Rx = i ≤ 127, Ry = i = j และ Rz = k, 255− j ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก i = j จึงได้ว่า 3 ≤ i = j ≤ 127 และ 255− i ≤ k ≤ 252

ทำใĀ้ได้ว่า มี k ที่แตกต่างกันทั้งĀมด 252− (255− i) + 1 = i− 2 ค่า

ดังนั้น Ai
1 ∩ Ai

8 = ∅, i = 1, 2 และ Ai
1 ∩ Ai

8 = {(i, i, k)|255 − i ≤ k ≤ 252}, i =

3, 4, 5, . . . , 127 และ Ai
1 ∩ Ai

8 = ∅, i = 128, 129, 130, . . . , 252
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ทำใĀ้ |Ai
1 ∩ Ai

8| = 0 , i = 1, 2 และ |Ai
1 ∩ Ai

8| = i − 2, i = 3, 4, 5, . . . , 127 และ

|Ai
1 ∩ Ai

8| = 0, i = 128, 129, 130, . . . , 252

ใĀ้เซต Ai
2 ∩ Ai

8 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx = Rz, Ry + Rz ≥ 255, Rx = i} จะพิจารณา

ขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.10 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซตAi
2 คือ {(i, j, i)|j = 1, 2, 3, . . . ,

min{252, 254− i}}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.16 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
8 คือ {(i, j, k)|j =

3, 4, 5, . . . ,min{252, 254− i} และ 255− j ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า 1 ≤ Rx = i ≤ 252, Ry = j, j = 3, 4, 5, . . . ,min{252, 254 − i} และ Rz = i =

k, 255− j ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก 255− j ≤ i = k ≤ 252

จึงได้ว่า 255− j ≤ i

255− i ≤ j

ทำใĀ้ได้ว่า j = 255− i, . . . ,min{252, 254− i}

พิจารณา 255− i ≤ min{252, 254− i} ≤ 254− i

จะได้ว่า 255− i ≤ 254− i

255 ≤ 254 เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น Ai
2 ∩ Ai

8 = ∅, i = 1, 2, 3, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
2 ∩ Ai

8| = 0, i = 1, 2, 3, . . . , 252

ใĀ้เซต Ai
3 ∩ Ai

8 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Ry = Rz, Ry + Rz ≥ 255, Rx = i} จะพิจารณา

ขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.11 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
3 คือ {(i, j, j)|j =

1, 2, 3, . . . ,min{252, 254− i}}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.16 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
8 คือ {(i, j, k)|j =

3, 4, 5, . . . ,min{252, 254− i} และ 255− j ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า 1 ≤ Rx = i ≤ 252, Ry = j, j = 3, 4, 5, . . . ,min{252, 254 − i} และ Rz = j =

k, 255− j ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก 255− j ≤ j = k ≤ 252
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จึงได้ว่า 255− j ≤ j

255 ≤ 2j

127.5 ≤ j

128 ≤ j

ทำใĀ้ได้ว่า j = 128, 129, 130, . . . ,min{252, 254− i}

พิจารณา 128 ≤ 254− i

i ≤ 126

ทำใĀ้ i = 1, 2, 3, . . . , 126

ดังนั้น Ai
3 ∩ Ai

8 = {(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 252}, i = 1 และ Ai
3 ∩ Ai

8 =

{(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 254−i}, i = 2, 3, 4, . . . , 126 และAi
3∩Ai

8 = ∅, i = 127, 128, 129, . . . ,

252

ทำใĀ้ |Ai
3∩Ai

8| = 252−128+1 = 125, i = 1 และ |Ai
3∩Ai

8| = (254−i)−128+1 = 127−i,

i = 2, 3, 4, . . . , 126 และ |Ai
3 ∩ Ai

8| = 0, i = 127, 128, 129, . . . , 252

ใĀ้เซต Ai
4 ∩ Ai

8 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx + Ry = Rz, Ry + Rz ≥ 255, Rx = i} จะ

พิจารณาขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.12 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 251 เซต Ai
4 คือ {(i, j, i + j)|j =

1, 2, 3, . . . , 252− i}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.16 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
8 คือ {(i, j, k)|j =

3, 4, 5, . . . ,min{252, 254− i} และ 255− j ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า 1 ≤ Rx = i ≤ 251, Ry = j, j = 3, 4, 5, . . . , 252 − i และ Rz = i + j =

k, 255− j ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก 255− j ≤ i+ j = k ≤ 252

จึงได้ว่า 255− j ≤ i+ j

255− i ≤ 2j

255−i
2 ≤ j

จึงได้ว่า ถ้า i เป็นจำนวนคี่ j = 255−i
2 , . . . , 252−i และถ้า i เป็นจำนวนคู่ j = 256−i

2 , . . . , 252−i

พิจารณา 255−i
2 ≤ 252− i

255− i ≤ 504− 2i
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i ≤ 249

ทำใĀ้ได้ว่า i = 1, 2, 3, . . . , 249

ดังนั้นAi
4∩Ai

8 = {(i, j, i+j)|j = 255−i
2 , . . . , 252−i} เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ i = 1, 3, 5, . . . , 249

และ Ai
4 ∩ Ai

8 = {(i, j, i + j)|j = 256−i
2 , . . . , 252 − i} เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ i = 2, 4, 6, . . . , 248 และ

Ai
4 ∩ Ai

8 = ∅, i = 250, 251, 252

ทำใĀ้ |Ai
4 ∩Ai

8| = (252− i)− (255−i
2 ) + 1 = 251−i

2 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ i = 1, 3, 5, . . . , 249

และ |Ai
4 ∩ Ai

8| = (252 − i) − (256−i
2 ) + 1 = 250−i

2 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ i = 2, 4, 6, . . . , 248 และ

|Ai
4 ∩ Ai

8| = 0,i = 250, 251, 252

ใĀ้เซต Ai
5 ∩ Ai

8 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx + Rz = Ry, Ry + Rz ≥ 255, Rx = i} จะ

พิจารณาขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.13 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 126 เซต Ai
5 คือ {(i, j, j − i)|j =

i+ 1, i+ 2, i+ 3, . . . , 252}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.16 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
8 คือ {(i, j, k)|j =

3, 4, 5, . . . ,min{252, 254− i} และ 255− j ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า 1 ≤ Rx = i ≤ 126, Ry = j, j = i+ 1, i + 2, i + 3, . . . ,min{252, 254− i} และ

Rz = j − i = k, 255− j ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก 255− j ≤ j − i = k ≤ 252

จึงได้ว่า 255− j ≤ j − i

255 + i ≤ 2j

255+i
2 ≤ j

จาก j − i ≤ 252

จะได้ว่า ่ j ≤ 252 + i

ทำใĀ้ได้ว่า j = max{i+ 1, 255+i
2 }, . . . ,min{252 + i, 252, 254− i}

พิจารณา i+ 1 = 2i+2
2

= 2i+2
2 + 253−253

2

= 255+i
2 + i−253

2

เนื่องจาก i ที่มีค่ามากที่ÿุด คือ 252 ซึ่ง i−253
2 < 0

ทำใĀ้ i+ 1 ≤ 255+i
2
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ดังนั้น max{i+ 1, 255+i
2 } = 255+i

2

พิจารณา 252 + i ≤ 252

i ≤ 0 เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น min{252 + i, 252, 254− i} = min{252, 254− i}

จึงได้ว่า j = 255+i
2 , . . . ,min{252, 254− i}

ทำใĀ้ได้ว่า ถ้า i เป็นจำนวนคี่ j = 255+i
2 , . . . ,min{252, 254 − i} และ ถ้า i เป็นจำนวนคู่่

j = 256+i
2 , . . . ,min{252, 254− i}

เมื่อ i เป็นจำนวนคี่

พิจารณา 255+i
2 ≤ 254− i

255 + i ≤ 508− 2i

3i ≤ 253

i ≤ 84.33

i ≤ 84

จะได้ว่า i = 1, 3, 5, . . . , 83

เมื่อ i เป็นจำนวนคู่

พิจารณา 256+i
2 ≤ 254− i

256 + i ≤ 508− 2i

3i ≤ 252

i ≤ 84

จะได้ว่า i = 2, 4, 6, . . . , 84

ดังนั้น Ai
5 ∩ Ai

8 = {(i, j, j − i)|j = 128, 129, 130, . . . , 252} ÿำĀรับ i = 1 และ Ai
5 ∩

Ai
8 = {(i, j, j − i)|j = 255+i

2 , . . . , 254 − i} เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 3, 5, 7, . . . , 83 และ

Ai
5 ∩ Ai

8 = {(i, j, j − i)|j = 256+i
2 , . . . , 254− i} เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 2, 4, 6, . . . , 84 และ

Ai
5 ∩ Ai

8 = ∅ ÿำĀรับ i = 85, 86, 87, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
5∩Ai

8| = 252−128+1 = 128 ÿำĀรับ i = 1 และ |Ai
5∩Ai

8| = (254−i)−(255+i
2 )+

1 = 255−3i
2 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 3, 5, 7, . . . , 83 และ |Ai

5 ∩Ai
8| = (254− i)− (256+i

2 )+ 1 =

254−3i
2 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 2, 4, 6, . . . , 84 และ |Ai

5 ∩ Ai
8| = 0, i = 85, 86, 87, . . . , 252

ใĀ้เซต Ai
6 ∩ Ai

8 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Ry + Rz = Rx, Ry + Rz ≥ 255, Rx = i} จะ
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พิจารณาขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.14 จะได้ว่า ÿำĀรับ 2 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
6 คือ {(i, j, i − j)|j =

1, 2, 3, . . . ,min{126, i− 1}}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.16 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
8 คือ {(i, j, k)|j =

3, 4, 5, . . . ,min{252, 254− i} และ 255− j ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า 2 ≤ Rx = i ≤ 252, Ry = j, j = 3, 4, 5, . . . ,min{126, i − 1, 254 − i} และ

Rz = i− j = k, 255− j ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก 255− j ≤ i− j = k ≤ 252

จึงได้ว่า 255− j ≤ i− j

255 ≤ i เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น Ai
6 ∩ Ai

8 = ∅, i = 1, 2, 3, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
6 ∩ Ai

8| = 0, i = 1, 2, 3, . . . , 252

ใĀ้เซต Ai
7 ∩ Ai

8 คือ {(Rx, Ry, Rz) ∈ 𝒰i|Rx + Rz ≥ 255, Ry + Rz ≥ 255, Rx = i} จะ

พิจารณาขอบเขตของค่า Rx, Ry, Rz

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.15 จะได้ว่า ÿำĀรับ 3 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
7 คือ {(i, j, k)|j =

1, 2, 3, . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252}

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.16 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
8 คือ {(i, j, k)|j =

3, 4, 5, . . . ,min{252, 254− i} และ 255− j ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า 3 ≤ Rx = i ≤ 252, Ry = j, j = 3, 4, 5, . . . , 254 − i และ Rz = k,max{255 −

j, 255− i} ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก max{255− j, 255− i} ≤ k ≤ 252

พิจารณา 255− j > 255− i

i > j

ทำใĀ้ 255− j ≤ k ≤ 252 ÿำĀรับ i > j และ 255− i ≤ k ≤ 252 ÿำĀรับ i ≤ j

ดังนั้น max{255− j, 255− i} ≤ k ≤ 252 แบ่งได้ÿองกรณี ได้แก่

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i > j

จะได้ว่า 3 ≤ Rx = i ≤ 252, Ry = j, j = 3, 4, 5, . . . ,min{i − 1, 254 − i} และ Rz =

k, 255− j ≤ k ≤ 252
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พิจารณา i > j

จึงได้ว่า i > 3 เนื่องจาก j มีค่าน้อยที่ÿุด คือ 3

ทำใĀ้ได้ว่า i = 4, 5, 6, . . . , 252

พิจารณา i− 1 < 254− i

2i < 255

i < 127.5

i ≤ 127

แÿดงว่า min{i− 1, 254− i} = i− 1 เมื่อ i = 4, 5, 6, . . . , 127 และ min{i− 1, 254− i} =

254− i เมื่อ i = 128, 129, 130, . . . , 252

พิจารณา 3 ≤ 254− i

i ≤ 251

ทำใĀ้ได้ว่า j = 3, 4, 5, . . . , i − 1 ÿำĀรับ i = 4, 5, 6, . . . , 127 และ j = 3, 4, 5, . . . , 254 − i

ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 251

และจำนวนค่า k ที่เป็นไปได้ ÿำĀรับ j ค่าĀนึ่งคือ 252− (255− j) + 1 = j − 2

ÿำĀรับ i = 4, 5, 6, . . . , 127 จะได้ว่า มี k ที่แตกต่างกันทั้งĀมด
i−1∑

j=3

(j − 2) = 1 + 2 + 3 +

· · ·+ i− 3 ค่า

ใช้ทฤþฎีบท 1.7 โดย a1 = 1, an = i− 3 และ n = i− 3 จะได้ว่า

1 + 2 + 3 + · · ·+ i− 3 =
(
n
2

)
(a1 + an)

=
(
i−3
2

)
[1 + (i− 3)]

= (i−3)(i−2)
2

ÿำĀรับ i = 128, 129, 130, . . . , 251 จะได้ว่า มี k ที่แตกต่างกันทั้งĀมด
254−i∑

j=3

(j− 2) = 1+2+

3 + · · ·+ 252− i ค่า

ใช้ทฤþฎีบท 1.7 โดย a1 = 1, an = 252− i และ n = 252− i จะได้ว่า

1 + 2 + 3 + · · ·+ 252− i =
(
n
2

)
(a1 + an)

=
(
252−i

2

)
[1 + (252− i)]

= (252−i)(253−i)
2

ดังนั้น Ai
7 ∩ Ai

8 = ∅, i = 1, 2, 3 และ Ai
7 ∩ Ai

8 = {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i − 1 และ

255 − j ≤ k ≤ 252}, i = 4, 5, 6, . . . , 127 และ Ai
7 ∩ Ai

8 = {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , 254 − i และ
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255− j ≤ k ≤ 252}, i = 128, 129, 130, . . . , 251 และ Ai
7 ∩ Ai

8 = ∅, i = 252

ทำใĀ้ |Ai
7 ∩ Ai

8| = 0, i = 1, 2, 3 และ |Ai
7 ∩ Ai

8| =
(i−3)(i−2)

2 , i = 4, 5, 6, . . . , 127 และ

|Ai
7 ∩ Ai

8| =
(252−i)(253−i)

2 , i = 128, 129, 130, . . . , 251 และ |Ai
7 ∩ Ai

8| = 0, i = 252

กรณีที่ 2 ÿำĀรับ i ≤ j

จะได้ว่า 3 ≤ Rx = i ≤ 252, Ry = j, j = i, i+1, i+2, . . . , 254−i และ Rz = k, 255−i ≤

k ≤ 252

พิจารณา i ≤ 254− i

2i ≤ 254

i ≤ 127

ทำใĀ้ได้ว่า j = i, i+ 1, i+ 2, . . . , 254− i ÿำĀรับ i = 3, 4, 5, . . . , 127

จึงได้ว่า มี j ที่แตกต่างกันทั้งĀมด (254− i)− i+ 1 = 255− 2i ค่า

และมี k ที่แตกต่างกันทั้งĀมด 252− (255− i) + 1 = i− 2 ค่า

ดังนั้น Ai
7 ∩Ai

8 = ∅, i = 1, 2 และ Ai
7 ∩Ai

8 = {(i, j, k)|j = i, i+1, i+2 . . . , 254− i และ

255− i ≤ k ≤ 252}, i = 3, 4, 5, . . . , 127 และ Ai
7 ∩ Ai

8 = ∅, i = 128, 129, 130, . . . , 252

ทำใĀ้ |Ai
7 ∩ Ai

8| = 0, i = 1, 2 และ |Ai
7 ∩ Ai

8| = (255 − 2i)(i − 2), i = 3, 4, 5, . . . , 127

และ |Ai
7 ∩ Ai

8| = 0, i = 128, 129, 130, . . . , 252

จากทั้งÿองกรณี

ดังนั้นAi
7∩Ai

8 = ∅∪∅ = ∅, i = 1, 2 และAi
7∩Ai

8 = ∅∪{(i, j, k)|j = i, i+1, i+2 . . . , 254−

i และ 255 − i ≤ k ≤ 252} = {(i, j, k)|j = 3, 4, 5 . . . , 251 และ k = 252}, i = 3 และ Ai
7 ∩ Ai

8 =

{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i− 1 และ 255− j ≤ k ≤ 252} ∪ {(i, j, k)|j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 254− i

และ 255 − i ≤ k ≤ 252}, i = 4, 5, 6, . . . , 127 และ Ai
7 ∩ Ai

8 = {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , 254 − i

และ 255 − j ≤ k ≤ 252} ∪ ∅ = {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , 254 − i และ 255 − j ≤ k ≤ 252},

i = 128, 129, 130, . . . , 251 และ Ai
7 ∩ Ai

8 = ∅ ∪ ∅ = ∅, i = 252

ทำใĀ้ |Ai
7 ∩Ai

8| = 0+ 0 = 0, i = 1, 2 และ |Ai
7 ∩Ai

8| = 0+ (255− 2(3))(3− 2) = 249,

i = 3 และ |Ai
7 ∩ Ai

8| =
(i−3)(i−2)

2 + (255 − 2i)(i − 2), i = 4, 5, 6, . . . , 127 และ |Ai
7 ∩ Ai

8| =
(252−i)(253−i)

2 + 0 = (252−i)(253−i)
2 , i = 128, 129, 130, . . . , 251 และ |Ai

7 ∩Ai
8| = 0 + 0 = 0, i = 252

พิจารณาเซต (Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
2∩Ai

8)∪(Ai
3∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)∪(Ai
5∩Ai

8)∪(Ai
6∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 1
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จะได้ว่า Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)

= (Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
2∩Ai

8)∪(Ai
3∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)∪(Ai
5∩Ai

8)∪(Ai
6∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)

= ∅∪∅∪{(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 252}∪{(i, j, i+j)|j = 127, 128, 129, . . . ,

251} ∪ {(i, j, j − i)|j = 128, 129, 130, . . . , 252} ∪ ∅ ∪ ∅

= {(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 252}∪{(i, j, i+j)|j = 127, 128, 129, . . . , 251}

∪{(i, j, j − i)|j = 128, 129, 130, . . . , 252}

กรณีที่ 2 ÿำĀรับ i = 2

จะได้ว่า Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)

= (Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
2∩Ai

8)∪(Ai
3∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)∪(Ai
5∩Ai

8)∪(Ai
6∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)

= ∅∪∅∪{(i, j, j)|j = 127, 128, 129, . . . , 252}∪{(i, j, i+j)|j = 127, 128.129 . . . ,

250} ∪ {(i, j, j − i)|j = 129, 130, 131, . . . , 252} ∪ ∅ ∪ ∅

= {(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 252}∪{(i, j, i+j)|j = 127, 128.129 . . . , 250}∪

{(i, j, j − i)|j = 129, 130, 131, . . . , 252}

กรณีที่ 3 ÿำĀรับ i = 3

จะได้ว่า Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)

= (Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
2∩Ai

8)∪(Ai
3∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)∪(Ai
5∩Ai

8)∪(Ai
6∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)

= {(i, i, 252)} ∪ ∅ ∪ {(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 251} ∪ {(i, j, i + j)|j =

126, 127, 128, . . . , 249}∪{(i, j, j−i)|j = 129, 130, 131, . . . , 251}∪∅∪{(i, j, k)|j = 3, 4, 5 . . . , 251

และ k = 252}

= {(i, i, k)}∪{(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 251}∪{(i, j, i+j)|j = 126, 127, 128,

. . . , 249}∪ {(i, j, j− i)|j = 129, 130, 131, . . . , 251}∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5 . . . , 251 และ k = 252}

กรณีที่ 4 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84

จะได้ว่า Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)

= (Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
2∩Ai

8)∪(Ai
3∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)∪(Ai
5∩Ai

8)∪(Ai
6∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)

= {(i, i, k)|255− i ≤ k ≤ 252}∪∅∪{(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 254− i}∪

{(i, j, i + j)|j = 256−i
2 , . . . , 252 − i} ∪ {(i, j, j − i)|j = 256+i

2 , . . . , 254 − i} ∪ ∅ ∪ {(i, j, k)|j =

3, 4, 5, . . . , i − 1 และ 255 − j ≤ k ≤ 252} ∪ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ

255− i ≤ k ≤ 252}
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= {(i, i, k)|255 − i ≤ k ≤ 252} ∪ {(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 254 − i} ∪

{(i, j, i + j)|j = 256−i
2 , . . . , 252 − i} ∪ {(i, j, j − i)|j = 256+i

2 , . . . , 254 − i} ∪ {(i, j, k)|j =

3, 4, 5, . . . , i − 1 และ 255 − j ≤ k ≤ 252} ∪ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ

255− i ≤ k ≤ 252}

กรณีที่ 5 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 5, 7, 9, . . . , 83

จะได้ว่า Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)

= (Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
2∩Ai

8)∪(Ai
3∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)∪(Ai
5∩Ai

8)∪(Ai
6∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)

= {(i, i, k)|255− i ≤ k ≤ 252}∪∅∪{(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 254− i}∪

{(i, j, i + j)|j = 255−i
2 , . . . , 252 − i} ∪ {(i, j, j − i)|j = 255+i

2 , . . . , 254 − i} ∪ ∅ ∪ {(i, j, k)|j =

3, 4, 5, . . . , i − 1 และ 255 − j ≤ k ≤ 252} ∪ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ

255− i ≤ k ≤ 252}

= {(i, i, k)|255 − i ≤ k ≤ 252} ∪ {(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 254 − i} ∪

{(i, j, i + j)|j = 255−i
2 , . . . , 252 − i} ∪ {(i, j, j − i)|j = 255+i

2 , . . . , 254 − i} ∪ {(i, j, k)|j =

3, 4, 5, . . . , i − 1 และ 255 − j ≤ k ≤ 252} ∪ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ

255− i ≤ k ≤ 252}

กรณีที่ 6 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 85, 87, 89, . . . , 125

จะได้ว่า Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)

= (Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
2∩Ai

8)∪(Ai
3∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)∪(Ai
5∩Ai

8)∪(Ai
6∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)

= {(i, i, k)|255− i ≤ k ≤ 252}∪∅∪{(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 254− i}∪

{(i, j, i+ j)|j = 255−i
2 , . . . , 252− i} ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i− 1 และ 255− j ≤ k ≤

252} ∪ {(i, j, k)|j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252}

= {(i, i, k)|255 − i ≤ k ≤ 252} ∪ {(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 254 − i} ∪

{(i, j, i + j)|j = 255−i
2 , . . . , 252 − i} ∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i − 1 และ 255 − j ≤ k ≤

252} ∪ {(i, j, k)|j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252}

กรณีที่ 7 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 86, 88, 90, . . . , 126

จะได้ว่า Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)

= (Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
2∩Ai

8)∪(Ai
3∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)∪(Ai
5∩Ai

8)∪(Ai
6∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)

= {(i, i, k)|255− i ≤ k ≤ 252}∪∅∪{(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 254− i}∪
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{(i, j, i+ j)|j = 256−i
2 , . . . , 252− i} ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i− 1 และ 255− j ≤ k ≤

252} ∪ {(i, j, k)|j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252}

= {(i, i, k)|255 − i ≤ k ≤ 252} ∪ {(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 254 − i} ∪

{(i, j, i + j)|j = 256−i
2 , . . . , 252 − i} ∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i − 1 และ 255 − j ≤ k ≤

252} ∪ {(i, j, k)|j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252}

กรณีที่ 8 ÿำĀรับ i = 127

จะได้ว่า Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)

= (Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
2∩Ai

8)∪(Ai
3∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)∪(Ai
5∩Ai

8)∪(Ai
6∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)

= {(i, i, k)|128 ≤ k ≤ 252} ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ {(i, j, i + j)|j = 64, 65, 66, . . . , 125} ∪

∅ ∪ ∅ ∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , 126 และ 255− j ≤ k ≤ 252} ∪ {(i, 127, k)|128 ≤ k ≤ 252}

= {(i, i, k)|128 ≤ k ≤ 252}∪{(i, j, i+j)|j = 64, 65, 66, . . . , 125}∪{(i, j, k)|j =

3, 4, 5, . . . , 126 และ 255− j ≤ k ≤ 252} ∪ {(i, 127, k)|128 ≤ k ≤ 252}

กรณีที่ 9 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 128, 130, 132, . . . , 248

จะได้ว่า Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)

= (Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
2∩Ai

8)∪(Ai
3∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)∪(Ai
5∩Ai

8)∪(Ai
6∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)

= ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ {(i, j, i + j)|j = 256−i
2 , . . . , 252 − i} ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ {(i, j, k)|j =

3, 4, 5, . . . , 254− i และ 255− j ≤ k ≤ 252}

= {(i, j, i + j)|j = 256−i
2 , . . . , 252 − i} ∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , 254 − i และ

255− j ≤ k ≤ 252}

กรณีที่ 10 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 129, 131, 133, . . . , 249

จะได้ว่า Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)

= (Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
2∩Ai

8)∪(Ai
3∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)∪(Ai
5∩Ai

8)∪(Ai
6∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)

= ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ {(i, j, i + j)|j = 255−i
2 , . . . , 252 − i} ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ {(i, j, k)|j =

3, 4, 5, . . . , 254− i และ 255− j ≤ k ≤ 252}

= {(i, j, i + j)|j = 255−i
2 , . . . , 252 − i} ∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , 254 − i และ

255− j ≤ k ≤ 252}

กรณีที่ 11 ÿำĀรับ i = 250, 251

จะได้ว่า Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)
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= (Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
2∩Ai

8)∪(Ai
3∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)∪(Ai
5∩Ai

8)∪(Ai
6∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)

= ∅∪∅∪∅∪∅∪∅∪∅∪{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , 254−i และ 255−j ≤ k ≤ 252}

= {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , 254− i และ 255− j ≤ k ≤ 252}

กรณีที่ 12 ÿำĀรับ i = 252

จะได้ว่า Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)

= (Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
2∩Ai

8)∪(Ai
3∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)∪(Ai
5∩Ai

8)∪(Ai
6∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)

= ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ∅

= ∅

พิจารณา |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)|

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 1

จะได้ Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6 ∪Ai

7) = (Ai
3 ∩Ai

8)∪ (Ai
4 ∩Ai

8)∪ (Ai
5 ∩Ai

8)

พิจารณา (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i = 1, Ry = j, j = 128, 129, 130, . . . , 251 และ Rz = j = i+ j

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า j ̸= i+ j เÿมอ

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) = ∅, i = 1

พิจารณา (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i = 1, Ry = j, j = 128, 129, 130, . . . , 252 และ Rz = j = j − i

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า j ̸= j − i เÿมอ

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8) = ∅, i = 1

พิจารณา (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i = 1, Ry = j, j = 128, 129, 130, . . . , 251 และ Rz = i+ j = j − i

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า i+ j ̸= j − i เÿมอ

ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8) = ∅, i = 1

เนื่องจาก (Ai
3∩Ai

8)∩(Ai
4∩Ai

8) = ∅, (Ai
3∩Ai

8)∩(Ai
5∩Ai

8) = ∅ และ (Ai
4∩Ai

8)∩(Ai
5∩Ai

8) =

∅ ใช้ทฤþฎีบท 1.4 โดย |Ai
3 ∩ Ai

8| = 125, |Ai
4 ∩ Ai

8| = 251−1
2 = 125 และ |Ai

5 ∩ Ai
8| = 128
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จะได้ว่า |(Ai
3 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

8)| = |Ai
3 ∩ Ai

8|+ |Ai
4 ∩ Ai

8|+ |Ai
5 ∩ Ai

8|

= 125 + 125 + 128

= 378

ดังนั้น |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = 378 ÿำĀรับ i = 1

กรณีที่ 2 ÿำĀรับ i = 2

จะได้ Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6 ∪Ai

7) = (Ai
3 ∩Ai

8)∪ (Ai
4 ∩Ai

8)∪ (Ai
5 ∩Ai

8)

พิจารณา (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i = 2, Ry = j, j = 128, 129, 130, . . . , 250 และ Rz = j = i+ j

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า j ̸= i+ j เÿมอ

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) = ∅, i = 2

พิจารณา (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i = 2, Ry = j, j = 129, 130, 131, . . . , 252 และ Rz = j = j − i

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า j ̸= j − i เÿมอ

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8) = ∅, i = 2

พิจารณา (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i = 2, Ry = j, j = 129, 130, 131, . . . , 250 และ Rz = i+ j = j − i

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า i+ j ̸= j − i เÿมอ

ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8) = ∅, i = 2

เนื่องจาก (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) = ∅, (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8) = ∅ และ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩

(Ai
5 ∩ Ai

8) = ∅ ใช้ทฤþฎีบท 1.4 โดย |Ai
3 ∩ Ai

8| = 127 − 2 = 125, |Ai
4 ∩ Ai

8| = 250−2
2 = 124 และ

|Ai
5 ∩ Ai

8| =
254−3(2)

2 = 124

จะได้ว่า |(Ai
3 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

8)| = |Ai
3 ∩ Ai

8|+ |Ai
4 ∩ Ai

8|+ |Ai
5 ∩ Ai

8|

= 125 + 124 + 124

= 373

ดังนั้น |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = 373 ÿำĀรับ i = 2
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กรณีที่ 3 ÿำĀรับ i = 3

จะได้ Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6 ∪Ai

7) = (Ai
1 ∩Ai

8)∪ (Ai
3 ∩Ai

8)∪ (Ai
4 ∩Ai

8)∪

(Ai
5 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
3 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
3 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i = 3, Ry = i = j และ Rz = j = 252

เนื่องจาก i = j = 3 แต่ j = 252 เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
3 ∩ Ai

8) = ∅, i = 3

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i = 3, Ry = i = j และ Rz = i+ j = 252

เนื่องจาก i = j = 3 จึงได้ว่า i+ j = 3 + 3 = 6 ̸= 252 เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) = ∅, i = 3

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i = 3, Ry = i = j และ Rz = j − i = 252

เนื่องจาก i = j = 3 จึงได้ว่า j − i = 3− 3 = 0 ̸= 252 เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8) = ∅, i = 3

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i = 3, Ry = i = j และ Rz = 252

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8) = {(3, 3, 252)}, i = 3

ทำใĀ้ |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∪ Ai

8)| = 1, i = 3

พิจารณา (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i = 3, Ry = j, j = 128, 129, 130, . . . , 249 และ Rz = j = i+ j

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า j ̸= i+ j เÿมอ

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) = ∅, i = 3
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พิจารณา (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i = 3, Ry = j, j = 129, 130, 131, . . . , 251 และ Rz = j = j − i

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า j ̸= j − i เÿมอ

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8) = ∅, i = 3

พิจารณา (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i = 3, Ry = j, j = 128, 129, 130, . . . , 251 และ Rz = j = 252

เนื่องจาก j = 128, 129, 130, . . . , 251 จึงได้ว่า j ̸= 252 เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8) = ∅, i = 3

พิจารณา (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i = 3, Ry = j, j = 129, 130, 131, . . . , 249 และ Rz = i+ j = j − i

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า i+ j ̸= j − i เÿมอ

ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8) = ∅, i = 3

พิจารณา (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i = 3, Ry = j, j = 126, 127, 128, . . . , 249 และ Rz = i+ j = 252

เนื่องจาก i = 3 จึงได้ว่า i+ j = 3 + j = 252

j = 249

ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8) = {(3, 249, 252)}, i = 3

ทำใĀ้ |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∪ Ai

8)| = 1, i = 3

พิจารณา (Ai
5 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
5 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i = 3, Ry = j, j = 129, 130, 131, . . . , 251 และ Rz = j − i = 252

เนื่องจาก i = 3 จึงได้ว่า j − i = j − 3 = 252

j = 255 เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
5 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8) = ∅, i = 3
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พิจารณา |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1∩Ai

8| = 3−2 = 1, |Ai
7∩Ai

8| = 249 และ |(Ai
1∩Ai

8)∩(Ai
7∩Ai

8)| = 1

จะได้ว่า |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = |Ai
1 ∩ Ai

8|+ |Ai
7 ∩ Ai

8|− |(Ai
7 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

= 1 + 249− 1

= 249

ดังนั้น |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = 249, i = 3

พิจารณา |((Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)| = |(Ai
7 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)| = 1

ดังนั้น |((Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)| = 1, i = 3

และ พิจารณา |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8)|

ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = 249, |Ai
4 ∩ Ai

8| = 251−3
2 = 124 และ

|((Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)| = 1

จะได้ว่า |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8)|

= |(Ai
1 ∩Ai

8)∪ (Ai
7 ∩Ai

8)|+ |Ai
4 ∩Ai

8|− |((Ai
1 ∩Ai

8)∪ (Ai
7 ∩Ai

8))∩ (Ai
4 ∩Ai

8)|

= 249 + 124− 1

= 372

ดังนั้น |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8)| = 372, i = 3

เนื่องจาก (Ai
3∩Ai

8)∩(Ai
5∩Ai

8) = ∅, (Ai
3∩Ai

8)∩((Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)) = ∅ และ

(Ai
5∩Ai

8)∩((Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)) = ∅ ใช้ทฤþฎีบท 1.4 โดย |Ai
3∩Ai

8| = 127−3 = 124,

|Ai
5 ∩ Ai

8| =
255−3(3)

2 = 123 และ |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8)| = 372

จะได้ว่า |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

= |Ai
3 ∩ Ai

8|+ |Ai
5 ∩ Ai

8|+ |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8)|
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= 124 + 123 + 372

= 619

ดังนั้น |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = 619 ÿำĀรับ i = 3

กรณีที่ 4 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84

จะได้ Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6 ∪Ai

7) = (Ai
1 ∩Ai

8)∪ (Ai
3 ∩Ai

8)∪ (Ai
4 ∩Ai

8)∪

(Ai
5 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
3 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
3 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i, i = 4, 6, 8, . . . , 84 และ Ry = i = j, j = 128, 129, 130, . . . , 254− i

เนื่องจาก i = 4, 6, 8, . . . , 84 แต่ i = j, j = 128, 129, 130, . . . , 254− i

ทำใĀ้ i ̸= j เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
3 ∩ Ai

8) = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Ry = i = j j = 256−i
2 , . . . , 252− i และ Rz = k = i+ j, 255− i ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก i = j จึงได้ว่า k = 2i

จาก 255− i ≤ k ≤ 252

จีงได้ว่า 255− i ≤ 2i ≤ 252

พิจารณา 255− i ≤ 2i

255 ≤ 3i

85 ≤ i เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Ry = i = j, j = 256+i
2 , . . . , 254− i และ Rz = j − i, 255− i ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก i = j จึงได้ว่า j − i = 0 เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8) = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)
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ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

กรณีที่ 1 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255−j ≤

k ≤ 252}

จะได้ว่า Ry = i = j, j = 3, 4, 5, . . . , i− 1

เนื่องจาก i = j และ j = 3, 4, 5, . . . , i− 1

จะได้ว่า j ≤ i− 1 < i

ทำใĀ้ i ̸= j เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i− 1 และ 255− j ≤ k ≤ 252} = ∅

กรณีที่ 2 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i

และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า Rx = i, i = 4, 6, 8, . . . , 84, Ry = i = j, j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ

Rz = k, 255− i ≤ k ≤ 252}

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ 255 − i ≤ k ≤ 252} =

{(i, i, k)|255− i ≤ k ≤ 252}

ทำใĀ้ |(Ai
1 ∩Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252}| =

252− (255− i) + 1 = i− 2

จากทั้งÿองกรณี

ทำใĀ้ |(Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
7∪Ai

8)| = 0+i−2 = i−2 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84

พิจารณา (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rz = j = i+ j

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า j ̸= i+ j เÿมอ

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84

พิจารณา (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rz = j = j − i

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า j ̸= j − i เÿมอ

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8) = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84
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พิจารณา (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

กรณีที่ 1 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255−j ≤

k ≤ 252}

จะได้ว่า Rx = i, i = 4, 6, 8, . . . , 84 และ Ry = j

จาก j = 3, 4, 5, . . . , i−1 ÿำĀรับ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255− j ≤ k ≤ 252}

พิจารณา i− 1

เนื่องจาก i ที่มีค่ามากที่ÿุดคือ 84 ทำใĀ้ i− 1 = 83

แต่ j = 128, 129, 130, . . . , 254− i ÿำĀรับ (Ai
3 ∩ Ai

8) เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i− 1 และ 255− j ≤ k ≤ 252} = ∅

กรณีที่ 2 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i

และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า Ry = j, j = 128, 129, 130, . . . , 254− i และ Rz = j = k, 255− i ≤ k ≤ 252

จาก 255− i ≤ j = k ≤ 252

พิจารณา 255− i ≤ j

เนื่องจาก j ที่มีค่ามากที่ÿุดคือ 254− i

จะได้ว่า 255− i ≤ j ≤ 254− i เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
3 ∩Ai

8)∩ {(i, j, k)|j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252} = ∅

จากทั้งÿองกรณี

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8) = ∅ ∪ ∅ = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84

พิจารณา (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rz = i+ j = j − i

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า i+ j ̸= j − i เÿมอ

ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8) = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84

พิจารณา (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

กรณีที่ 1 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255−j ≤
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k ≤ 252}

จะได้ว่า Rx = i, i = 4, 6, 8, . . . , 84, Ry = j, j = 256−i
2 , . . . ,min{i− 1, 252− i} = i− 1

พิจารณา 256−i
2 ≤ i− 1

256− i ≤ 2i− 2

258 ≤ 3i

86 ≤ i เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i− 1 และ 255− j ≤ k ≤ 252} = ∅

กรณีที่ 2 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i

และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า Ry = j, j = 256−i
2 , . . . , 252− i, Rz = i+ j = k, 255− i ≤ k ≤ 252

จาก 255− i ≤ i+ j = k ≤ 252

พิจารณา 255− i ≤ i+ j

255− 2i ≤ j

จึงได้ว่า j = max{256−i
2 , 255− 2i}, . . . , 252− i

เนื่องจาก i ≤ 84

3i ≤ 252

256− i ≤ 256 + 252− 4i

256− i ≤ 508− 4i

256−i
2 ≤ 254− 2i < 255− 2i

จึงได้ว่า max{256−i
2 , 255− 2i} = 255− 2i

ทำใĀ้ j = 255− 2i, . . . , 252− i

พิจารณา 255− 2i ≤ 252− i

3 ≤ i

ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ 255 − i ≤ k ≤ 252} =

{(i, j, i+ j)|j = 255− 2i, . . . , 252− i}

จึงได้ว่า มี j ที่แตกต่างกันทั้งĀมด ÿำĀรับ i ค่าĀนึ่งคือ 252− i− (255− 2i) + 1 = i− 2

ทำใĀ้ |(Ai
4∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = i, i+1, i+2 . . . , 254−i และ 255−i ≤ k ≤ 252}| = i−2

จากทั้งÿองกรณี
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ทำใĀ้ |(Ai
4∩Ai

8)∩(Ai
7∩Ai

8)| = 0+i−2 = i−2 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84

พิจารณา (Ai
5 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
5 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

กรณีที่ 1 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
5∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255−j ≤

k ≤ 252}

จะได้ว่า Ry = j, j = 256+i
2 , . . . ,min{i− 1, 254− i} = i− 1

พิจารณา 256+i
2 ≤ i− 1

256 + i ≤ 2i− 2

258 ≤ i เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
5 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i− 1 และ 255− j ≤ k ≤ 252} = ∅

กรณีที่ 2 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
5 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i

และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า Rz = j − i = k, 255− i ≤ k ≤ 252

จาก 255− i ≤ j − i = k ≤ 252

พิจารณา 255− i ≤ j − i

255 ≤ j เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
5 ∩Ai

8)∩ {(i, j, k)|j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252} = ∅

จากทั้งÿองกรณี

ดังนั้น (Ai
5 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8) = ∅ ∪ ∅ = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84

พิจารณา |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∩ Ai

8| = i − 2, |Ai
7 ∩ Ai

8| =
(i−3)(i−2)

2 + (255 − 2i)(i − 2) และ

|(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = i− 2
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จะได้ว่า |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = |Ai
1 ∩ Ai

8|+ |Ai
7 ∩ Ai

8|− |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

= i− 2 + (i−3)(i−2)
2 + (255− 2i)(i− 2)− (i− 2)

= (i−3)(i−2)
2 + (255− 2i)(i− 2)

ดังนั้น |(Ai
1 ∩Ai

8)∪ (Ai
7 ∩Ai

8)| =
(i−3)(i−2)

2 + (255− 2i)(i− 2) เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ

i = 4, 6, 8, . . . , 84

และ พิจารณา |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8)|

ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |(Ai
1∩Ai

8)∪ (Ai
7∩Ai

8)| =
(i−3)(i−2)

2 +(255−2i)(i−2), |Ai
4∩Ai

8| =
250−i

2 และ |((Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)| = |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = i− 2

จะได้ว่า |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8)|

= |(Ai
1 ∩Ai

8)∪ (Ai
7 ∩Ai

8)|+ |Ai
4 ∩Ai

8|− |((Ai
1 ∩Ai

8)∪ (Ai
7 ∩Ai

8))∩ (Ai
4 ∩Ai

8)|

= (i−3)(i−2)
2 + (255− 2i)(i− 2) + 250−i

2 − (i− 2)

= −3i2+510i−760
2

ดังนั้น |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8)| = −3i2+510i−760
2 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ

i = 4, 6, 8, . . . , 84

จากแผนภาพจะได้ว่า (Ai
3 ∩Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩Ai

8) = ∅, (Ai
3 ∩Ai

8) ∩ ((Ai
1 ∩Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩Ai

8) ∪

(Ai
4 ∩ Ai

8)) = ∅ และ (Ai
5 ∩ Ai

8) ∩ ((Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8)) = ∅

ใช้ทฤþฎีบท 1.4 โดย |Ai
3 ∩ Ai

8| = 127 − i, |Ai
5 ∩ Ai

8| = 254−3i
2 และ |(Ai

1 ∩ Ai
8) ∪ (Ai

7 ∩

Ai
8) ∪ (Ai

4 ∩ Ai
8)| = −3i2+510i−760

2

จะได้ว่า |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

= |Ai
3 ∩ Ai

8|+ |Ai
5 ∩ Ai

8|+ |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8)|

= 127− i+ 254−3i
2 + (−3i2+510i−760

2 )

= −3i2+505i−252
2

ดังนั้น |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = −3i2+505i−252
2 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่

ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84

กรณีที่ 5 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 5, 7, 9, . . . , 83

จะได้ Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6 ∪Ai

7) = (Ai
1 ∩Ai

8)∪ (Ai
3 ∩Ai

8)∪ (Ai
4 ∩Ai

8)∪

(Ai
5 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
3 ∩ Ai

8)
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ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
3 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i, i = 5, 7, 9, . . . , 83 และ Ry = i = j, j = 128, 129, 130, . . . , 254− i

เนื่องจาก i = 5, 7, 9, . . . , 83 แต่ i = j, j = 128, 129, 130, . . . , 254− i

ทำใĀ้ i ̸= j เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
3 ∩ Ai

8) = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 5, 7, 9, . . . , 83

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i, i = 5, 7, 9, . . . , 83, Ry = i = j, j = 255−i
2 , . . . , 252 − i และ Rz = k =

i+ j, 255− i ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก i = j จึงได้ว่า k = 2i

จาก 255− i ≤ k ≤ 252

จีงได้ว่า 255− i ≤ 2i ≤ 252

พิจารณา 255− i ≤ 2i

255 ≤ 3i

85 ≤ i เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 5, 7, 9, . . . , 83

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Ry = i = j, j = 255+i
2 , . . . , 254− i และ Rz = j − i, 255− i ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก i = j จึงได้ว่า j − i = 0 เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8) = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 5, 7, 9, . . . , 83

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

กรณีที่ 1 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255−j ≤

k ≤ 252}

จะได้ว่า Ry = i = j, j = 3, 4, 5, . . . , i− 1

เนื่องจาก i = j และ j = 3, 4, 5, . . . , i− 1

จะได้ว่า j ≤ i− 1 < i
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ทำใĀ้ i ̸= j เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i− 1 และ 255− j ≤ k ≤ 252} = ∅

กรณีที่ 2 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i

และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า Rx = i, i = 5, 7, 9, . . . , 83, Ry = i = j, j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ

Rz = k, 255− i ≤ k ≤ 252

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254− i และ 255− j ≤ k ≤ 252} =

{(i, j, k)|255− i ≤ k ≤ 252}

ทำใĀ้ |(Ai
1 ∩Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 254− i และ 255− j ≤ k ≤ 252}| =

252− (255− i) + 1 = i− 2

จากทั้งÿองกรณี

ทำใĀ้ |(Ai
1∩Ai

8)∩(Ai
7∪Ai

8)| = 0+i−2 = i−2 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 5, 7, 9, . . . , 83

พิจารณา (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rz = j = i+ j

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า j ̸= i+ j เÿมอ

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 5, 7, 9, . . . , 83

พิจารณา (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rz = j = j − i

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า j ̸= j − i เÿมอ

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8) = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 5, 7, 9, . . . , 83

พิจารณา (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

กรณีที่ 1 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255−j ≤

k ≤ 252}

จะได้ว่า Rx = i, i = 4, 6, 8, . . . , 84 และ Ry = j

จาก j = 3, 4, 5, . . . , i−1 ÿำĀรับ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255− j ≤ k ≤ 252}
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พิจารณา i− 1

เนื่องจาก i ที่มีค่ามากที่ÿุดคือ 83 ทำใĀ้ i− 1 = 82

แต่ j = 128, 129, 130, . . . , 254− i ÿำĀรับ (Ai
3 ∩ Ai

8) เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i− 1 และ 255− j ≤ k ≤ 252} = ∅

กรณีที่ 2 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i

และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า Ry = j, j = 128, 129, 130, . . . , 254− i และ Rz = j = k, 255− i ≤ k ≤ 252

จาก 255− i ≤ j = k ≤ 252

พิจารณา 255− i ≤ j

เนื่องจาก j ที่มีค่ามากที่ÿุดคือ 254− i

จะได้ว่า 255− i ≤ j ≤ 254− i เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
3 ∩Ai

8)∩ {(i, j, k)|j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252} = ∅

จากทั้งÿองกรณี

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8) = ∅ ∪ ∅ = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 5, 7, 9, . . . , 83

พิจารณา (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rz = i+ j = j − i

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า i+ j ̸= j − i เÿมอ

ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩ Ai

8) = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 5, 7, 9, . . . , 83

พิจารณา (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

กรณีที่ 1 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255−j ≤

k ≤ 252}

จะได้ว่า Ry = j, j = 255−i
2 , . . . ,min{i− 1, 252− i} = i− 1

พิจารณา 255−i
2 ≤ i− 1

255− i ≤ 2i− 2

257 ≤ 3i

86 ≤ i เกิดข้อขัดแย้ง
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ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i− 1 และ 255− j ≤ k ≤ 252} = ∅

กรณีที่ 2 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i

และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า Ry = j, j = 255−i
2 , . . . , 252− i, Rz = i+ j = k, 255− i ≤ k ≤ 252

จาก 255− i ≤ i+ j = k ≤ 252

พิจารณา 255− i ≤ i+ j

255− 2i ≤ j

จึงได้ว่า j = max{255−i
2 , 255− 2i}, . . . , 252− i

เนื่องจาก i ≤ 83

3i ≤ 249

255− i ≤ 255 + 249− 4i

255− i ≤ 504− 4i

255−i
2 ≤ 252− 2i < 255− 2i

จึงได้ว่า max{255−i
2 , 255− 2i} = 255− 2i

ทำใĀ้ j = 255− 2i, . . . , 252− i

ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ 255 − i ≤ k ≤ 252} =

{(i, j, i+ j)|j = 255− 2i, . . . , 252− i}

จึงได้ว่า มี j ที่แตกต่างกันทั้งĀมด ÿำĀรับ i ค่าĀนึ่งคือ 252− i− (255− 2i) + 1 = i− 2

ทำใĀ้ |(Ai
4∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = i, i+1, i+2 . . . , 254−i และ 255−i ≤ k ≤ 252}| = i−2

จากทั้งÿองกรณี

ทำใĀ้ |(Ai
3∩Ai

8)∩(Ai
7∩Ai

8)| = 0+i−2 = i−2 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 5, 7, 9, . . . , 83

พิจารณา (Ai
5 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
5 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

กรณีที่ 1 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
5∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255−j ≤

k ≤ 252}

จะได้ว่า Ry = j, j = 255+i
2 , . . . ,min{i− 1, 254− i} = i− 1

พิจารณา 255+i
2 ≤ i− 1

255 + i ≤ 2i− 2
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257 ≤ i เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
5 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i− 1 และ 255− j ≤ k ≤ 252} = ∅

กรณีที่ 2 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
5 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i

และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า Rz = j − i = k, 255− i ≤ k ≤ 252

จาก 255− i ≤ j − i = k ≤ 252

พิจารณา 255− i ≤ j − i

255 ≤ j เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
5 ∩Ai

8)∩ {(i, j, k)|j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252} = ∅

จากทั้งÿองกรณี

ดังนั้น (Ai
5 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8) = ∅ ∪ ∅ = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 5, 7, 9, . . . , 83

พิจารณา |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∩ Ai

8| = i − 2, |Ai
7 ∩ Ai

8| =
(i−3)(i−2)

2 + (255 − 2i)(i − 2) และ

|(Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = i− 2

จะได้ว่า |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = |Ai
1 ∩ Ai

8|+ |Ai
7 ∩ Ai

8|− |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

= i− 2 + (i−3)(i−2)
2 + (255− 2i)(i− 2)− (i− 2)

= (i−3)(i−2)
2 + (255− 2i)(i− 2)

ดังนั้น |(Ai
1 ∩Ai

8)∪ (Ai
7 ∩Ai

8)| =
(i−3)(i−2)

2 + (255− 2i)(i− 2) เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ

i = 5, 7, 9, . . . , 83

และ พิจารณา |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8)|

ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |(Ai
1∩Ai

8)∪ (Ai
7∩Ai

8)| =
(i−3)(i−2)

2 +(255−2i)(i−2), |Ai
4∩Ai

8| =
251−i

2 และ |((Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)| = |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = i− 2
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จะได้ว่า |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8)|

= |(Ai
1 ∩Ai

8)∪ (Ai
7 ∩Ai

8)|+ |Ai
4 ∩Ai

8|− |((Ai
1 ∩Ai

8)∪ (Ai
7 ∩Ai

8))∩ (Ai
4 ∩Ai

8)|

= (i−3)(i−2)
2 + (255− 2i)(i− 2) + 251−i

2 − (i− 2)

= −3i2+510i−759
2

ดังนั้น |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8)| = −3i2+510i−759
2 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ

i = 5, 7, 9, . . . , 83

จากแผนภาพจะได้ว่า (Ai
3 ∩Ai

8) ∩ (Ai
5 ∩Ai

8) = ∅, (Ai
3 ∩Ai

8) ∩ ((Ai
1 ∩Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩Ai

8) ∪

(Ai
4 ∩ Ai

8)) = ∅ และ (Ai
5 ∩ Ai

8) ∩ ((Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8)) = ∅

ใช้ทฤþฎีบท 1.4 โดย |Ai
3 ∩ Ai

8| = 127 − i, |Ai
5 ∩ Ai

8| = 255−3i
2 และ |(Ai

1 ∩ Ai
8) ∪ (Ai

7 ∩

Ai
8) ∪ (Ai

4 ∩ Ai
8)| = −3i2+510i−759

2

จะได้ว่า |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
5 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

= |Ai
3 ∩ Ai

8|+ |Ai
5 ∩ Ai

8|+ |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8)|

= 127− i+ 255−3i
2 + (−3i2+510i−759

2 )

= −3i2+505i−250
2

ดังนั้น |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = −3i2+505i−250
2 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่

ÿำĀรับ i = 5, 7, 9, . . . , 83

กรณีที่ 6 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 85, 87, 89, . . . , 125

จะได้Ai
8∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6∪Ai

7) = (Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
3∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
3 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
3 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i, i = 85, 87, 89, . . . , 125 และ Ry = i = j, j = 128, 129, 130, . . . , 254− i

เนื่องจาก i = 85, 87, 89, . . . , 125 แต่ i = j, j = 128, 129, 130, . . . , 254− i

ทำใĀ้ i ̸= j เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
3 ∩ Ai

8) = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 85, 87, 89, . . . , 125

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i, i = 85, 87, 89, . . . , 125, Ry = i = j j = 255−i
2 , . . . , 252 − i และ

Rz = k = i+ j, 255− i ≤ k ≤ 252
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เนื่องจาก i = j จึงได้ว่า k = 2i

จาก 255− i ≤ k ≤ 252

จีงได้ว่า 255− i ≤ 2i ≤ 252

พิจารณา 255− i ≤ 2i

255 ≤ 3i

85 ≤ i

และพิจารณา 2i ≤ 252

i ≤ 126

จากเงื่อนไขของค่า Rz จะได้ว่า i = 85, 87, 89, . . . , 125

ดังนั้น (Ai
1∩Ai

8)∩(Ai
4∩Ai

8) = {(i, i, 2i)} เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 85, 87, 89, . . . , 125

ทำใĀ้ |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)| = 1 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 85, 87, 89, . . . , 125

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

กรณีที่ 1 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255−j ≤

k ≤ 252}

จะได้ว่า Ry = i = j, j = 3, 4, 5, . . . , i− 1

เนื่องจาก i = j และ j = 3, 4, 5, . . . , i− 1

จะได้ว่า j ≤ i− 1 < i

ทำใĀ้ i ̸= j เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i− 1 และ 255− j ≤ k ≤ 252} = ∅

กรณีที่ 2 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i

และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า Rx = i, i = 85, 87, 89, . . . , 125 , Ry = i = j, j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 254− i และ

Rz = k, 255− i ≤ k ≤ 252}

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ 255 − i ≤ k ≤ 252} =

{(i, i, k)|255− i ≤ k ≤ 252}

จึงได้ว่ามี k ที่แตกต่างทั้งĀมด ÿำĀรับ i ค่าĀนึ่งคือ 252− (255− i) + 1 = i− 2

ทำใĀ้ |(Ai
1∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = i, i+1, i+2 . . . , 254−i และ 255−i ≤ k ≤ 252}| = i−2
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จากทั้งÿองกรณี

ทำใĀ้ |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∪ Ai

8)| = 0 + i − 2 = i − 2 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i =

85, 87, 89, . . . , 125

พิจารณา (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rz = j = i+ j

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า j ̸= i+ j เÿมอ

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 85, 87, 89, . . . , 125

พิจารณา (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

กรณีที่ 1 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255−j ≤

k ≤ 252}

จะได้ว่า Rx = i, i = 85, 87, 89, . . . , 125 และ Ry = j

จาก j = 3, 4, 5, . . . , i−1 ÿำĀรับ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255− j ≤ k ≤ 252}

พิจารณา i− 1

เนื่องจาก i ที่มีค่ามากที่ÿุดคือ 125 ทำใĀ้ i− 1 = 124

แต่ j = 128, 129, 130, . . . , 254− i ÿำĀรับ (Ai
3 ∩ Ai

8) เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i− 1 และ 255− j ≤ k ≤ 252} = ∅

กรณีที่ 2 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i

และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า Ry = j, j = 128, 129, 130, . . . , 254− i และ Rz = j = k, 255− i ≤ k ≤ 252

จาก 255− i ≤ j = k ≤ 252

พิจารณา 255− i ≤ j

จะได้ว่า 255− i ≤ j ≤ 254− i เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
3 ∩Ai

8)∩ {(i, j, k)|j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252} = ∅

จากทั้งÿองกรณี

ดังนั้น (Ai
3∩Ai

8)∩(Ai
7∩Ai

8) = ∅∪∅ = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 85, 87, 89, . . . , 125

พิจารณา (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)
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ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

กรณีที่ 1 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255−j ≤

k ≤ 252}

จะได้ว่า Rx = i, i = 85, 87, 89, . . . , 125, Ry = j, j = 255−i
2 , . . . ,min{i− 1, 252 − i} =

i− 1

พิจารณา 255−i
2 ≤ i− 1

255− i ≤ 2i− 2

257 ≤ 3i

86 ≤ i

จากเงื่อนไขของค่า Ry จะได้ว่า i = 87, 89, 91, . . . , 125

ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i − 1 และ 255 − j ≤ k ≤ 252} = ∅ เมื่อ

i = 85 และ (Ai
4∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255−j ≤ k ≤ 252} = {(i, j, i+j)|j =
255−i

2 , . . . , i− 1} เมื่อ i = 87, 89, 91, . . . , 125

จึงได้ว่า |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i − 1 และ 255 − j ≤ k ≤ 252}| = 0

เมื่อ i = 85 และ |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i − 1 และ 255 − j ≤ k ≤ 252}| =

i− 1− (255−i
2 ) + 1 = 3i−255

2 เมื่อ i = 87, 89, 91, . . . , 125

กรณีที่ 2 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i

และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า Rx = i, i = 85, 87, 89, . . . , 125, Ry = j, j = i, i + 1, i + 2, . . . , 252 − i,

Rz = i+ j = k, 255− i ≤ k ≤ 252

จาก 255− i ≤ i+ j = k ≤ 252

พิจารณา 255− i ≤ i+ j

255− 2i ≤ j

จึงได้ว่า j = max{i, 255− 2i}, . . . , 252− i

เนื่องจาก i ≥ 85

3i ≥ 255

i ≥ 255− 2i

จึงได้ว่า max{i, 255− 2i} = i
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ทำใĀ้ j = i, i+ 1, i+ 2, . . . , 252− i

พิจารณา i ≤ 252− i

2i ≤ 252

i ≤ 126

จากเงื่อนไขของค่า Rz จะได้ว่า i = 85, 87, 89, . . . , 125

ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ 255 − i ≤ k ≤ 252} =

{(i, j, i+ j)|j = i, i+ 1, i+ 2, . . . , 252− i}

จึงได้ว่า มี j ที่แตกต่างกันทั้งĀมด ÿำĀรับ i ค่าĀนึ่งคือ 252− i− i+ 1 = 253− 2i

ทำใĀ้ |(Ai
4 ∩Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252}| =

253− 2i

จากทั้งÿองกรณี

ทำใĀ้ |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = 0 + 253 − 2i = 253 − 2i ÿำĀรับ i = 85 และ |(Ai
4 ∩

Ai
8) ∩ (Ai

7 ∩ Ai
8)| = 3i−255

2 + 253− 2i = 251−i
2 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 87, 89, 91, . . . , 125

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ ((Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8) = {(i, i, 2i)} ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ {(i, i, 2i)} ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2, . . . , 254 − i และ

255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า Rx = i, i = 85, 87, 89, . . . , 125, Ry = i = j, Rz = 2i = k, 255− i ≤ k ≤ 252

จาก 255− i ≤ 2i = k ≤ 252

พิจารณา 255− i ≤ 2i

255 ≤ 3i

85 ≤ i

และพิจารณา 2i ≤ 252

i ≤ 126

จากเงื่อนไขของค่า Rz จะได้ว่า i = 85, 87, 89, . . . , 125

ดังนั้น {(i, i, 2i)} ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ 255 − i ≤ k ≤ 252} =

{(i, i, 2i)} เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 85, 87, 89, . . . , 125

ทำใĀ้ |{(i, i, 2i)}∩ {(i, j, k)|j = i, i+1, i+2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252}| = 1
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เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 85, 87, 89, . . . , 125

ดังนั้น |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = 1 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i =

85, 87, 89, . . . , 125

พิจารณา |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 85

ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∩ Ai

8| = 85 − 2 = 83, |Ai
4 ∩ Ai

8| = 251−85
2 = 83, |Ai

7 ∩ Ai
8| =

(85−3)(85−2)
2 + (255 − 2(85))(85 − 2) = 3403 + 7055 = 10458, |(Ai

1 ∩ Ai
8) ∩ (Ai

4 ∩ Ai
8)| = 1,

|(Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = 85 − 2 = 83, |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = 253 − 2(85) = 83 และ

|(Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = 1

จะได้ว่า |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

= |Ai
1 ∩Ai

8|+ |Ai
4 ∩Ai

8|+ |Ai
7 ∩Ai

8|− |(Ai
1 ∩Ai

8)∩ (Ai
4 ∩Ai

8)|− |(Ai
1 ∩Ai

8)∩

(Ai
7 ∩ Ai

8)|− |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)|+ |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

= 83 + 83 + 10458− 1− 83− 83 + 1

= 10458

ดังนั้น |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = 10458 ÿำĀรับ i = 85

กรณีที่ 2 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 87, 89, 91, . . . , 125

ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1∩Ai

8| = i−2, |Ai
4∩Ai

8| = 251−i
2 , |Ai

7∩Ai
8| =

(i−3)(i−2)
2 +(255−

2i)(i−2), |(Ai
1∩Ai

8)∩(Ai
4∩Ai

8)| = 1, |(Ai
1∩Ai

8)∩(Ai
7∩Ai

8)| = i−2, |(Ai
4∩Ai

8)∩(Ai
7∩Ai

8)| = 251−i
2

และ |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = 1

จะได้ว่า |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)|
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= |Ai
1 ∩Ai

8|+ |Ai
4 ∩Ai

8|+ |Ai
7 ∩Ai

8|− |(Ai
1 ∩Ai

8)∩ (Ai
4 ∩Ai

8)|− |(Ai
1 ∩Ai

8)∩

(Ai
7 ∩ Ai

8)|− |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)|+ |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

= i− 2 + 251−i
2 + (i−3)(i−2)

2 + (255− 2i)(i− 2)− 1− (i− 2)− (251−i
2 ) + 1

= −3i2+513i−1014
2

ดังนั้น |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = −3i2+513i−1014
2 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ

i = 87, 89, 91, . . . , 125

จากแผนภาพจะได้ว่า ((Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)) ∩ (Ai
3 ∩ Ai

8) = ∅

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 85

ใช้ทฤþฎีบท 1.4 โดย |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = 10458 และ |Ai
3 ∩ Ai

8| =

127− 85 = 42

จะได้ว่า |((Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

8)|

= |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)|+ |Ai
3 ∩ Ai

8|

= 10458 + 42

= 10500

ดังนั้น |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = 10500 ÿำĀรับ i = 85

กรณีที่ 2 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 87, 89, 91, . . . , 125

ใช้ทฤþฎีบท 1.4 โดย |(Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)| = −3i2+513i−1014
2 และ |Ai

3∩Ai
8| =

127− i

จะได้ว่า |((Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

8)|

= |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)|+ |Ai
3 ∩ Ai

8|

= −3i2+513i−1014
2 + 127− i

= −3i2+511i−760
2

ดังนั้น |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = −3i2+511i−760
2 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่

ÿำĀรับ i = 87, 89, 91, . . . , 125

กรณีที่ 7 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 86, 88, 90, . . . , 126

จะได้Ai
8∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6∪Ai

7) = (Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
3∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
3 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
3 ∩ Ai

8)
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จะได้ว่า Rx = i, i = 86, 88, 90, . . . , 126 และ Ry = i = j, j = 128, 129, 130, . . . , 254− i

เนื่องจาก i = 86, 88, 90, . . . , 126 แต่ i = j, j = 128, 129, 130, . . . , 254− i

ทำใĀ้ i ̸= j เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
3 ∩ Ai

8) = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 86, 88, 90, . . . , 126

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i, i = 86, 88, 90, . . . , 126, Ry = i = j j = 256−i
2 , . . . , 252 − i และ

Rz = k = i+ j, 255− i ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก i = j จึงได้ว่า k = 2i

จาก 255− i ≤ k ≤ 252

จีงได้ว่า 255− i ≤ 2i ≤ 252

พิจารณา 255− i ≤ 2i

255 ≤ 3i

85 ≤ i

และพิจารณา 2i ≤ 252

i ≤ 126

จากเงื่อนไขของค่า Rz จะได้ว่า i = 86, 88, 90, . . . , 126

ดังนั้น (Ai
1∩Ai

8)∩(Ai
4∩Ai

8) = {(i, i, 2i)} เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 86, 88, 90, . . . , 126

ทำใĀ้ |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)| = 1 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 86, 88, 90, . . . , 126

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

กรณีที่ 1 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255−j ≤

k ≤ 252}

จะได้ว่า Ry = i = j, j = 3, 4, 5, . . . , i− 1

เนื่องจาก i = j และ j = 3, 4, 5, . . . , i− 1

จะได้ว่า j ≤ i− 1 < i

ทำใĀ้ i ̸= j เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i− 1 และ 255− j ≤ k ≤ 252} = ∅
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กรณีที่ 2 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i

และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า Rx = i, i = 86, 88, 90, . . . , 126 , Ry = i = j, j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 254− i และ

Rz = k, 255− i ≤ k ≤ 252}

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ 255 − i ≤ k ≤ 252} =

{(i, j, k)|j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จึงได้ว่ามี k ที่แตกต่างทั้งĀมด ÿำĀรับ i ค่าĀนึ่งคือ 252− (255− i) + 1 = i− 2

ทำใĀ้ |(Ai
1∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = i, i+1, i+2 . . . , 254−i และ 255−i ≤ k ≤ 252}| = i−2

จากทั้งÿองกรณี

ทำใĀ้ |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∪ Ai

8)| = 0 + i − 2 = i − 2 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i =

86, 88, 90, . . . , 126

พิจารณา (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rz = j = i+ j

เนื่องจาก i > 0 จึงได้ว่า j ̸= i+ j เÿมอ

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 86, 88, 90, . . . , 126

พิจารณา (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

กรณีที่ 1 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255−j ≤

k ≤ 252}

จะได้ว่า Rx = i, i = 86, 88, 90, . . . , 126 และ Ry = j

จาก j = 3, 4, 5, . . . , i−1 ÿำĀรับ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255− j ≤ k ≤ 252}

พิจารณา i− 1

เนื่องจาก i ที่มีค่ามากที่ÿุดคือ 126 ทำใĀ้ i− 1 = 125

แต่ j = 128, 129, 130, . . . , 254− i ÿำĀรับ (Ai
3 ∩ Ai

8) เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i− 1 และ 255− j ≤ k ≤ 252} = ∅

กรณีที่ 2 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
3 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i

และ 255− i ≤ k ≤ 252}
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จะได้ว่า Ry = j, j = 128, 129, 130, . . . , 254− i และ Rz = j = k, 255− i ≤ k ≤ 252

จาก 255− i ≤ j = k ≤ 252

พิจารณา 255− i ≤ j

จะได้ว่า 255− i ≤ j ≤ 254− i เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
3 ∩Ai

8)∩ {(i, j, k)|j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252} = ∅

จากทั้งÿองกรณี

ดังนั้น (Ai
3∩Ai

8)∩(Ai
7∩Ai

8) = ∅∪∅ = ∅ เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 86, 88, 90, . . . , 126

พิจารณา (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

กรณีที่ 1 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255−j ≤

k ≤ 252}

จะได้ว่า Ry = j, j = 256−i
2 , . . . ,min{i− 1, 252− i} = i− 1

พิจารณา 256−i
2 ≤ i− 1

256− i ≤ 2i− 2

258 ≤ 3i

86 ≤ i

จากเงื่อนไขของค่า Ry จะได้ว่า i = 86, 88, 90, . . . , 126

ดังนั้น (Ai
4 ∩Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i− 1 และ 255− j ≤ k ≤ 252} = {(i, j, i+

j)|j = 256−i
2 , . . . , i− 1}

จึงได้ว่า |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i − 1 และ 255 − j ≤ k ≤ 252}| =

i− 1− (256−i
2 ) + 1 = 3i−256

2

กรณีที่ 2 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i

และ 255− i ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า Ry = j, j = i, i+ 1, i+ 2, . . . , 252− i, Rz = i+ j = k, 255− i ≤ k ≤ 252

จาก 255− i ≤ i+ j = k ≤ 252

พิจารณา 255− i ≤ i+ j

255− 2i ≤ j

จึงได้ว่า j = max{i, 255− 2i}, . . . , 252− i
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เนื่องจาก i ≥ 86

3i ≥ 258

i ≥ 258− 2i > 255− 2i

จึงได้ว่า max{i, 255− 2i} = i

ทำใĀ้ j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 252− i

พิจารณา i ≤ 252− i

2i ≤ 252

i ≤ 126

จากเงื่อนไขของค่า Rz จะได้ว่า i = 86, 88, 90, . . . , 126

ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ 255 − i ≤ k ≤ 252} =

{(i, j, i+ j)|j = i, i+ 1, i+ 2, . . . , 252− i}

จึงได้ว่า มี j ที่แตกต่างกันทั้งĀมด ÿำĀรับ i ค่าĀนึ่งคือ 252− i− i+ 1 = 253− 2i

ทำใĀ้ |(Ai
4 ∩Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i+ 1, i+ 2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252}| =

253− 2i

จากทั้งÿองกรณี

ทำใĀ้ |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = 3i−256
2 + 253 − 2i = 250−i

2 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ

i = 86, 88, 90, . . . , 126

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ ((Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8) = {(i, i, 2i)} ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ {(i, i, 2i)}∩{(i, j, k)|j = i, i+1, i+2 . . . , 254−i และ 255−i ≤

k ≤ 252}

จะได้ว่า Rx = i, i = 86, 88, 90, . . . , 126, Ry = i = j, j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i,

Rz = 2i = k, 255− i ≤ k ≤ 252

จาก 255− i ≤ 2i = k ≤ 252

พิจารณา 255− i ≤ 2i

255 ≤ 3i

85 ≤ i

และพิจารณา 2i ≤ 252
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i ≤ 126

จากเงื่อนไขของค่า Rz จะได้ว่า i = 86, 88, 90, . . . , 126

ดังนั้น {(i, i, 2i)} ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ 255 − i ≤ k ≤ 252} =

{(i, i, 2i)}

ทำใĀ้ |{(i, i, 2i)}∩ {(i, j, k)|j = i, i+1, i+2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252}| = 1

ดังนั้น |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = 1 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i =

86, 88, 90, . . . , 126

พิจารณา |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1∩Ai

8| = i−2, |Ai
4∩Ai

8| = 250−i
2 , |Ai

7∩Ai
8| =

(i−3)(i−2)
2 +(255−

2i)(i−2), |(Ai
1∪Ai

8)∩(Ai
4∪Ai

8)| = 1, |(Ai
1∪Ai

8)∩(Ai
7∪Ai

8)| = i−2, |(Ai
4∪Ai

8)∩(Ai
7∪Ai

8)| = 250−i
2

และ |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = 1

จะได้ว่า |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

= |Ai
1 ∩Ai

8|+ |Ai
4 ∩Ai

8|+ |Ai
7 ∩Ai

8|− |(Ai
1 ∩Ai

8)∩ (Ai
4 ∩Ai

8)|− |(Ai
1 ∩Ai

8)∩

(Ai
7 ∩ Ai

8)|− |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)|+ |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

= i− 2 + 250−i
2 + (i−3)(i−2)

2 + (255− 2i)(i− 2)− 1− (i− 2)− (250−i
2 ) + 1

= −3i2+513i−1014
2

ดังนั้น |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = −3i2+513i−1014
2 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ

i = 86, 88, 90, . . . , 126

จากแผนภาพจะได้ว่า ((Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)) ∩ (Ai
3 ∩ Ai

8) = ∅

ใช้ทฤþฎีบท 1.4 โดย |(Ai
1∩Ai

8)∪(Ai
4∩Ai

8)∪(Ai
7∩Ai

8)| = −3i2+513i−1014
2 และ |Ai

3∩Ai
8| =

127− i
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จะได้ว่า |((Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)) ∪ (Ai
3 ∩ Ai

8)|

= |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)|+ |Ai
3 ∩ Ai

8|

= −3i2+513i−1014
2 + 127− i

= −3i2+511i−760
2

ดังนั้น |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = −3i2+511i−760
2 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่

ÿำĀรับ i = 86, 88, 90, . . . , 126

กรณีที่ 8 ÿำĀรับ i = 127

จะได้ Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6 ∪Ai

7) = (Ai
1 ∩Ai

8)∪ (Ai
4 ∩Ai

8)∪ (Ai
7 ∩Ai

8)

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Rx = i = 127 และ Ry = i = j, j = 64, 65, 66, . . . , 125

เนื่องจาก i = 127 แต่ i = j = 64, 65, 66, . . . , 125

ทำใĀ้ i ̸= j เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8) = ∅ ÿำĀรับ i = 127

พิจารณา (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

กรณีที่ 1 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i−1 และ 255−j ≤

k ≤ 252}

จะได้ว่า Rx = i = 127 และ Ry = i = j, j = 3, 4, 5, . . . , 126

เนื่องจาก i = j และ j = 3, 4, 5, . . . , 126

ทำใĀ้ i ̸= j เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i− 1 และ 255− j ≤ k ≤ 252} = ∅

กรณีที่ 2 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ {(i, 127, k)|128 ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า Rx = i = 127 , Ry = i = 127 และ Rz = k, 128 ≤ k ≤ 252}

ดังนั้น (Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254− i และ 255− j ≤ k ≤ 252} =

{(127, 127, k)|255− i ≤ k ≤ 252}

จึงได้ว่า มี k ที่แตกต่างกันทั้งĀมด คือ 252− 128 + 1 = 125

ทำใĀ้ |(Ai
1∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = i, i+1, i+2 . . . , 254−i และ 255−j ≤ k ≤ 252}| = 125
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จากทั้งÿองกรณี

ทำใĀ้ |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∪ Ai

8)| = 0 + 125 = 125 ÿำĀรับ i = 127

พิจารณา (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

กรณีที่ 1 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4∩Ai

8)∩{(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , 126 และ 255−j ≤

k ≤ 252}

จะได้ว่า Rx = i = 127, Ry = j, j = 64, 65, 66, . . . , 125 และ Rz = i + j = k,

255− j ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก 255− j ≤ i+ j = k ≤ 252

พิจารณา 255− j ≤ i+ j

255− i ≤ 2j

255−i
2 ≤ j

จึงได้ว่า ่j = 255−i
2 = 255−127

2 = 64, . . . , 125

ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , 126 และ 255 − j ≤ k ≤ 252} = {(i, j, i +

j)|j = 64, 65, 66, . . . , 125}

ทำใĀ้ |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , 126 และ 255 − j ≤ k ≤ 252}| = 125 −

64 + 1 = 62

กรณีที่ 2 พิจารณา (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ {(i, 127, k)|128 ≤ k ≤ 252}

จะได้ว่า Rx = i = 127 และ Ry = j

จาก j = 127 ÿำĀรับ {(i, 127, k)|128 ≤ k ≤ 252}

แต่ j = 64, 65, 66, . . . , 125 ÿำĀรับ (Ai
4 ∩ Ai

8) เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ {(i, 127, k)|128 ≤ k ≤ 252} = ∅

จากทั้งÿองกรณี

ทำใĀ้ |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = 62 + 0 = 62 ÿำĀรับ i = 127
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พิจารณา |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1∩Ai

8| = 127−2 = 125, |Ai
7∩Ai

8| = 7750+(255−2(127))(127−

2) = 7875 และ |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = 125

จะได้ว่า |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = |Ai
1 ∩ Ai

8|+ |Ai
4 ∩ Ai

8|− |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

= 125 + 7875− 125

= 7875

ดังนั้น |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = 7875 ÿำĀรับ i = 127

และ พิจารณา |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8)|

ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |(Ai
1 ∩Ai

8)∪ (Ai
7 ∩Ai

8)| = 7875, |Ai
4 ∩Ai

8| = 62 และ |((Ai
1 ∩Ai

8)∪

(Ai
7 ∩ Ai

8)) ∩ (Ai
4 ∩ Ai

8)| = |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = 62

จะได้ว่า |(Ai
1 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
4 ∩ Ai

8)|

= |(Ai
1 ∩Ai

8)∪ (Ai
7 ∩Ai

8)|+ |Ai
4 ∩Ai

8|− |((Ai
1 ∩Ai

8)∪ (Ai
7 ∩Ai

8))∩ (Ai
4 ∩Ai

8)|

= 7875 + 62− 62

= 7875

ดังนั้น |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = 7875 ÿำĀรับ i = 127

กรณีที่ 9 เมื่อ i เป็นจำนวนเต็มคู่ ÿำĀรับ i = 128, 130, 132, . . . , 248

จะได้ Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7) = (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)

พิจารณา (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Ry = j, j = 256−i
2 , . . . , 252− i และ Rz = i+ j = k, 255− j ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก 255− j ≤ i+ j = k ≤ 252

พิจารณา 255− j ≤ i+ j
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255− i ≤ 2j

255−i
2 ≤ j

จึงได้ว่า ่j = max{255−i
2 , 256−i

2 } = 256−i
2

ทำใĀ้ j = 256−i
2 , . . . , 252− i

พิจารณา 256−i
2 ≤ 252− i

256− i ≤ 504− 2i

i ≤ 248

ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8) = {(i, j, k)|j = 256−i
2 , . . . , 252− i}

จึงได้ว่า มี j ที่แตกต่างกันทั้งĀมด ÿำĀรับ i ค่าĀนึ่งคือ 252− i− (256−i
2 ) + 1 = 250−i

2

ทำใĀ้ |(Ai
4∩Ai

8)∩(Ai
7∩Ai

8)| = 250−i
2 เมื่อ i เป็นจำนวนเต็มคู่ ÿำĀรับ i = 128, 130, 132, . . . , 248

ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |(Ai
4 ∩ Ai

8)| = 250−i
2 , |(Ai

7 ∩ Ai
8)| =

(252−i)(253−i)
2 และ |(Ai

4 ∩ Ai
8) ∩

(Ai
7 ∩ Ai

8)| = 250−i
2

จะได้ว่า |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = |Ai
4 ∪ Ai

8|+ |Ai
7 ∪ Ai

8|− |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

= 250−i
2 + (252−i)(253−i)

2 − (250−i
2 )

= (252−i)(253−i)
2

ดังนั้น |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6 ∪Ai

7)| =
(252−i)(253−i)

2 เมื่อ i เป็นจำนวนเต็มคู่

ÿำĀรับ i = 128, 130, 132, . . . , 248

กรณีที่ 10 เมื่อ i เป็นจำนวนเต็มคี่ ÿำĀรับ i = 129, 131, 133, . . . , 249

จะได้ Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7) = (Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)

พิจารณา (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

ใĀ้ (Rx, Ry, Rz) ∈ (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)

จะได้ว่า Ry = j, j = 255−i
2 , . . . , 252− i และ Rz = i+ j = k, 255− j ≤ k ≤ 252

เนื่องจาก 255− j ≤ i+ j = k ≤ 252

พิจารณา 255− j ≤ i+ j

255− i ≤ 2j

255−i
2 ≤ j

ทำใĀ้ j = 255−i
2 , . . . , 252− i

พิจารณา 255−i
2 ≤ 252− i
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255− i ≤ 504− 2i

i ≤ 249

ดังนั้น (Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8) = {(i, j, i+ j)|j = 255−i
2 , . . . , 252− i}

จึงได้ว่า มี j ที่แตกต่างกันทั้งĀมด ÿำĀรับ i ค่าĀนึ่งคือ 252− i− (255−i
2 ) + 1 = 251−i

2

ทำใĀ้ |(Ai
4∩Ai

8)∩(Ai
7∩Ai

8)| = 251−i
2 เมื่อ i เป็นจำนวนเต็มคี่ ÿำĀรับ i = 129, 131, 133, . . . , 249

ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |(Ai
4 ∩ Ai

8)| = 251−i
2 , |(Ai

7 ∩ Ai
8)| =

(252−i)(253−i)
2 และ |(Ai

4 ∩ Ai
8) ∩

(Ai
7 ∩ Ai

8)| = 251−i
2

จะได้ว่า |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∪ (Ai
7 ∩ Ai

8)| = |Ai
4 ∩ Ai

8|+ |Ai
7 ∩ Ai

8|− |(Ai
4 ∩ Ai

8) ∩ (Ai
7 ∩ Ai

8)|

= 251−i
2 + (252−i)(253−i)

2 − (251−i
2 )

= (252−i)(253−i)
2

ดังนั้น |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6 ∪Ai

7)| =
(252−i)(253−i)

2 เมื่อ i เป็นจำนวนเต็มคี่

ÿำĀรับ i = 129, 131, 133, . . . , 249

กรณีที่ 11 ÿำĀรับ i = 250, 251

จะได้ Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7) = (Ai
7 ∩ Ai

8)

ดังนั้น |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = |Ai
7 ∩ Ai

8| =
(252−i)(253−i)

2 ÿำĀรับ

i = 250, 251

กรณีที่ 12 ÿำĀรับ i = 252

จะได้ Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7) = ∅

ดังนั้น |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = 0 ÿำĀรับ i = 252

ทฤþฎีบทประกอบ 2.30 :

1. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8| ÿำĀรับ i = 1 คือ 32251

2. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8| ÿำĀรับ i = 2 คือ 32254

3. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8| ÿำĀรับ i = 3 คือ 32005

4. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84 คือ

i2 − 254i+ 32758

5. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 5, 7, 9, . . . , 83 คือ

i2 − 254i+ 32758
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6. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 85, 87, 89, . . . , 125

คือ i2 − 257i+ 33055

7. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 86, 88, 90, . . . , 126

คือ i2 − 257i+ 33054

8. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8| ÿำĀรับ i = 127 คือ 16379

9. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 128, 130, 132, . . . , 168

คือ −i2 + 253i+ 125

10. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 129, 131, 133, . . . , 169

คือ −i2 + 253i+ 126

11. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 170, 172, 174, . . . , 248

คือ −i2 + 256i− 384

12. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8|เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 171, 173, 175, . . . , 249

คือ −i2 + 256i− 383

13. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8| ÿำĀรับ i = 250 คือ 1116

14. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8| ÿำĀรับ i = 251 คือ 872

15. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8| ÿำĀรับ i = 252 คือ 624

บทพิสูจน์ จากทฤþฎีบทประกอบ 2.28 จะได้ว่า

1. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| ÿำĀรับ i = 1 คือ 1254

2. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| ÿำĀรับ i = 2 คือ 1252

3. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 3, 5, 7, . . . , 83 คือ −i2+

251i+ 755

4. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84 คือ −i2+

251i+ 754
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5. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 85, 87, 89, . . . , 125 คือ

−i2 + 251i+ 797

6. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 86, 88, 90, . . . , 126 คือ

−i2 + 251i+ 796

7. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| ÿำĀรับ i = 127 คือ 16379

8. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 128, 130, 132, . . . , 168

คือ −i2 + 253i+ 125

9. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 129, 131, 133, . . . , 169

คือ −i2 + 253i+ 126

10. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 170, 172, 174, . . . , 250

คือ −i2 + 256i− 384

11. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| เมื่อ i เป็นจำนวนคี่่ ÿำĀรับ i = 171, 173, 175, . . . , 251

คือ −i2 + 256i− 383

12. |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| ÿำĀรับ i = 252 คือ 624

จากทฤþฎีบทประกอบ 2.16 จะได้ว่า ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 เซต Ai
8 คือ {(i, j, k)|j =

3, 4, 5, . . . ,min{252, 254 − i} และ 255 − j ≤ k ≤ 252}, |Ai
8| ÿำĀรับ i = 1 คือ 31375 และ

|Ai
8| ÿำĀรับ i = 2, 3, 4, . . . , 252 คือ (252−i)(253−i)

2

และจากทฤþฎีบทประกอบ 2.29 จะได้ว่า

1. ÿำĀรับ i = 1 เซตAi
8∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6∪Ai

7) คือ {(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 252}∪

{(i, j, i + j)|j = 127, 128, 129, . . . , 251} ∪ {(i, j, j − i)|j = 128, 129, 130, . . . , 252} และ

|Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = 378

2. ÿำĀรับ i = 2 เซตAi
8∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6∪Ai

7) คือ {(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 252}∪

{(i, j, i + j)|j = 127, 128.129 . . . , 250} ∪ {(i, j, j − i)|j = 129, 130, 131, . . . , 252} และ

|Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = 373
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3. ÿำĀรับ i = 3 เซต Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7) คือ {(i, i, k)} ∪ {(i, j, j)|j =

128, 129, 130, . . . , 251} ∪ {(i, j, i + j)|j = 126, 127, 128, . . . , 249} ∪ {(i, j, j − i)|j =

129, 130, 131, . . . , 251} ∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5 . . . , 251 และ k = 252} และ |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪

Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = 619

4. ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84 เซต Ai
8∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6∪Ai

7) คือ {(i, i, k)|255−i ≤

k ≤ 252} ∪ {(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 254 − i} ∪ {(i, j, i + j)|j = 256−i
2 , . . . , 252 −

i} ∪ {(i, j, j − i)|j = 256+i
2 , . . . , 254 − i} ∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i − 1 และ 255 − j ≤

k ≤ 252} ∪ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ 255 − i ≤ k ≤ 252} และ

|Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = −3i2+505i−252
2

5. ÿำĀรับ i = 5, 7, 9, . . . , 83 เซต Ai
8∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6∪Ai

7) คือ {(i, i, k)|255−i ≤

k ≤ 252} ∪ {(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 254 − i} ∪ {(i, j, i + j)|j = 255−i
2 , . . . , 252 −

i} ∪ {(i, j, j − i)|j = 255+i
2 , . . . , 254 − i} ∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i − 1 และ 255 − j ≤

k ≤ 252} ∪ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i + 2 . . . , 254 − i และ 255 − i ≤ k ≤ 252} และ

|Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = −3i2+505i−250
2

6. ÿำĀรับ i = 85, 87, 89, . . . , 125 เซต Ai
8∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6∪Ai

7) คือ {(i, i, k)|255−

i ≤ k ≤ 252}∪{(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 254−i}∪{(i, j, i+j)|j = 255−i
2 , . . . , 252−

i} ∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i − 1 และ 255 − j ≤ k ≤ 252} ∪ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i +

2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252} และ |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6 ∪Ai

7)| =
−3i2+511i−760

2

7. ÿำĀรับ i = 86, 88, 90, . . . , 126 เซต Ai
8∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6∪Ai

7) คือ {(i, i, k)|255−

i ≤ k ≤ 252}∪{(i, j, j)|j = 128, 129, 130, . . . , 254−i}∪{(i, j, i+j)|j = 256−i
2 , . . . , 252−

i} ∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , i − 1 และ 255 − j ≤ k ≤ 252} ∪ {(i, j, k)|j = i, i + 1, i +

2 . . . , 254− i และ 255− i ≤ k ≤ 252} และ |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6 ∪Ai

7)| =
−3i2+511i−760

2

8. ÿำĀรับ i = 127 เซต Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7) คือ {(i, i, k)|128 ≤ k ≤

252}∪ {(i, j, i+ j)|j = 64, 65, 66, . . . , 125}∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , 126 และ 255− j ≤

k ≤ 252}∪{(i, 127, k)|128 ≤ k ≤ 252} และ |Ai
8∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6∪Ai

7)| = 7875
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9. ÿำĀรับ i = 128, 130, 132, . . . , 248 เซต Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7) คือ

{(i, j, i+ j)|j = 256−i
2 , . . . , 252− i}∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , 254− i และ 255− j ≤ k ≤

252} และ |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| =
(252−i)(253−i)

2

10. ÿำĀรับ i = 129, 131, 133, . . . , 249 เซต Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7) คือ

{(i, j, i+ j)|j = 255−i
2 , . . . , 252− i}∪ {(i, j, k)|j = 3, 4, 5, . . . , 254− i และ 255− j ≤ k ≤

252} และ |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| =
(252−i)(253−i)

2

11. ÿำĀรับ i = 250, 251 เซต Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7) คือ {(i, j, k)|j =

3, 4, 5, . . . , 254−i และ 255−j ≤ k ≤ 252} และ |Ai
8∩(Ai

1∪Ai
2∪Ai

3∪Ai
4∪Ai

5∪Ai
6∪Ai

7)| =
(252−i)(253−i)

2

12. ÿำĀรับ i = 252 เซต Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪Ai

3 ∪Ai
4 ∪Ai

5 ∪Ai
6 ∪Ai

7) คือ ∅ และ |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪Ai
2 ∪

Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7)| = 0

กรณีที่ 1 ÿำĀรับ i = 1 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪Ai

2 ∪Ai
3 ∪Ai

4 ∪Ai
5 ∪Ai

6 ∪Ai
7| = 1254,

|Ai
8| = 31375 และ |Ai

8 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7)| = 378

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|+ |Ai

8|− |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)|

= 1254 + 31375− 378

= 32251

กรณีที่ 2 ÿำĀรับ i = 2 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪Ai

2 ∪Ai
3 ∪Ai

4 ∪Ai
5 ∪Ai

6 ∪Ai
7| = 1252,

|Ai
8| =

(252−2)(253−2)
2 = 31375 และ |Ai

8 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7)| = 373

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|+ |Ai

8|− |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)|

= 1252 + 31375− 373

= 32254

กรณีที่ 3 ÿำĀรับ i = 3 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| =

−(3)2 + 251(3) + 755 = 1499, |Ai
8| =

(252−3)(253−3)
2 = 31125 และ |Ai

8 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪
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Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7)| = 619

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|+ |Ai

8|− |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)|

= 1499 + 31125− 619

= 32005

กรณีที่ 4 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 4, 6, 8, . . . , 84 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7| = −i2 + 251i+ 754, |Ai
8| =

(252−i)(253−i)
2 และ |Ai

8 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪

Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7)| = −3i2+505i−252

2

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|+ |Ai

8|− |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)|

= −i2 + 251i+ 754 + (252−i)(253−i)
2 − (−3i2+505i−252

2 )

= i2 − 254i+ 32758

กรณีที่ 5 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 5, 7, 9, . . . , 83 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7| = −i2 + 251i+ 755, |Ai
8| =

(252−i)(253−i)
2 และ |Ai

8 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪

Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7)| = −3i2+505i−250

2

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|+ |Ai

8|− |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)|

= −i2 + 251i+ 755 + (252−i)(253−i)
2 − (−3i2+505i−250

2 )

= i2 − 254i+ 32758

กรณีที่ 6 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 85, 87, 89, . . . , 125 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪Ai

2 ∪

Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| = −i2 + 251i+ 797, |Ai

8| =
(252−i)(253−i)

2 และ |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = −3i2+511i−760
2

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|+ |Ai

8|− |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)|
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= −i2 + 251i+ 797 + (252−i)(253−i)
2 − (−3i2+511i−760

2 )

= i2 − 257i+ 33055

กรณีที่ 7 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 86, 88, 90, . . . , 126 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪Ai

2 ∪

Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| = −i2 + 251i+ 796, |Ai

8| =
(252−i)(253−i)

2 และ |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3 ∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)| = −3i2+511i−760
2

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|+ |Ai

8|− |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)|

= −i2 + 251i+ 796 + (252−i)(253−i)
2 − (−3i2+511i−760

2 )

= i2 − 257i+ 33054

กรณีที่ 8 ÿำĀรับ i = 127 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪Ai

4∪Ai
5∪Ai

6∪Ai
7| = 16379,

|Ai
8| =

(252−127)(253−127)
2 = 7875 และ |Ai

8 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7)| = 7875

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|+ |Ai

8|− |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)|

= 16379 + 7875− 7875

= 16379

ดังนั้น |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8| ÿำĀรับ i = 127 คือ 16379

กรณีที่ 9 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 128, 130, 132, . . . , 168 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪

Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7| = −i2 + 253i+ 125, |Ai
8| =

(252−i)(253−i)
2 และ |Ai

8 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪

Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7)| =

(252−i)(253−i)
2

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|+ |Ai

8|− |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)|

= −i2 + 253i+ 125 + (252−i)(253−i)
2 − ( (252−i)(253−i)

2 )

= −i2 + 253i+ 125

กรณีที่ 10 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 129, 131, 133, . . . , 169 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪

Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7| = −i2 + 253i+ 126, |Ai
8| =

(252−i)(253−i)
2 และ |Ai

8 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪
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Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7)| =

(252−i)(253−i)
2

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|+ |Ai

8|− |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)|

= −i2 + 253i+ 126 + (252−i)(253−i)
2 − ( (252−i)(253−i)

2 )

= −i2 + 253i+ 126

กรณีที่ 11 เมื่อ i เป็นจำนวนคู่ ÿำĀรับ i = 170, 172, 174, . . . , 248 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪

Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7| = −i2 + 256i− 384, |Ai
8| =

(252−i)(253−i)
2 และ |Ai

8 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪

Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7)| =

(252−i)(253−i)
2

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|+ |Ai

8|− |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)|

= −i2 + 256i− 384 + (252−i)(253−i)
2 − ( (252−i)(253−i)

2 )

= −i2 + 256i− 384

กรณีที่ 12 เมื่อ i เป็นจำนวนคี่ ÿำĀรับ i = 171, 173, 175, . . . , 249 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪

Ai
2 ∪ Ai

3 ∪ Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7| = −i2 + 256i− 383, |Ai
8| =

(252−i)(253−i)
2 และ |Ai

8 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪

Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7)| =

(252−i)(253−i)
2

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|+ |Ai

8|− |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)|

= −i2 + 256i− 383 + (252−i)(253−i)
2 − ( (252−i)(253−i)

2 )

= −i2 + 256i− 383

กรณีที่ 13 ÿำĀรับ i = 250 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| =

−(250)2+256(250)− 384 = 1116, |Ai
8| =

(252−250)(253−250)
2 = 3 และ |Ai

8∩ (Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪Ai

4∪

Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7)| =

(252−250)(253−250)
2 = 3

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|+ |Ai

8|− |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)|
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= 1116 + 3− 3

= 1116

กรณีที่ 14 ÿำĀรับ i = 251 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7| =

−(251)2 + 256(251)− 383 = 872, |Ai
8| =

(252−251)(253−251)
2 = 1 และ |Ai

8 ∩ (Ai
1 ∪Ai

2 ∪Ai
3 ∪Ai

4 ∪

Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7)| =

(252−251)(253−251)
2 = 1

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|+ |Ai

8|− |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)|

= 872 + 1− 1

= 872

กรณีที่ 15 ÿำĀรับ i = 252 ใช้ทฤþฎีบท 1.5 โดย |Ai
1∪Ai

2∪Ai
3∪Ai

4∪Ai
5∪Ai

6∪Ai
7| = 624,

|Ai
8| =

(252−252)(253−252)
2 = 0 และ |Ai

8 ∩ (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7)| = 0

จะได้ว่า |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8|

= |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7|+ |Ai

8|− |Ai
8 ∩ (Ai

1 ∪ Ai
2 ∪ Ai

3∪

Ai
4 ∪ Ai

5 ∪ Ai
6 ∪ Ai

7)|

= 624 + 0− 0

= 624

บทแทรก 2.31 : ÿำĀรับวงกลม 3 วง x, y และ z และ Rx = i ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252 มีเซตของชุดÿี

(Rx, Ry, Rz) จำนวน 8096508− |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8| ชุดÿี

บทพิสูจน์ จากทฤþฎีบทประกอบ 2.8 จะได้ว่า |𝒰i| = 8096508 ÿำĀรับ 1 ≤ i ≤ 252

Āาจำนวนเซตของชุดÿีที่ต้องการ ÿำĀรับ Rx = i

จะมีค่าเป็น |𝒰i − (Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8)|

= |𝒰i|− |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8|

= 8096508− |Ai
1 ∪ Ai

2 ∪ Ai
3 ∪ Ai

4 ∪ Ai
5 ∪ Ai

6 ∪ Ai
7 ∪ Ai

8|
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บทที่ 3

สรุปผลการศึกษา (Conclusion)

จากการýึกþาเพื่อĀาจำนüนการใĀ้ÿีüงกลม 2 üงที่ตัดกัน และüงกลม 3 üงที่ตัดกันซึ่งทำใĀ้ทุก

บริเüณมีÿีต่างกัน จะพิจารณาแม่ÿีเดียüที่มีค่าคüามÿü่างตั้งแต่ 0 ถึง 255 โดยค่าคüามÿü่างÿีของพื้นที่üงกลม

ที่ซ้อนทับกันคือคüามÿü่างÿีของüงกลม 2 üงรüมกัน จะĀาจำนüนÿมาชิกของเซตของชุดÿีที่ไม่ÿอดคล้อง

กับเงื่อนไข โดยใช้Āลักการเพิ่มเข้าตัดออกแล้üนำมาลบออกจากเอกภพÿัมพัทธ์ ซึ่งจะได้ผลการýึกþาÿำĀรับ

üงกลม 2 üง x และ y มีชุดÿี (Rx, Ry) จำนüน 64262 ชุดÿี และผลการýึกþาÿำĀรับüงกลม 3 üง x, y และ

z มีจำนüนเซตของชุดÿี ÿำĀรับ Rx = i แต่ละค่าดังบทแทรก 2.31 และ ทฤþฎีบทประกอบ 2.30
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