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กิตติกรรมประกาý

งานค้นคü้าอิÿระฉบับนี้เป็นÿ่üนĀนึ่งของการýึกþาในกระบüนüิชาการค้นคü้าอิÿระ (206499) ตามĀลักÿูตร
ปริญญาüิทยาýาÿตรบัณฑิต ÿาขาคณิตýาÿตร์ คณะüิทยาýาÿตร์ มĀาüิทยาลัยเชียงใĀม่ โดยมีüัตถุประÿงค์
เพื่อใĀ้นักýึกþาได้ýึกþาค้นคü้าประยุกต์ใช้ทฤþฎีและแนüคิดทางคณิตýาÿตร์ในการทําการค้นคü้าอิÿระ
ซึ่งผู้ค้นคü้าได้ýึกþาในเรื่อง การเติมรูปทรงรูปตัü L แบบใĀม่ÿำĀรับ de Bruijn อาเรย์

ผู้ค้นคü้าขอขอบพระคุณ ประธานกรรมการÿอบและในฐานะอาจารย์ที่ปรึกþางานค้นคü้าอิÿระ ที่
อนุเคราะĀ์ทั้งแรงกาย แรงใจ ÿละเüลาอันมีค่าใĀ้คําปรึกþา คําแนะนํา คําอธิบายในÿ่üนที่ผู้ค้นคü้าไม่เข้าใจ
ใĀ้คüามรู้และคําแนะนําที่เกี่ยüข้องกับการทํางานค้นคü้าอิÿระ การนําเÿนอและรูปเล่มรายงานตลอดจน
ตรüจÿอบคüามÿมบูรณ์ถูกต้องการค้นคü้าอิÿระนี้จนประÿบคüามÿําเร็จตามüัตถุประÿงค์ทุกประการ

ขอขอบพระคุณ อาจารย์กรรมการÿอบงานค้นคü้าอิÿระที่ได้ÿละเüลาอันมีค่าใĀ้ข้อเÿนอแนะ พิจารณา
และตรüจÿอบคüามถูกต้องเĀมาะÿม รüมถึงใĀ้คําแนะนําที่เป็นประโยชน์ต่อการปรับปรุงแก้ไขงานค้นคü้า
อิÿระฉบับนี้ใĀ้ÿําเร็จลุล่üงด้üยดี

ทั้งนี้ขอกราบขอบพระคุณ บิดา มารดา ผู้มีพระคุณ ที่ใĀ้กําลังใจ กําลังÿติปัญญาอย่างÿม่ำเÿมอตลอด
การทำงานตั้งแต่เริ่มต้นจนÿําเร็จลุล่üงตามüัตถุประÿงค์

ขอขอบคุณคณาจารย์ภาคüิชาคณิตýาÿตร์ที่ได้กรุณาอบรมÿั่งÿอนüิชาคüามรู้ทั้งในและนอกตําราใĀ้
แก่ผู้ค้นคü้าอันเป็นประโยชน์และÿามารถนํามาประยุกต์ใช้ในการýึกþาค้นคü้าอิÿระในครั้งนี้

ขอขอบคุณเพื่อน พี่ น้อง ภาคüิชาคณิตýาÿตร์ตลอดจนผู้มีÿ่üนเกี่ยüข้องทุกท่านที่มิได้กล่าüถึงที่ใĀ้กํา
ลังใจ ใĀ้คüามรู้ใĀ้การช่üยเĀลือ เป็นผลใĀ้งานค้นคü้าอิÿระนี้ออกมาเป็นไปตามรูปแบบและüัตถุประÿงค์
ทุกประการ

นางÿาüÿุภาภรณ์ ใครĀอม
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บทคัดย่อ

การค้นคü้าอิÿระนี้ได้แรงบันดาลใจจากการýึกþาบทคüามของ Lara Pudwell และ Rachel Rockey
เรื่อง de Bruijn Arrays for L-Fillings ซึ่งในบทคüามนั้นผู้แต่งได้ÿร้าง k-de Bruijn L-Arrays โดยใช้
ฟังก์ชันการเติม f(r, c) = s + re (mod k) ซึ่งÿอดคล้องกับÿมการ c = sk + e ÿําĀรับการค้นคü้า
อิÿระนี้เป็นการýึกþาüิธีการเติมแบบใĀม่ÿำĀรับ k-de Bruijn L-Arrays ที่มีนอกเĀนือจากบทคüามของ
Lara Pudwell และ Rachel Rockey มากไปกü่านั้นเราได้ตรüจÿอบคุณÿมบัติเชิงกรุปของการเลื่อนของ
ฟังก์ชันการเติมแบบใĀม่

Abstract

This independent study is motivated by the paper of Lara Pudwell and Rachel Rockey
entitled “de Bruijn Arrays for L-Fillings”. In that paper, the authors construct k-de Bruijn L-
Arrays by using the filling function f(r, c) = s+ re (mod k), corresponding to the equation
c = sk + e. In this work, we find new fillings, in addition to Lara Pudwell and Rachel
Rockey work, for k-de Bruijn L-Arrays. In addition, we investigate group properties of the
shift functions of the new fillings.
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บทที่ 1

บทนำ (Introduction)

ถ้าĀากเราพิจารณาลำดับ 00010111 แล้üĀยิบค่าของลำดับทีละÿามค่าที่ติดกัน จะได้ลำดับเลขฐานÿอง
ที่มีคüามยาüเท่ากับ 3 ทั้งĀมด 8 รูปแบบ คือ 000, 001, 010, 101, 011, 111, 110 และ 100 (เราจะถือü่า
จุดÿิ้นÿุดของลำดับนั้นติดอยู่กับจุดเริ่มต้นของลำดับ) ลำดับเช่นนี้เรียกü่า ลำดับ de Bruijn ซึ่งโดยทั่üไป
เราอาจจะต้องการÿร้างลำดับที่เกิดจากเลขโดด {0, 1, 2, . . . , k − 1} ที่ประกอบด้üยลำดับย่อยคüามยาü
n ทั้งĀมดที่แตกต่างกัน โดยลำดับย่อยแต่ละตัüปรากฎเพียงĀนึ่งครั้ง และเราจะเรียกลำดับดังกล่าüนี้ü่า
ลำดับ (k, n)-de Bruijn

ลำดับ de Bruijn ได้รับการýึกþาอย่างกü้างขüางและถูกนำไปประยุกต์ใช้งานในด้านต่างๆ ตั้งแต่การ
พัฒนาĀุ่นยนต์ไปจนถึงกลüิธีการเล่นไพ่ ÿำĀรับการประยุกต์ใช้งาน ลำดับ de Bruijn ÿามารถýึกþาเพิ่ม
เติมจากผลงานตีพิมพ์ของ Diaconis และ Graham [2] มากไปกü่านั้นในบทคüาม [1] และ [3] ได้มีการ
พิÿูจน์ü่าจะมีลำดับ (k, n)-de Bruijn เÿมอ ÿำĀรับทุก k ≥ 2 และ n ≥ 2 และจะมีลำดับ de Bruijn ที่
แตกต่างกันทั้งĀมดจำนüน (k!)k

n−1
/kn ลำดับ

เมื่อไม่นานมานี้ นักคณิตýาÿตร์ได้ขยายแนüคิดของลำดับ (k, n)-de Bruijn ไปยัง 2 มิติ ถ้า k ≥ 2

และm,n ∈ Z+ แล้üจะมีรูปÿี่เĀลี่ยมขนาดm×n ทั้งĀมด kmn รูปแบบที่แตกต่างกัน ÿำĀรับ r, s ∈ Z+

(k, r, s,m, n)-de Bruijn torus คืออาเรย์ r × s ที่บรรจุรูปแบบที่แตกต่างกันเĀล่านี้ทั้งĀมด โดยแต่ละ
รูปแบบปรากฎเพียงĀนึ่งครั้ง (ในที่นี้ ด้านซ้ายของอาเรย์ติดกับด้านขüาและด้านบนของอาเรย์ติดกับด้าน
ล่าง) จากเงื่อนไขดังกล่าüทำใĀ้ได้ü่า rs = kmn จะต้องเป็นจริง ในบทคüาม [4] Hurlbert และ Isaak ได้
พิÿูจน์ü่าจะมี (k, r, s,m, n)-de Bruijn torus เÿมอเมื่อ r = s,m = n และ rs = kmn ตารางต่อไปนี้
เป็นตัüอย่างของ (2, 4, 4, 2, 2)-de Bruijn torus

0 0 1 0
1 1 1 0
0 1 1 1
0 1 0 0

Table 1.1: (2, 4, 4, 2, 2)-de Bruijn torus

ในบทคüาม [5] Lara Pudwell และ Rachel Rockey ที่ได้ทำการýึกþาโดยที่จะพิจารณารูปทรงตัü
L ที่เป็น อาเรย์ 2 × 2 ที่ลบมุมขüาบนออก เนื่องจากรูปทรงตัü L นั้นมีทั้งĀมด 3 ช่อง จึงมีรูปทรงตัü L
ทั้งĀมด k3 รูปแบบที่แตกต่างกัน เมื่อเติมด้üยตัüเลข {0, . . . , k− 1} เช่น ถ้า k = 2 จะได้รูปทรงรูปตัü L
ที่แตกต่างกันทั้งĀมด 23 = 8 รูปแบบ ดังแÿดงในตารางที่ 1.2 ในที่นี้ต้องการĀาอาเรย์ขนาด k×k2 (โดยที่
ด้านซ้ายติดกับด้านขüาและด้านบนติดกับด้านล่าง) ที่บรรจุรูปทรงรูปตัü L ที่แตกต่างกันทั้งĀมด k3 รูป
แบบ โดยที่แต่ละรูปแบบปรากฎเพียงครั้งเดียü จะเรียกอาเรย์ดังกล่าüü่า k-de Bruijn L-array ซึ่งตัüอย่าง
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ของ 2-de Bruijn L-array แÿดงในตารางที่ 1.3

0
0 0

0
0 1

0
1 0

0
1 1

1
0 0

1
0 1

1
1 0

1
1 1

Table 1.2: การเติม 23 ที่เป็นไปได้ทั้งĀมด

0 0 1 0
0 1 1 1

Table 1.3: 2-de Bruijn L-array

ในการค้นคü้าอิÿระนี้ เราได้แรงบันดาลใจจากการýึกþาบทคüามของ Lara Pudwell และ Rachel
Rockey ที่ได้ÿร้าง k-de Bruijn L-Arrays โดยใช้ฟังก์ชันการเติม f(r, c) = s+re (mod k) ซึ่งÿอดคล้อง
กับÿมการ c = sk + e ÿําĀรับการค้นคü้าอิÿระนี้เป็นการýึกþาüิธีการเติมแบบใĀม่ÿำĀรับ k-de Bruijn
L-Arrays ที่มีนอกเĀนือจากบทคüามของ Lara Pudwell และ Rachel Rockey มากไปกü่านั้นเราจะตรüจ
ÿอบคุณÿมบัติเชิงกรุปของการเลื่อนของฟังก์ชันการเติมแบบใĀม่

üัตถุประÿงค์ของการค้นคü้าอิÿระ (objectives)

1. เพื่อýึกþาüิธีการเติมแบบใĀม่ÿำĀรับ k-de Bruijn L-Arrays

2. เพื่อýึกþาÿมบัติเชิงกรุปของการเลื่อนของฟังก์ชันการเติมแบบใĀม่

ขอบเขตของการค้นคü้าอิÿระ

เราจะýึกþาอาเรย์ขนาด 2× 2 โดยใช้ฟังก์ชันการเติมดังต่อไปนี้

1. f(r, c) = s+ re (mod k)

2. g(r, c) = −(s+ re) (mod k)

3. h(r, c) = −s+ re (mod k)

4. j(r, c) = s− re (mod k)

โดยที่ r คือแถü c คือคอลัมน์ s คือตารางย่อย และ e คือĀลักในตารางย่อยของอาเรย์ซึ่งÿอดคล้องกับ
ÿมการ

c = sk + e

มากไปกü่านั้นเราจะýึกþาÿมบัติเชิงกรุปของการเลื่อนของฟังก์ชันการเติมข้างต้น
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üิธีการดำเนินการค้นคü้าอิÿระ

1. ýึกþาการเติม k-de Bruijn L-Arrays โดยใช้ฟังก์ชัน f(r, c)

2. ýึกþาÿมบัติฟังก์ชัน g(r, c), h(r, c), j(r, c) และการเลื่อนของฟังก์ชันเĀล่านี้

3. พิÿูจน์ü่าฟังก์ชัน g(r, c), h(r, c), j(r, c) เป็นการเติมแบบใĀม่ พร้อมยกตัüอย่างประกอบ

4. ýึกþาÿมบัติเชิงกรุปของการเลื่อนของฟังก์ชัน f(r, c), g(r, c), h(r, c) และ j(r, c)

5. เขียนเล่ม และตรüจÿอบคüามถูกต้อง

ประโยชน์ที่คาดü่าจะได้รับจากการค้นคü้าอิÿระ (expected benefits and application)

1. ได้üิธีการใĀม่ÿำĀรับการเติม k-de Bruijn L-Arrays

2. มีคüามเข้าใจเกี่ยüกับÿมบัติเชิงกรุปของการเลื่อนของฟังก์ชันการเติมแบบใĀม่ที่ได้ýึกþา



บทที่ 2

คüามรู้พื้นฐาน (Preliminaries)

2.1 ลำดับ de Bruijn

บทนิยาม 2.1.1 พิจารณาลำดับที่เกิดจากเลขโดด {0, 1, 2, . . . , k − 1} ที่ประกอบด้üยลำดับย่อยคüาม
ยาü n ทั้งĀมดที่แตกต่างกัน (เราจะถือü่าจุดÿิ้นÿุดของลำดับนั้นติดอยู่กับจุดเริ่มต้นของลำดับ) โดยที่ลำดับ
ย่อยแต่ละตัüปรากฎเพียงĀนึ่งครั้ง เราจะเรียกลำดับดังกล่าüนี้ü่า ลำดับ (k, n)-de Bruijn

ตัüอย่าง 2.1.1 พิจารณาลำดับ 00010111 เราจะได้ลำดับเลขฐาน 2 ที่มีคüามยาüเท่ากับ 3 ทั้งĀมด 8 รูป
แบบ คือ 000, 001, 010, 101, 011, 111, 110 และ 100

2.2 การÿมภาค

บทนิยาม 2.2.1 กำĀนดใĀ้ m เป็นจำนüนเต็มบüก ÿำĀรับ a, b ∈ Z จะกล่าüü่า a ÿมภาคกับ b มอ
ดุโล m (a is congruent to b modulo m) เขียนแทนด้üย a ≡ b (mod m) ถ้า m | (a − b) นั่นคือ
a− b = nk ÿำĀรับบาง k ∈ Z ในกรณีที่ a ไม่ÿมภาคกับ b มอดุโล m เขียนแทนด้üย a ̸≡ b (mod m)

ทฤþฎีบท 2.2.1 ถ้า a และ b เป็นจำนüนเต็มใดๆ จะได้ü่า a ≡ b (mod m) ก็ต่อเมื่อมีจำนüนเต็ม k ที่
ทำใĀ้ a = b+ km

ทฤþฎีบท 2.2.2 ถ้า a และ b เป็นจำนüนเต็มใดๆ แล้ü a ≡ b (mod m) ก็ต่อเมื่อ a และ b ถูกĀารด้üย
m แล้üเĀลือเýþเท่ากัน

ทฤþฎีบท 2.2.3 กำĀนดใĀ้ m เป็นจำนüนเต็มและ m > 1 ÿำĀรับทุก a, b, c, d ∈ Z ได้ü่า
(1) a ≡ a (mod m)

(2) ถ้า a ≡ b (mod m) แล้ü b ≡ a (mod m)

(3) ถ้า a ≡ b (mod m) และ b ≡ c (mod m) แล้ü a ≡ c (mod m)

(4) ถ้า a ≡ b (mod m) และ c ≡ d (mod m) แล้ü a+ c ≡ b+ d (mod m)

(5) ถ้า a ≡ b (mod m) และ c ≡ d (mod m) แล้ü ac ≡ bd (mod m)

(6) ถ้า a ≡ b (mod m) แล้ü a+ c ≡ b+ c (mod m)

(7) ถ้า a ≡ b (mod m) แล้ü ac ≡ bc (mod m)

(8) ถ้า a ≡ b (mod m) แล้ü ak ≡ bk (mod m) ÿำĀรับทุก k ∈ N
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2.3 กรุป

บทนิยาม 2.3.1 กรุป (Group) ĀมายถึงเซตG กับการดำเนินการทüิภาค ∗ เขียนแทนด้üยคู่อันดับ (G, ∗)
ที่มีÿมบัติ 3 ข้อต่อไปนี้

1. ÿมบัติการเปลี่ยนกลุ่ม กล่าüคือ a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c ÿำĀรับทุกๆ a, b, c ∈ G

2. การมีเอกลักþณ์ กล่าüคือ มี e ∈ G ซึ่ง a ∗ e = a = e ∗ a ÿำĀรับทุกๆ a ∈ G จะเรียก e

ü่าเอกลักþณ์ใน G

3. การมีตัüผกผัน กล่าüคือ ทุกๆ a ∈ G จะมี b ∈ G ซึ่ง a ∗ b = e = b ∗ a จะเรียก b ü่าตัü
ผกผันของ a เขียนแทนด้üย a−1

ตัüอย่าง 2.3.1 พิจารณา (Z4,+) เป็นกรุปĀรือไม่ ดังตารางต่อไปนี้

+ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄

0̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄

1̄ 1̄ 2̄ 3̄ 0̄

2̄ 2̄ 3̄ 0̄ 1̄

3̄ 3̄ 0̄ 1̄ 2̄

จากตารางจะได้ü่า (Z4,+) เป็นกรุป นั่นคือ (Z4,+) มีÿมบัติการเปลี่ยนกลุ่ม ที่มี 0 เป็นÿมาชิก
เอกลักþณ์ มี [0]−1 = [0], [1]−1 = [3], [2]−1 = [2] และ [3]−1 = [1]

บทนิยาม 2.3.2 ใĀ้ (G, ∗) เป็นกรุป จะเรียกจำนüนÿมาชิกทั้งĀมดของ G ü่า อันดับ (order) ของ G

และเขียนแทนด้üย |G| ถ้า G เป็นเซตจำกัด จะเรียก (G, ∗) ü่า กรุปจำกัด (finite group) และถ้า G

เป็นเซตอนันต์ จะเรียก (G, ∗) ü่า กรุปอนันต์ (infinite group)

บทนิยาม 2.3.3 ใĀ้ G เป็นกรุป และ a ∈ G กำĀนดอันดับ (order) ของ a คือจำนüนเต็มบüก n ที่เล็ก
ที่ÿุดที่ทำใĀ้ an = e Āากไม่มีจำนüนเต็มดังกล่าü จะเรียกü่า a มีอันดับอนันต์(infinite order) และใช้
ÿัญลักþณ์ |a| แทนอันดับของ a

ตัüอย่าง 2.3.2 จากตัüอย่าง 2.3.1 จะเĀ็นü่า |[0]| = 1, |[1]| = 4, |[2]| = 2 และ |[3]| = 4

ทฤþฎีบท 2.3.1 ใĀ้ G เป็นกรุป และ a ∈ G จะได้ü่า S =
{
x ∈ G| x = ak, ∃k ∈ Z

}
เป็นกรุปย่อยที่

เล็กที่ÿุดของ G ที่บรรจุ a

บทนิยาม 2.3.4 ใĀ้ G เป็นกรุป และ a ∈ G จะเรียก S =
{
x ∈ G| x = ak, ∃k ∈ Z

}
ซึ่งเป็นกรุปย่อย

ของ G ในทฤþฎีบท 2.3.1 ü่า กรุปย่อยüัฏจักร(cyclic subgroup) ของ G ที่มี a เป็นตัüก่อกำเนิด
(generator) และเขียนแทนกรุปย่อย S ดังกล่าüด้üย ⟨a⟩ นั่นคือ

⟨a⟩ =
{
x ∈ G| x = ak, ∃k ∈ Z

}
และ ⟨a⟩ เป็นกรุปย่อยของ G

บทนิยาม 2.3.5 ใĀ้ G เป็นกรุป จะเรียกü่า G เป็นกรุปüัฏจักร (cyclic group) ก็ต่อเมื่อ มี a ∈ G ซึ่ง
G = ⟨a⟩ =

{
x ∈ G| x = ak, ∃k ∈ Z

}

ตัüอย่าง 2.3.3 จากตัüอย่าง 2.3.1 เป็นกรุปüัฏจักรที่มี 1 และ −1 เป็นตัüก่อกำเนิด



บทที่ 3

ผลการýึกþา (Main Results)

ในการค้นคü้าอิÿระครั้งนี้ผู้ค้นคü้าได้ทำการýึกþาüิธีการเติมแบบใĀม่ÿำĀรับ k-de Bruijn L-array ที่มี
นอกเĀนือจากการเติมด้üยฟังก์ชัน f(r, c) = s + re (mod k) พร้อมทั้งพิÿูจน์และยกตัüอย่างประกอบ
อีกทั้งýึกþาÿมบัติเชิงกรุปของการเลื่อนของฟังก์ชันการเติมที่ได้ทำการýึกþา ดังต่อไปนี้

3.1 ฟังก์ชันการเติม

3.1.1 ฟังก์ชันการเติม g

ใĀ้ k ≥ 2 พิจารณาอาเรย์ขนาด k × k2 กำĀนดดัชนีแถü r และดัชนีĀลัก c ดังนี้ r =

0, 1, 2, . . . , k − 1 และ c = 0, 1, 2, . . . , k2 − 1 โดยที่

c = sk + e

เมื่อ 0 ≤ s ≤ k − 1 และ 0 ≤ e ≤ k − 1 ต่อไปจะนิยามฟังก์ชันการเติม g โดยที่

g(r, c) = −(s+ re) (mod k) (3.1)

Āมายถึง เýþที่เĀลือเมื่อĀาร −(s + re) ด้üย k ตัüอย่างเช่น ÿมมติü่า k = 4 และเราต้องการคำนüณ
g(2, 13) เนื่องจาก 13 = 3 · 4+ 1 เราจึงได้ r = 2, c = 13, s = 3, e = 1และ g(2, 13) = −(3+ 2 · 1)
(mod 4) = 3

ต่อไปจะเป็นตัüอย่างการเติม 2-de Bruijn L-array , 3-de Bruijn L-array และ 4-de Bruijn
L-array ที่เกิดจากÿมการ (3.1) ดังแÿดงในตารางที่ 3.1

0 0 1 1
0 1 1 0

0 0 0 2 2 2 1 1 1
0 2 1 2 1 0 1 0 2
0 1 2 2 0 1 1 2 0

0 0 0 0 3 3 3 3 2 2 2 2 1 1 1 1
0 3 2 1 3 2 1 0 2 1 0 3 1 0 3 2
0 2 0 2 3 1 3 1 2 0 2 0 1 3 1 3
0 1 2 3 3 0 1 2 2 3 0 1 1 2 3 0

Table 3.1: 2-de Bruijn L-array , 3-de Bruijn L-array และ 4-de Bruijn L-array
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ผลการýึกþาของฟังก์ชันการเติม g แÿดงได้ดังทฤþฎีบท 3.1.1

ทฤþฎีบท 3.1.1 โดยการเติมค่า g(r, c) ในแถüที่ r และĀลักที่ c ในอาเรย์ขนาด k × k2 จะทำใĀ้เกิด
k-de Bruijn L-array

พิÿูจน์ พิจารณาอาเรย์ที่มีขนาด k × k2 โดยที่ g(r, c) อยู่ในแถü r Āลัก c ในการพิÿูจน์ทฤþฎีบทนี้ เรา
ต้องแÿดงใĀ้เĀ็นü่าการเติมรูปตัü L ÿองรูปที่อยู่ในตำแĀน่งที่แตกต่างกันของอาเรย์นั้นแตกต่างกัน

ÿมมติใĀ้

a1

b1 d1
และ

a2

b2 d2

เป็นÿองรูปทรงตัü L ที่อยู่ในตำแĀน่งที่แตกต่างกัน เĀ็นได้ชัดü่า ถ้า a1 ̸= a2 Āรือ b1 ̸= b2 แล้üการเติม
เĀล่านี้จะแตกต่างกัน ดังนั้นจึงÿมมติü่า a1 = a2 = a และ b1 = b2 = b เราต้องแÿดงใĀ้เĀ็นü่า d1 ̸= d2

ÿมมติü่า a1 อยู่ในแถü r Āลัก c โดย c = sk + e และ a2 อยู่ในแถü R Āลัก C โดย C = Sk + E ต่อ
ไปจะแÿดงü่า e = E และ r ̸= R

ÿำĀรับการพิÿูจน์ e = E จาก c = sk + e และ C = Sk + E

พิจารณา a = a1 = g(r, c) = −(s+ re) (mod k)

b = b1 = g(r + 1, c) = −(s+ (r + 1)e) (mod k)

ดังนั้น a− b = [−(s+ re)] + [s+ (r + 1)e] (mod k)

≡ e (mod k) (3.2)

และ a = a2 = g(R,C) = −(S +RE) (mod k)

b = b2 = g(R + 1, C) = −(S + (R + 1)E) (mod k)

ดังนั้น a− b = [−(S +RE)] + [S + (R + 1)E] (mod k)

≡ E (mod k) (3.3)

จาก (3.2) และ (3.3) ดังนั้น e = E

ต่อไปจะแÿดงü่า r ̸= R โดยÿมมติใĀ้ r = R

พิจารณา a1 = a2

g(r, c) = g(R,C)

−(s+ re) ≡ −(S +RE) (mod k)

−(s+ re) ≡ −(S +Re) (mod k)

−(s+ re) ≡ −(S + re) (mod k)

−s ≡ −S (mod k)

s ≡ S (mod k)

ดังนั้น s = S เนื่องจาก 0 ≤ s ≤ k − 1 และ 0 ≤ S ≤ k − 1 ต่อไปจะพิÿูจน์ü่า c = C
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พิจารณา c = sk + e

= Sk + e

= Sk + E

= C

ดังนั้น c = C เกิดข้อขัดแย้ง เนื่องจากÿมมติฐานü่า การเติม L ในแต่ละครั้งต้องอยู่ในตำแĀน่งที่แตกต่าง
กัน เพราะฉะนั้น r ̸= R

ต่อไปนี้เราจะพิจารณาค่า e ÿองกรณี คือ e = k − 1 และ e ̸= k − 1 โดยที่เราจะต้องแÿดงใĀ้
เĀ็นü่า d1 ̸= d2

กรณีที่ e = k − 1 จะแÿดงü่า s ̸= S ÿมมติใĀ้ s = S

พิจารณา
a1 = g(r, c) = −(s+ re) (mod k) = −(s+ r(k − 1)) (mod k) (3.4)

a2 = g(R,C) = −(S +RE) (mod k) = −(S +R(k − 1)) (mod k) (3.5)

เนื่องจาก a1 = a2 จาก (3.4) และ (3.5) จะได้ü่า
−(s+ r(k − 1)) ≡ −(S +R(k − 1)) (mod k)

−(s+ r(k − 1)) ≡ −(s+R(k − 1)) (mod k)

−r ≡ −R (mod k)

r ≡ R (mod k)

เนื่องจาก r ≡ R (mod k) แÿดงü่า r = R ดังนั้นจึงเกิดข้อขัดแย้งกับ r ̸= R

จึงÿามารถÿรุปได้ü่า s ̸= S

จากนั้นเราจะพิจารณา d1 และ d2 จะได้ü่า d1 อยู่ในแถü r + 1 Āลัก c + 1 โดยที่ c + 1 =

k(s+ 1) + 0 และ d2 อยู่ในแถü R + 1 Āลัก C + 1 โดยที่ C + 1 = k(S + 1) + 0

พิจารณา

d1 = g(r + 1, c+ 1) = −(s+ 1 + (r + 1)(0)) (mod k)

= −(s+ 1) (mod k) (3.6)

d2 = g(R + 1, C + 1) = −(S + 1 + (R + 1)(0)) (mod k)

= −(S + 1) (mod k) (3.7)

จะพิÿูจน์ü่า d1 ̸= d2 ÿมมติใĀ้ d1 = d2 จาก (3.6) และ (3.7)

จะได้ −(s+ 1) ≡ −(S + 1) (mod k)

−s ≡ −S (mod k)

s ≡ S (mod k)

เนื่องจาก s ≡ S (mod k) แÿดงü่า s = S ดังนั้นจึงเกิดข้อขัดแย้งกับที่ü่า s ̸= S

ดังนั้น d1 ̸= d2
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กรณีที่ e ̸= k − 1

ÿมมติใĀ้ e ̸= k − 1 จะได้ü่า d1 อยู่ในแถü r + 1 Āลัก c+ 1 โดยที่ c+ 1 = sk + e+ 1 และ d2 อยู่ใน
แถü R + 1 Āลัก C + 1 โดยที่ C + 1 = Sk + E + 1

จาก g(r, c) = −(s+ re) (mod k) = a

จะได้ d1 = g(r + 1, c+ 1) = −(s+ (r + 1)(e+ 1)) (mod k)

≡ −(s+ re+ r + e+ 1) (mod k)

≡ a− (r + e+ 1) (mod k) (3.8)

d2 = g(R + 1, C + 1) = −(S + (R + 1)(e+ 1)) (mod k)

≡ −(S +Re+ r + e+ 1) (mod k)

≡ a− (R + e+ 1) (mod k) (3.9)

จะพิÿูจน์ü่า d1 ̸= d2 ÿมมติใĀ้ d1 = d2 จาก (3.8) และ (3.9)

จะได้ a− (r + e+ 1) ≡ a− (R + e+ 1) (mod k)

−r ≡ −R (mod k)

r ≡ R (mod k)

เนื่องจาก r ≡ R (mod k) แÿดงü่า r = R ดังนั้นจึงเกิดข้อขัดแย้งกับ r ̸= R

ดังนั้น d1 ̸= d2

3.1.2 ฟังก์ชันการเติม h

ใĀ้ k ≥ 2 พิจารณาอาเรย์ขนาด k × k2 กำĀนดดัชนีแถü r และดัชนีĀลัก c ดังนี้ r =

0, 1, 2, . . . , k − 1 และ c = 0, 1, 2, . . . , k2 − 1 โดยที่

c = sk + e

เมื่อ 0 ≤ s ≤ k − 1 และ 0 ≤ e ≤ k − 1 ต่อไปจะนิยามฟังก์ชันการเติม h โดยที่

h(r, c) = −s+ re (mod k) (3.10)

Āมายถึง เýþที่เĀลือเมื่อĀาร −s + re ด้üย k ตัüอย่างเช่น ÿมมติü่า k = 4 และเราต้องการคำนüณ
h(2, 13) เนื่องจาก 13 = 3 · 4 + 1 เราจึงได้ r = 2, c = 13, s = 3, e = 1และ h(2, 13) = −3 + 2 · 1
(mod 4) = 3

ต่อไปจะเป็นตัüอย่างการเติม 2-de Bruijn L-array , 3-de Bruijn L-array และ 4-de Bruijn
L-array ที่เกิดจากÿมการ (3.10) ดังแÿดงในตารางที่ 3.2
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0 0 1 1
0 1 1 0

0 0 0 2 2 2 1 1 1
0 1 2 2 0 1 1 2 0
0 2 1 2 1 0 1 0 2

0 0 0 0 3 3 3 3 2 2 2 2 1 1 1 1
0 1 2 3 3 0 1 2 2 3 0 1 1 2 3 0
0 2 0 2 3 1 3 1 2 0 2 0 1 3 1 3
0 3 2 1 3 2 1 0 2 1 0 3 1 0 3 2

Table 3.2: 2-de Bruijn L-array , 3-de Bruijn L-array และ 4-de Bruijn L-array

ผลการýึกþาของฟังก์ชันการเติม h แÿดงได้ดังทฤþฎีบท 3.1.2

ทฤþฎีบท 3.1.2 โดยการเติมค่า h(r, c) ในแถüที่ r และĀลักที่ c ในอาเรย์ขนาด k × k2 จะทำใĀ้เกิด
k-de Bruijn L-array

พิÿูจน์ พิจารณาอาเรย์ที่มีขนาด k × k2 โดยที่ h(r, c) อยู่ในแถü r Āลัก c ในการพิÿูจน์ทฤþฎีบทนี้ เรา
ต้องแÿดงใĀ้เĀ็นü่าการเติมรูปตัü L ÿองรูปที่อยู่ในตำแĀน่งที่แตกต่างกันของอาเรย์นั้นแตกต่างกัน

ÿมมติใĀ้

a1

b1 d1
และ

a2

b2 d2

เป็นÿองรูปทรงตัü L ที่อยู่ในตำแĀน่งที่แตกต่างกัน เĀ็นได้ชัดü่า ถ้า a1 ̸= a2 Āรือ b1 ̸= b2 แล้üการเติม
เĀล่านี้จะแตกต่างกัน ดังนั้นจึงÿมมติü่า a1 = a2 = a และ b1 = b2 = b เราต้องแÿดงใĀ้เĀ็นü่า d1 ̸= d2

ÿมมติü่า a1 อยู่ในแถü r Āลัก c โดย c = sk + e และ a2 อยู่ในแถü R Āลัก C โดย C = Sk + E ต่อ
ไปจะแÿดงü่า e = E และ r ̸= R

ÿำĀรับการพิÿูจน์ e = E จาก c = sk + e และ C = Sk + E

พิจารณา a = a1 = h(r, c) = −s+ re (mod k)

b = b1 = h(r + 1, c) = −s+ (r + 1)e (mod k)

ดังนั้น b− a = [−s+ (r + 1)e)]− [−s+ re] (mod k)

≡ e (mod k) (3.11)

และ a = a2 = h(R,C) = −S +RE (mod k)

b = b2 = h(R + 1, C) = −S + (R + 1)E (mod k)

ดังนั้น b− a = [−S + (R + 1)E)]− [−S +RE] (mod k)

≡ E (mod k) (3.12)

จาก (3.11) และ (3.12) ดังนั้น e = E
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ต่อไปจะแÿดงü่า r ̸= R โดยÿมมติใĀ้ r = R

พิจารณา a1 = a2

h(r, c) = h(R,C)

−s+ re ≡ −S +RE (mod k)

−s+ re ≡ −S +Re (mod k)

−s+ re ≡ −S + re (mod k)

−s ≡ −S (mod k)

s ≡ S (mod k)

ดังนั้น s = S เนื่องจาก 0 ≤ s ≤ k − 1 และ 0 ≤ S ≤ k − 1 ต่อไปจะพิÿูจน์ü่า c = C

พิจารณา c = sk + e

= Sk + e

= Sk + E

= C

ดังนั้น c = C เกิดข้อขัดแย้ง เนื่องจากÿมมติฐานü่า การเติม L ในแต่ละครั้งต้องอยู่ในตำแĀน่งที่แตกต่าง
กัน เพราะฉะนั้น r ̸= R

ต่อไปนี้เราจะพิจารณาค่า e ÿองกรณี คือ e = k − 1 และ e ̸= k − 1 โดยที่เราจะต้องแÿดงใĀ้
เĀ็นü่า d1 ̸= d2

กรณีที่ e = k − 1 จะแÿดงü่า s ̸= S ÿมมติใĀ้ s = S

พิจารณา
a1 = h(r, c) = −s+ re (mod k) = −s+ r(k − 1) (mod k) (3.13)

a2 = h(R,C) = −S +RE (mod k) = −S +R(k − 1) (mod k) (3.14)

เนื่องจาก a1 = a2 จาก (3.13) และ (3.14) จะได้ü่า
−s+ r(k − 1) ≡ −S +R(k − 1) (mod k)

−s+ r(k − 1) ≡ −s+R(k − 1) (mod k)

r ≡ R (mod k)

เนื่องจาก r ≡ R (mod k) แÿดงü่า r = R ดังนั้นจึงเกิดข้อขัดแย้งกับ r ̸= R

จึงÿามารถÿรุปได้ü่า s ̸= S

จากนั้นเราจะพิจารณา d1 และ d2 จะได้ü่า d1 อยู่ในแถü r + 1 Āลัก c + 1 โดยที่ c + 1 =

k(s+ 1) + 0 และ d2 อยู่ในแถü R + 1 Āลัก C + 1 โดยที่ C + 1 = k(S + 1) + 0
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พิจารณา
d1 = h(r + 1, c+ 1) = −(s+ 1) + (r + 1)(0)) (mod k)

= −(s+ 1) (mod k) (3.15)

d2 = h(R + 1, C + 1) = −(S + 1) + (R + 1)(0)) (mod k)

= −(S + 1) (mod k) (3.16)

จะพิÿูจน์ü่า d1 ̸= d2 ÿมมติใĀ้ d1 = d2 จาก (3.15) และ (3.16)

จะได้ −(s+ 1) ≡ −(S + 1) (mod k)

−s ≡ −S (mod k)

s ≡ S (mod k)

เนื่องจาก s ≡ S (mod k) แÿดงü่า s = S ดังนั้นจึงเกิดข้อขัดแย้งกับที่ü่า s ̸= S

ดังนั้น d1 ̸= d2

กรณีที่ e ̸= k − 1

ÿมมติใĀ้ e ̸= k − 1 จะได้ü่า d1 อยู่ในแถü r + 1 Āลัก c+ 1 โดยที่ c+ 1 = sk + e+ 1 และ d2 อยู่ใน
แถü R + 1 Āลัก C + 1 โดยที่ C + 1 = Sk + E + 1

จาก h(r, c) = −s+ re (mod k) = a

จะได้ d1 = h(r + 1, c+ 1) = −s+ (r + 1)(e+ 1) (mod k)

≡ −s+ re+ r + e+ 1 (mod k)

≡ a+ r + e+ 1 (mod k) (3.17)

d2 = h(R + 1, C + 1) = −S + (R + 1)(e+ 1) (mod k)

≡ −S +Re+ r + e+ 1 (mod k)

≡ a+R + e+ 1 (mod k) (3.18)

จะพิÿูจน์ü่า d1 ̸= d2 ÿมมติใĀ้ d1 = d2 จาก (3.17) และ (3.18)

จะได้ a+ r + e+ 1 ≡ a+R + e+ 1 (mod k)

r ≡ R (mod k)

เนื่องจาก r ≡ R (mod k) แÿดงü่า r = R ดังนั้นจึงเกิดข้อขัดแย้งกับ r ̸= R

ดังนั้น d1 ̸= d2
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3.1.3 ฟังก์ชันการเติม j

ใĀ้ k ≥ 2 พิจารณาอาเรย์ขนาด k × k2 กำĀนดดัชนีแถü r และดัชนีĀลัก c ดังนี้ r =

0, 1, 2, . . . , k − 1 และ c = 0, 1, 2, . . . , k2 − 1 โดยที่

c = sk + e

เมื่อ 0 ≤ s ≤ k − 1 และ 0 ≤ e ≤ k − 1 ต่อไปจะนิยามฟังก์ชันการเติม j โดยที่

j(r, c) = s− re (mod k) (3.19)

Āมายถึง เýþที่เĀลือเมื่อĀาร s−re ด้üย k ตัüอย่างเช่น ÿมมติü่า k = 4 และเราต้องการคำนüณ j(2, 13)

เนื่องจาก 13 = 3 ·4+1 เราจึงได้ r = 2, c = 13, s = 3, e = 1และ j(2, 13) = 3−2 ·1 (mod 4) = 1

ต่อไปจะเป็นตัüอย่างการเติม 2-de Bruijn L-array , 3-de Bruijn L-array และ 4-de Bruijn
L-array ที่เกิดจากÿมการ (3.19) ดังแÿดงในตารางที่ 3.3

0 0 1 1
0 1 1 0

0 0 0 1 1 1 2 2 2
0 2 1 1 0 2 2 1 0
0 1 2 1 2 0 2 0 1

0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3
0 3 2 1 1 0 3 2 2 1 0 3 3 2 1 0
0 2 0 2 1 3 1 3 2 0 2 0 3 1 3 1
0 1 2 3 1 2 3 0 2 3 0 1 3 0 1 2

Table 3.3: 2-de Bruijn L-array , 3-de Bruijn L-array และ 4-de Bruijn L-array

ผลการýึกþาของฟังก์ชันการเติม j แÿดงได้ดังทฤþฎีบท 3.1.3

ทฤþฎีบท 3.1.3 โดยการเติมค่า j(r, c) ในแถüที่ r และĀลักที่ c ในอาเรย์ขนาด k × k2 จะทำใĀ้เกิด
k-de Bruijn L-array

พิÿูจน์ พิจารณาอาเรย์ที่มีขนาด k × k2 โดยที่ j(r, c) อยู่ในแถü r Āลัก c ในการพิÿูจน์ทฤþฎีบทนี้ เรา
ต้องแÿดงใĀ้เĀ็นü่าการเติมรูปตัü L ÿองรูปที่อยู่ในตำแĀน่งที่แตกต่างกันของอาเรย์นั้นแตกต่างกัน

ÿมมติใĀ้

a1

b1 d1
และ

a2

b2 d2

เป็นÿองรูปทรงตัü L ที่อยู่ในตำแĀน่งที่แตกต่างกัน เĀ็นได้ชัดü่า ถ้า a1 ̸= a2 Āรือ b1 ̸= b2 แล้üการเติม
เĀล่านี้จะแตกต่างกัน ดังนั้นจึงÿมมติü่า a1 = a2 = a และ b1 = b2 = b เราต้องแÿดงใĀ้เĀ็นü่า d1 ̸= d2

ÿมมติü่า a1 อยู่ในแถü r Āลัก c โดย c = sk + e และ a2 อยู่ในแถü R Āลัก C โดย C = Sk + E ต่อ
ไปจะแÿดงü่า e = E และ r ̸= R
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ÿำĀรับการพิÿูจน์ e = E จาก c = sk + e และ C = Sk + E

พิจารณา a = a1 = j(r, c) = s− re (mod k)

b = b1 = j(r + 1, c) = s− (r + 1)e (mod k)

ดังนั้น a− b = [s− re]− [s− (r + 1)e] (mod k)

≡ e (mod k) (3.20)

และ a = a2 = j(R,C) = S −RE (mod k)

b = b2 = j(R + 1, C) = S − (R + 1)E (mod k)

ดังนั้น a− b = [S −RE)]− [S − (R + 1)E] (mod k)

≡ E (mod k) (3.21)

จาก (3.20) และ (3.21) ดังนั้น e = E

ต่อไปจะแÿดงü่า r ̸= R โดยÿมมติใĀ้ r = R

พิจารณา a1 = a2

j(r, c) = j(R,C)

s− re ≡ S −RE (mod k)

s− re ≡ S −Re (mod k)

s− re ≡ S − re (mod k)

s ≡ S (mod k)

ดังนั้น s = S เนื่องจาก 0 ≤ s ≤ k − 1 และ 0 ≤ S ≤ k − 1 ต่อไปจะพิÿูจน์ü่า c = C

พิจารณา c = sk + e

= Sk + e

= Sk + E

= C

ดังนั้น c = C เกิดข้อขัดแย้ง เนื่องจากÿมมติฐานü่า การเติม L ในแต่ละครั้งต้องอยู่ในตำแĀน่งที่แตกต่าง
กัน เพราะฉะนั้น r ̸= R

ต่อไปนี้เราจะพิจารณาค่า e ÿองกรณี คือ e = k − 1 และ e ̸= k − 1 โดยที่เราจะต้องแÿดงใĀ้
เĀ็นü่า d1 ̸= d2

กรณีที่ e = k − 1 จะแÿดงü่า s ̸= S ÿมมติใĀ้ s = S

พิจารณา
a1 = j(r, c) = s− re (mod k) = s− r(k − 1) (mod k) (3.22)

a2 = j(R,C) = S −RE (mod k) = S −R(k − 1) (mod k) (3.23)
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เนื่องจาก a1 = a2 จาก (3.22) และ (3.23) จะได้ü่า
s− r(k − 1) ≡ S −R(k − 1) (mod k)

s− r(k − 1) ≡ s−R(k − 1) (mod k)

−r ≡ −R (mod k)

r ≡ R (mod k)

เนื่องจาก r ≡ R (mod k) แÿดงü่า r = R ดังนั้นจึงเกิดข้อขัดแย้งกับ r ̸= R

จึงÿามารถÿรุปได้ü่า s ̸= S

จากนั้นเราจะพิจารณา d1 และ d2 จะได้ü่า d1 อยู่ในแถü r + 1 Āลัก c + 1 โดยที่ c + 1 =

k(s+ 1) + 0 และ d2 อยู่ในแถü R + 1 Āลัก C + 1 โดยที่ C + 1 = k(S + 1) + 0

พิจารณา
d1 = j(r + 1, c+ 1) = (s+ 1)− (r + 1)(0) (mod k)

= s+ 1 (mod k) (3.24)

d2 = j(R + 1, C + 1) = (S + 1)− (R + 1)(0) (mod k)

= S + 1 (mod k) (3.25)

จะพิÿูจน์ü่า d1 ̸= d2 ÿมมติใĀ้ d1 = d2 จาก (3.24) และ (3.25)

จะได้ s+ 1 ≡ S + 1 (mod k)

s ≡ S (mod k)

เนื่องจาก s ≡ S (mod k) แÿดงü่า s = S ดังนั้นจึงเกิดข้อขัดแย้งกับที่ü่า s ̸= S

ดังนั้น d1 ̸= d2

กรณีที่ e ̸= k − 1

ÿมมติใĀ้ e ̸= k − 1 จะได้ü่า d1 อยู่ในแถü r + 1 Āลัก c+ 1 โดยที่ c+ 1 = sk + e+ 1 และ d2 อยู่ใน
แถü R + 1 Āลัก C + 1 โดยที่ C + 1 = Sk + E + 1

จาก j(r, c) = s− re (mod k) = a

จะได้ d1 = j(r + 1, c+ 1) = s− (r + 1)(e+ 1) (mod k)

≡ s− re− r − e− 1 (mod k)

≡ a− r − e− 1 (mod k) (3.26)

d2 = j(R + 1, C + 1) = S − (R + 1)(e+ 1) (mod k)

≡ S −Re− r − e− 1 (mod k)

≡ a−R− e− 1 (mod k) (3.27)

จะพิÿูจน์ü่า d1 ̸= d2 ÿมมติใĀ้ d1 = d2 จาก (3.26) และ (3.27)

จะได้ a− r − e− 1 ≡ a−R− e− 1 (mod k)

−r ≡ −R (mod k)

r ≡ R (mod k)
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เนื่องจาก r ≡ R (mod k) แÿดงü่า r = R ดังนั้นจึงเกิดข้อขัดแย้งกับ r ̸= R

ดังนั้น d1 ̸= d2

3.1.4 ฟังก์ชันการเลื่อน
จากการพิÿูจน์ฟังก์ชันการเติม f(r, c), g(r, c), h(r, c) และ j(r, c) ทำใĀ้เกิด k-de Bruijn L-

array ดังนั้น ฟังก์ชันการเลื่อนของฟังก์ชันดังกล่าüข้างต้นทำใĀ้เกิด k-de Bruijn L-array ด้üยเช่นกัน

บทนิยาม 3.1.4 พิจารณาฟังก์ชัน f, g, h และ j เราจะนิยามฟังก์ชันการเลื่อนตามแถü เมื่อ n แทนจำนüน
การเลื่อนในแต่ละครั้ง ดังต่อไปนี้

f(r, c) → Φ(n)
f (r, c) = s+ (r + n)e (mod k)

g(r, c) → Φ(n)
g (r, c) = −(s+ (r + n)e) (mod k)

h(r, c) → Φ(n)
h (r, c) = −s+ (r + n)e (mod k)

j(r, c) → Φ(n)
j (r, c) = s− (r + n)e (mod k)

ตัüอย่าง 3.1 ฟังก์ชันเลื่อนแถü f(r, c) ที่ k = 3

0 0 0 1 1 1 2 2 2
0 1 2 1 2 0 2 0 1
0 2 1 1 0 2 2 1 0

Table 3.4: Φ(0)
f (r, c) = s+ re (mod k)

0 1 2 1 2 0 2 0 1
0 2 1 1 0 2 2 1 0
0 0 0 1 1 1 2 2 2

Table 3.5: Φ(1)
f (r, c) = s+ (r + 1)e (mod k)

0 2 1 1 0 2 2 1 0
0 0 0 1 1 1 2 2 2
0 1 2 1 2 0 2 0 1

Table 3.6: Φ(2)
f (r, c) = s+ (r + 2)e (mod k)
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0 0 0 1 1 1 2 2 2
0 1 2 1 2 0 2 0 1
0 2 1 1 0 2 2 1 0

Table 3.7: Φ(3)
f (r, c) = s+ (r + 3)e (mod k)

ข้อÿังเกต เราจะเĀ็นได้ü่า Φ(3)
f (r, c) = Φ(0)

f (r, c) = f(r, c)

บทนิยาม 3.1.5 พิจารณาฟังก์ชัน f, g, h และ j เราจะนิยามฟังก์ชันการเลื่อนตามĀลัก เมื่อ n แทนจำนüน
การเลื่อนในแต่ละครั้ง ที่ÿอดคล้องกับÿมการ c+ n = sk + e ดังต่อไปนี้

f(r, c) → Λ(n)
f (r, c) = s+ re (mod k)

g(r, c) → Λ(n)
g (r, c) = −(s+ re) (mod k)

h(r, c) → Λ(n)
h (r, c) = −s+ re (mod k)

j(r, c) → Λ(n)
j (r, c) = s− re (mod k)

ตัüอย่าง 3.2 ฟังก์ชันเลื่อนĀลัก f(r, c) ที่ k = 3

0 0 0 1 1 1 2 2 2
0 1 2 1 2 0 2 0 1
0 2 1 1 0 2 2 1 0

Table 3.8: Λ(0)
f (r, c) = s+ re (mod k)

0 0 1 1 1 2 2 2 0
1 2 1 2 0 2 0 1 0
2 1 1 0 2 2 1 0 0

Table 3.9: Λ(1)
f (r, c) = s+ re (mod k)

0 1 1 1 2 2 2 0 0
2 1 2 0 2 0 1 0 1
1 1 0 2 2 1 0 0 2

Table 3.10: Λ(2)
f (r, c) = s+ re (mod k)

...
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0 0 0 1 1 1 2 2 2
0 1 2 1 2 0 2 0 1
0 2 1 1 0 2 2 1 0

Table 3.11: Λ(9)
f (r, c) = s+ re (mod k)

ข้อÿังเกต เราจะเĀ็นได้ü่า Λ(9)
f (r, c) = Λ(0)

f (r, c) = f(r, c)

3.2 ÿมบัติเชิงกรุปของการเลื่อนของฟังก์ชันการเติม

3.2.1 ÿมบัติเชิงกรุปของฟังก์ชันการเลื่อนตามแถü

บทนิยาม 3.2.1 ใĀ้ Gθ = {Φ0
θ,Φ

1
θ,Φ

2
θ, . . . ,Φ

k−1
θ } เมื่อ θ = f, g, h, j เราจะนิยาม ∗ บน G โดย

Φi
θ ∗Φ

j
θ = Φi+j

θ (∗)

ตัüอย่าง 3.3 Gf = {Φ0
f ,Φ

1
f ,Φ

2
f , . . . ,Φ

k−1
f }

Φ0
f (r, c) = s+ re (mod k)

Φ1
f (r, c) = s+ (r + 1)e (mod k)

Φ2
f (r, c) = s+ (r + 2)e (mod k)

Φ3
f (r, c) = s+ (r + 3)e (mod k)

...

Φk−2
f (r, c) = s+ (r + k − 2)e (mod k)

Φk−1
f (r, c) = s+ (r + k − 1)e (mod k)

ทฤþฎีบท 3.2.1 Gθ เป็นกรุปภายใต้การดำเนินการ (∗) เมื่อ θ = f, g, h, j

การพิÿูจน์คุณÿมบัติเชิงกรุป

1. ÿมบัติการเปลี่ยนกลุ่ม

พิจารณา Φi
θ ∗ (Φ

j
θ ∗ Φ

l
θ) = Φi

θ ∗ Φ
j+l
θ

= Φi+j+l
θ

= Φi+j
θ ∗ Φl

θ

= (Φi
θ ∗ Φ

j
θ) ∗ Φ

l
θ

ดังนั้น ฟังก์ชันการเลื่อนตามแถüมีÿมบัติการเปลี่ยนกลุ่ม

2. ÿมบัติการมีเอกลักþณ์

จะแÿดงü่า Φ0
θ เป็นเอกลักþณ์ ดังนั้น Φi

θ ∗ Φ0
θ = Φi+0

θ = Φi
θ = Φ0+i

θ = Φ0
θ ∗ Φi

θ
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3. ÿมบัติการมีตัวผกผัน

ใĀ้ Φi
θ ∈ Gθ จะแÿดงว่า Φn−i

θ เป็นตัวผกผันของ Φi
θ

ดังนั้น Φi
θ ∗ Φn−i

θ = Φi+n−i
θ = Φ0

θ และ Φn−i
θ ∗ Φi

θ = Φn−i+i
θ = Φ0

θ

ข้อÿังเกต เราจะเĀ็นได้ว่า Gθ เป็นกรุปวัฏจักรที่มี Φ1
θ เป็นตัวก่อกำเนิด

3.2.2 ÿมบัติเชิงกรุปของฟังก์ชันการเลื่อนตามĀลัก

บทนิยาม 3.2.2 ใĀ้ Hθ = {Λ0
θ,Λ

1
θ,Λ

2
θ, . . . ,Λ

k−1
θ } เมื่อ θ = f, g, h, j เราจะนิยาม ∗ บน H โดย

Λi
θ∗Λ

j
θ = Λi+j

θ (∗∗)

ตัวอย่าง 3.4 Hf = {Λ0
f ,Λ

1
f ,Λ

2
f , . . . ,Λ

k−1
f }

Λ0
f (r, c) = s+ re (mod k) ; c = sk + e

Λ1
f (r, c) = s+ re (mod k) ; c+ 1 = sk + e

Λ2
f (r, c) = s+ re (mod k) ; c+ 2 = sk + e

Λ3
f (r, c) = s+ re (mod k) ; c+ 3 = sk + e

...

Λk−2
f (r, c) = s+ re (mod k) ; c+ k − 2 = sk + e

Λk−1
f (r, c) = s+ re (mod k) ; c+ k − 1 = sk + e

ทฤþฎีบท 3.2.2 Hθ เป็นกรุปภายใต้การดำเนินการ (∗∗) เมื่อ θ = f, g, h, j

การพิÿูจน์คุณÿมบัติเชิงกรุป

1. ÿมบัติการเปลี่ยนกลุ่ม

พิจารณา Λi
θ ∗ (Λ

j
θ ∗ Λ

l
θ) = Λi

θ ∗ Λ
j+l
θ

= Λi+j+l
θ

= Λi+j
θ ∗ Λl

θ

= (Λi
θ ∗ Λ

j
θ) ∗ Λ

l
θ

ดังนั้น ฟังก์ชันการเลื่อนตามĀลักมีÿมบัติการเปลี่ยนกลุ่ม

2. ÿมบัติการมีเอกลักþณ์

จะแÿดงว่า Λ0
θ เป็นเอกลักþณ์ ดังนั้น Λi

θ ∗ Λ0
θ = Λi+0

θ = Λi
θ = Λ0+i

θ = Λ0
θ ∗ Λi

θ

3. ÿมบัติการมีตัวผกผัน

ใĀ้ Λi
θ ∈ Hθ จะแÿดงว่า Λn−i

θ เป็นตัวผกผันของ Λi
θ

ดังนั้น Λi
θ ∗ Λn−i

θ = Λi+n−i
θ = Λ0

θ และ Λn−i
θ ∗ Λi

θ = Λn−i+i
θ = Λ0

θ

ข้อÿังเกต เราจะเĀ็นได้ว่า Hθ เป็นกรุปวัฏจักรที่มี Λ1
θ เป็นตัวก่อกำเนิด



บทที่ 4

ÿรุปผลการýึกþา (Conclusion)

ในการค้นคü้าอิÿระนี้มีüัตถุประÿงค์ คือ เพื่อýึกþาüิธีการเติมแบบใĀม่ÿําĀรับ k-de Bruijn L-Arrays และ
เพื่อýึกþาÿมบัติเชิงกรุปของการเลื่อนของฟังก์ชันการเติมแบบใĀม่ ซึ่งÿามารถÿรุปผลการýึกþาได้ ดังนี้

1.จากการýึกþาüิธีการเติมแบบใĀม่ÿำĀรับ k-de Bruijn L-Arrays ทำใĀ้เราได้ฟังก์ชันการเติมแบบใĀม่
ÿำĀรับ k-de Bruijn L-Arrays ที่ÿอดคล้องกับฟังก์ชัน f(r, c) ทั้งĀมด 3 ฟังก์ชัน คือ

1) g(r, c) = −(s+ re) (mod k)

2) h(r, c) = −s+ re (mod k)

3) j(r, c) = s− re (mod k)

โดยที่ r คือแถü c คือคอลัมน์ s คือตารางย่อย และ e คือĀลักในตารางย่อยของอาเรย์ซึ่งÿอดคล้องกับ
ฟังก์ชัน f(r, c) = s+ re (mod k) ดังนี้

ฟังก์ชันการเติม g(r, c)

ฟังก์ชันการเติม g(r, c) เป็นการเติมโดยใช้การเติมอินเüอร์ÿใน Zk = {0, 1, . . . , k− 1} ของฟังก์ชัน
การเติม f(r, c) ตัüอย่างเช่น ÿมมติü่า k = 3 และเราต้องการคำนüณ f(1, 2) และ g(1, 2) จะได้ü่าใน
ตำแĀน่งเดียüกันนั้นเราจะเติม f(1, 2) = 2 และ g(1, 2) = 1 เนื่องจาก Z3 = {0, 1, 2} มี [0]−1 =

[0], [1]−1 = [2] และ [2]−1 = [1] ดังแÿดงในตารางที่ 4.1 และ 4.2

0 0 0 1 1 1 2 2 2
0 1 2 1 2 0 2 0 1
0 2 1 1 0 2 2 1 0

Table 4.1: 3-de Bruijn L-array by f(r, c)

0 0 0 2 2 2 1 1 1
0 2 1 2 1 0 1 0 2
0 1 2 2 0 1 1 2 0

Table 4.2: 3-de Bruijn L-array by g(r, c)
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ฟังก์ชันการเติม h(r, c)

ฟังก์ชันการเติม h(r, c) เป็นการÿลับตำแĀน่งของตารางย่อยของการเติมโดยใช้ฟังก์ชัน f(r, c) กล่าü
คือแบ่งอาเรย์ขนาด k × k2 ออกเป็นตารางย่อย s0, s1, . . . , sk−1 แล้üÿลับตารางย่อย si และ si−1 เมื่อ
i ∈ Zk = {0, 1, . . . , k − 1} ดังแÿดงในตารางที่ 4.3 และ 4.4

s0 s1 s2

0 0 0 1 1 1 2 2 2
0 1 2 1 2 0 2 0 1
0 2 1 1 0 2 2 1 0

Table 4.3: 3-de Bruijn L-array by f(r, c)

s0 s2 s1

0 0 0 2 2 2 1 1 1
0 1 2 2 0 1 1 2 0
0 2 1 2 1 0 1 0 2

Table 4.4: 3-de Bruijn L-array by h(r, c)

ฟังก์ชันการเติม j(r, c)

ฟังก์ชันการเติม j(r, c) เป็นการÿลับแถüของอาเรย์ที่เกิดจากการเติมโดยใช้ฟังก์ชัน f(r, c) กล่าüคือ
ÿลับแถü ri และ ri−1 ดังแÿดงในตารางที่ 4.5 และ 4.6

0 0 0 1 1 1 2 2 2
0 1 2 1 2 0 2 0 1
0 2 1 1 0 2 2 1 0

r0

r1

r2

Table 4.5: 3-de Bruijn L-array by f(r, c)

0 0 0 1 1 1 2 2 2
0 2 1 1 0 2 2 1 0
0 1 2 1 2 0 2 0 1

r0

r2

r1

Table 4.6: 3-de Bruijn L-array by j(r, c)

2.จากการýึกþาÿมบัติเชิงกรุปของการเลื่อนของฟังก์ชันการเติมแบบใĀม่ ทำใĀ้เราทฤþฎีบทของการเลื่อน
ตามแถüและการเลื่อนตามĀลักของฟังก์ชัน f(r, c), g(r, c), h(r, c) และ j(r, c) และมีคüามเข้าใจเกี่ยü
กับÿมบัติเชิงกรุปของฟังก์ชันที่ได้ýึกþา กล่าüคือ การเลื่อนตามแถüและการเลื่อนตามĀลักของฟังก์ชัน
f(r, c), g(r, c), h(r, c) และ j(r, c) เป็นกรุปüัฎจักรที่มีอันดับ k
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