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บทคัดยอ่
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ระเบยีบüธิเีชงิตัüเลขแบบใĀมÿ่ำĀรับการประมาณคา่ปรพัินธ์ ท้ังน ี้ เราจะประยกุต์ใช้ระเบยีบüธิ ี
เชงิตัüเลขทีÿ่ร้างขึ้นในการประมาณคา่ปรพัินธ์จำกัดเขตของฟงักชั์นบางรปูแบบ และเปรยีบเทยีบ
คüามแมน่ยำกับระเบยีบüธิเีชงิตัüเลขซึง่เปน็ทีร่ ู้จักกันดี ได้แก ่ กฎÿีเ่Āล ีย่มคางĀมู และกฎของซมิป ์

ÿัน ÿำĀรับการĀารปูแบบของระเบยีบüธิเีชงิตัüเลขทีเ่Āมาะÿม

Abstract

This independent study aims to investigate a generalization of Ostrowski’s in-
equality in order to establish a new method for numerical integration. Additionally,
we apply the proposed numerical methods to approximate the value of definite
integrals for certain functions and to compare their accuracy with well-known nu-
merical integration techniques, such as the trapezoidal rule and Simpson’s rule, to
determine the most appropriate method.



Contents

กติตกิรรมประกาý ก

บทคัดยอ่ ข

Chapter 1 บทนำ (Introduction) 1

Chapter 2 คüามรู้พ ื้นฐาน (Preliminaries) 3

Chapter 3 ผลการýกึþา (Main results) 11

Chapter 4 ÿรปุผลการýกึþา (Conclusion) 26

บรรณานกุรม 27

ภาคผนüก 28



Chapter 1

บทนำ (Introduction)

ปรพัินธ์ (Integral) เปน็การกำĀนดคา่ใĀ้กับฟงักชั์น ซึง่อาจมองได้üา่เปน็การรüมปรมิาณยอ่ย
ขนาดเลก็มาก ๆ ของฟงักชั์นน้ันเข้าด้üยกันในรปูแบบทีค่ล้ายคลงึกับ การกระจัด พื้นที่ ปรมิาตร
และแนüคดิอืน่ท ีเ่ก ีย่üข้อง เรยีกกระบüนการĀาปรพัินธ์üา่ การĀาปรพัินธ์ (Integration) ในการ
üเิคราะĀ์ทางคณติýาÿตร์แบง่ได้เปน็ 2 ประเภท คอื อนิทกิรัลจำกัดเขต (Definite integral) เปน็
ปรพัินธ์ท ีĀ่าคา่ออกมาแล้ü ซึง่ÿามารถตคีüามได้üา่เปน็พื้นทีใ่ต้กราฟของฟงักชั์นบนระนาบ พร้อม
กับกำĀนดเคร ือ่งĀมายบüก/ลบ ใĀ้กับพื้นที่ Āากพื้นทีน้ั่นอย ูเ่Āนอืแกน X Āรอือย ูใ่ต้แกน X ตาม
ลำดับ และอนิทกิรัลไมจ่ำกัดเขต (Indefinite integral)

อยา่งไรกต็าม ฟงักชั์นĀลายอยา่งไมÿ่ามารถคำนüณได้อยา่งแมน่ยำ ด้üยเĀตนุ ี้ จงึได้กำĀนดüธิ ี
ท ีเ่รยีกüา่ การปรพัินธ์เชงิตัüเลข (Numerical integration) มาýกึþาการประมาณคา่ของปรพัินธ์
(Integral) ใĀ้มคีา่ใกล้เคยีงคüามเปน็จรงิท ีÿ่ดุ

จากงานüจัิยของ N. Ujevic [5] ได้นำเÿนอการĀาประมาณคา่ปรพัินธร์ปูแบบใĀมจ่ากอÿมการ
ของ Ostrowski ซึง่ผ ู้üจัิยมแีนüคดิในการĀารปูแบบใĀมใ่นการประมาณคา่ปรพัินธจ์ากอÿมการของ
Ostrowski และนำมาเปรยีบเทยีบเพือ่ใĀ้มคีา่ท ีแ่มน่ยำกับคา่จรงิมากทีÿ่ดุ

üัตถปุระÿงคข์องการค้นคü้าอÿิระ (objectives)

1. เพือ่ýกึþาการประมาณคา่ปรพัินธโ์ดยอาýัยอÿมการโอÿโทรÿกี

2. เพ ือ่เปรยีบเทยีบผลลัพธเ์ชงิตัüเลขของการประมาณคา่ปรพัินธข์องรปูแบบทีไ่ด้กับüธิอี ืน่ ๆ

ขอบเขตของการค้นคü้าอÿิระ

Āารปูแบบการประมาณคา่ปรพัินธข์องอÿมการโอÿโทรÿกี โดยทางทฤþฎแีละทางตัüเลข

üธิกีารดำเนนิการค้นคü้าอÿิระ

1. ýกึþาคüามร ู้พ ื้นฐาน เร ือ่ง การปรพัินธเ์ชงิตัüเลข

2. ýกึþาบทคüาม เร ือ่ง A Generalization of Ostrowski’s Inequality and Applications
in Numerical Integration

3. พÿิจูนอ์ÿมการของโอÿโทรÿกี และนำไปüเิคราะĀเ์พือ่เปรยีบเทยีบการประมาณคา่ปรพัินธ์

4. เขยีนรปูเลม่ และตรüจÿอบคüามถกูต้อง



2

ประโยชนท์ ีค่าดüา่จะได้รับจากการค้นคü้าอÿิระ (expected benefits and application)

1. ได้ทราบถงึการพÿิจูนข์องการüางนัยทัü่ไปของอÿมการโอÿโทรÿกี

2. ได้ทราบÿตูรการประมาณคา่ของปรพัินธร์ปูแบบใĀมท่ ีม่คีา่คüามแมน่ยำÿงู



Chapter 2

คüามรู้พ ื้นฐาน (Preliminaries)

ในÿü่นของคüามร ู้พ ื้นฐานนี้ ได้นำÿตูรการประมาณคา่ปรพัินธ์ของĀลักเกณฑ์ÿ ีเ่Āล ีย่มคางĀมู
และĀลักเกณฑข์องซมิปÿั์นมาใช้เพือ่เปรยีบเทยีบคา่คลาดเคลือ่นของฟงักชั์นปรพัินธน้ั์น

บทนยิาม 2.1 [1] เรยีกเซต P = {x0, x1, x2, ..., xn} üา่ ผลแบง่ก้ัน (partition) ของชü่ง [a, b]

ซึง่จดุใน P แบง่ชü่ง [a, b] ออกเปน็ n ชü่งคอื

[x0, x1], [x1, x2], [x2, x3], ..., [xn−1, xn]

นัน่คอื [a, b] = [x0, x1]∪[x1, x2]∪[x2, x3]∪...∪[xn−1, xn] เม ือ่ a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b

รปูภาพ 2.1: ผลแบง่ก้ันของ [a, b] [1]

บทนยิาม 2.2 [1] ใĀ้ y = f(x) เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชü่ง [a, b] และ P = {x0, x1, x2, ..., xn}
เปน็ผลแบง่ก้ัน [a, b] ÿำĀรับ k = 1, 2, 3, ..., n และ ∆xk = xk − xk−1 ถ้า x∗

k ∈ [xk−1, xk] Āรอื
mk ≤ f(x∗

k) ≤ Mk โดยที่mk เปน็คา่ของ f ทีน้่อยทีÿ่ดุในชü่ง [xk−1, xk] และ Mk เปน็คา่ของ f

ทีม่ากทีÿ่ดุในชü่ง [xk−1, xk] แล้ü

S∗(P, f) =
n∑

k=1

f(x∗
k)∆xk

เรยีก S∗(P, f) üา่ ผลบüกรมัีนน์ (Riemann sum) ของ f บนชü่ง [a, b] เทยีบกับผลแบง่ก้ัน P
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บทนยิาม 2.3 [1] ใĀ้ y = f(x) เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชü่ง [a, b] และ P เปน็ผลแบง่ก้ัน [a, b] ถ้า

lim
n→∞

S∗(P, f) = L

จะกลา่üüา่ f Āาปรพัินธไ์ด้ (integrable) บน [a, b] และเรยีกคา่ลมิติ L üา่ ปรพัินธจ์ำกัดเขต
(definite integral) ของ f บน [a, b] และเขยีนแทนด้üย

ˆ b

a

f(x)dx = L

เรยีก a และ b üา่ ลมิติลา่ง (lower limit) และลมิติบน (upper limit) ตามลำดับ

ตัüอยา่ง 2.4
2́

1

x4dx

ˆ 2

1

x4dx =

[
x5

5

]2

1

=
25

5
− 15

5

=
32

5
− 1

5

=
31

5

= 6.2

!

ตัüอยา่ง 2.5
2́

0

2e2xdx

ˆ 2

0

2e2xdx =
[
e2x

]2
0

= e2(2) − e2(0)

= e4 − e0

= e4 − 1

≈ 53.598150033144236

!
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ทฤþฎบีท 2.6 [2] ถ้า f และ g Āาปรพัินธ์ได้บน [a, b] และ f(x) ≤ g(x) ÿำĀรับทกุ x ∈ [a, b]

แล้ü ˆ b

a

f(x)dx ≤
ˆ b

a

g(x)dx

บทแทรก 2.7 [2] ถ้า f : [a, b] → R Āาปรพัินธไ์ด้บน [a, b] แล้ü |f | Āาปรพัินธไ์ด้บน [a, b] และ
∣∣∣∣
ˆ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤
ˆ b

a

|f(x)|dx

อยา่งไรกต็าม ÿำĀรับการĀาปรพัินธจ์ำกัดเขต บางฟงักชั์นไมÿ่ามารถĀาคา่ได้เÿมอ เชน่
b́

a

ex
2
dx

จงึทำใĀ้การýกึþาการประมาณคา่ของปรพัินธจ์ำกัดเขตได้รับคüามÿนใจมากขึ้น

บทนยิาม 2.8 [3] Āลักเกณฑÿ์ีเ่Āลีย่มคางĀมู (trapezoidal rule)
เปน็การประมาณคา่ฟงักชั์น f(x) ด้üยฟงักชั์นพĀนุามกำลังĀนึง่ p1(x) Āรอืÿมการเÿ้นตรง โดย
กำĀนดใĀ้ x0 = a, x1 = b ในการประมาณคา่ปรพัินธ์ f(x) ด้üยฟงักชั์นพĀนุามกำลังĀนึง่ p1(x)

ˆ b

a

f(x)dx =

ˆ x1

x0

f(x)dx ≈
ˆ x1

x0

p1(x)dx

เราประมาณฟงักชั์น f(x) ด้üย P1(x) ในรปูแบบลากรองจ์ (Lagrange form) จะได้

ˆ x1

x0

p1(x)dx =

ˆ x1

x0

(x− x1)

(x0 − x1)
f(x0) +

(x− x1)

(x0 − x1)
f(x1)dx

=
h

2
[f(x0) + f(x1)]

จะเĀน็ได้üา่ การประมาณคา่ปรพัินธ์ I(f) กค็อืการĀาพื้นทีใ่ต้กราฟของรปูÿ ีเ่Āล ีย่มคางĀมนัูน่เอง
โดยทัü่ไปแล้üในการĀาคา่ของปรพัินธ์ I(f) เราจะแบง่ชü่ง [a, b] ออกเปน็ชü่งเลก็ ๆ ทีม่คีüาม

กü้าง h เทา่ ๆ กัน n ชü่ง นัน่คอื

h =
b−a
n และ xi = a+ ih ÿำĀรับ i = 0, 1, 2, ..., n

ÿำĀรับแตล่ะชü่งยอ่ย (sub-interval) [xi−1, xi], i = 1, 2, ... เรากÿ็ามารถประมาณพื้นทีใ่ต้กราฟ
รปูที่ 2.2 ของฟงักชั์น f(x) โดยใช้พื้นทีÿ่ ีเ่Āล ีย่มคางĀมทู ีม่คีüามÿงู f(xi−1) และ f(xi) ซึง่พ ื้นที่

ของÿีเ่Āล ีย่มมคางĀมĀูาได้จาก

Ai =
h

2
[f(xi−1) + f(xi)]
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ดังน้ันในการĀาพื้นทีใ่ต้กราฟท้ังĀมด Tn จะได้จากการนำพื้นทีเ่ลก็ ๆ แตล่ะÿü่นมารüมกัน
ท้ังĀมดดังนี้

Tn = A1 + A2 + ...+ An−1 + An

=
h

2
[f(x0) + f(x1)] +

h

2
[f(x1) + f(x2)] + ...

+
h

2
[f(xn−2) + f(xn−1)] +

h

2
[f(xn−1) + f(xn)]

เราÿามารถจัดรปูของÿมการข้างต้นได้ดังนี้

Tn =
h

2
[f(x0) + f(xn)] + h

n−1∑

i=1

f(xi)

รปูภาพ 2.2: การประมาณพื้นทีใ่ต้กราฟ f(x) ด้üยĀลักเกณฑÿ์ ีเ่Āล ีย่มคางĀมู [3]

บทนยิาม 2.9 [3] คา่คลาดเคลือ่นตัดปลายของĀลักเกณฑÿ์ีเ่Āลีย่มคางĀมู
จากทฤþฎบีทĀลักมลูทีĀ่นึง่ของแคลคลัูÿ (first fundamential theorem of calculus) จะได้

Ii =

ˆ xi

xi−1

f(x)dx = F (xi)− F (xi−1) โดยที่ F ′(x) = f(x)

ถ้าเราพจิารณาการกระจายของอนกุรมเทยเ์ลอรข์องฟงักชั์น F (x) รอบจดุ xi และÿมมตüิา่ฟงักชั์น
f(x) มอีนพัุนธท์ ีต่อ่เน ือ่งไมจ่ำกัดจำนüนคร้ัง จะได้

F (xi−1) = F (xi − h) = F (xi)− hF ′(xi) +
h2

2!
F ′′(xi)−

h3

3!
F ′′′(xi) + ...
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Āรอือาจจะเขยีนได้üา่

F (x)− F (xi−1) = hf(xi)−
h2

2!
f ′(xi) +

h3

3!
f ′′(xi) + ... = Ii

เราทราบüา่
f ′(xi) =

f(xi)− f ′(xi−1)

h
+

h

2
f ′′(xi) + ...

เม ือ่แทนคา่ f ′(xi) ใน Ii จะได้

Ii =
h

2
[f(xi) + f(xi−1)]−

h3

12
f ′′(xi) + ...

= Ai −
h3

12
f ′′(xi) + ...

ดังน้ัน คา่คลาดเคลือ่นตัดปลาย ei Āรอื เรยีกอกีอยา่งĀนึง่üา่ คา่คลาดเคลือ่นเฉพาะที่ (local
error) ÿำĀรับĀลักเกณฑÿ์ ีเ่Āล ีย่มคางĀมคูอื

ei = Ii − Ai = −h3

12
f ′′(xi) + ...

บทนยิาม 2.10 [3] Āลักเกณฑ์ของซมิปÿั์น (Simpson’s rule) เปน็ÿตูรปดินüิตัน-โคตÿ์ ท ีเ่กดิ
จากการประมาณ f(x) ด้üยฟงักชั์นพĀนุามดกีรÿีอง นัน่คอื f(x) ≈ p2(x)

กำĀนดใĀ้ x0 = a, h = (b−a)/2 ดังน้ัน x1 = x0+h และ x2 = x0+2h = b ในการประมาณ
คา่ปรพัินธ์ f(x) ด้üยฟงักชั์นพĀนุามกำลังÿอง p2(x)

ˆ b

a

f(x)dx =

ˆ x2

x0

f(x)dx ≈
ˆ x2

x0

p2(x)dx

เราประมาณฟงักชั์น f(x) ด้üย p2(x) ในรปูแบบลากรองจ์ (Lagrange form) จะได้

ˆ x2

x0

p2(x)dx =

ˆ x2

x0

[
(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
f(x0) +

(x− x0)(x− x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
f(x1)

]

+

[
(x− x0)(x− x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
f(x2) + f ′′′(ξ)

(x− x0)(x− x1)(x− x2)

3

]
dx

=
f(x0)

2h2

ˆ x2

x0

(x− x1)(x− x2)dx− f(x1)

h2

ˆ x2

x0

(x− x0)(x− x2)dx

+
f(x2)

2h2

ˆ x2

x0

(x− x0)(x− x1)dx
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Āาปรพัินธโ์ดยการเปลีย่นตัüแปร x = x0 + th

ˆ x2

x0

p2(x)dx =
f(x0)

2h2

ˆ 2

0

(ht− h)(ht− 2h)dt− f(x1)

h2

ˆ 2

0

ht(ht− 2h)dt

+
f(x2)

2h2

ˆ 2

0

ht(ht− h)dt

=
f(x0)

2

ˆ 2

0

(t− 1)(t− 2)dt− f(x1)

ˆ 2

0

t(t− 2)dt

+
f(x2)

2

ˆ 2

0

t(t− 1)dt

=
f(x0)

2

ˆ 2

0

(t2 − 3t+ 2)dt− f(x1)

ˆ 2

0

(t2 − 2t)dt

+
f(x2)

2

ˆ 2

0

(t2 − t)dt

=
h

3
[f(x0) + 4f(x1) + f(x2)]

ÿามารถเขยีนĀลักเกณฑข์องซมิปÿั์นในชü่ง [x0, x2] ได้ดังนี้
ˆ x2

x0

f(x)dx =
h

3
[f(x0) + 4f(x1) + f(x2)]

ถ้าเราแบง่ชü่ง [a, b] เปน็ชü่งยอ่ย n ชü่ง และใช้Āลักเกณฑ์ของซมิปÿั์นในแตล่ะชü่งยอ่ยเพือ่
ประมาณคา่พื้นทีใ่นแตล่ะชü่งยอ่ย จะÿามารถประมาณคา่ได้ดขีึ้น เน ือ่งจากüา่Āลักเกณฑ์ของซมิป ์

ÿันแบง่ชü่งยอ่ยออกเปน็ÿองชü่ง ดังน้ันเราจะกำĀนดใĀ้ n = 2m โดยที่m เปน็จำนüนเตม็บüก เรา
จะได้üา่

I(f) =
m∑

i=1

ˆ x2i

x2i−2

f(x)dx

และจากĀลักเกณฑข์องซมิปÿั์น

I(f) =
h

3

m∑

i=1

[f(x2i−2) + 4f(x2i−1) + f(x2i)]

และเราÿามารถจัดรปูใĀมไ่ด้ดังนี้

I(f) =
h

3

[
f(x0) + 2

m−1∑

i=1

f(x2i) + 4
m∑

i=1

f(x2i−1) + f(x2m)

]
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ดังน้ันจะได้Āลักเกณฑข์องซมิปÿั์นแบบประกอบดังนี้

ˆ b

a

f(x)dx =
h

3

[
f(x0) + 2

m−1∑

i=1

f(x2i) + 4
m∑

i=1

f(x2i−1) + f(x2m)

]

รปูภาพ 2.3: การประมาณพื้นทีใ่ต้กราฟ f(x) ด้üยĀลักเกณฑข์องซมิปÿั์น [4]

บทนยิาม 2.11 [3] คา่คลาดเคลือ่นตัดปลายของĀลักเกณฑข์องซมิปÿั์น
การĀาคา่คลาดเคลือ่นตัดปลายของĀลักเกณฑ์ของซมิปÿั์น ÿามารถใช้üธิคีล้าย ๆ กับการĀาคา่
คลาดเคลือ่นของĀลักเกณฑ์ÿ ีเ่Āล ีย่มคางĀมู ซึง่เราจะÿามารถเขยีนĀลักเกณฑ์ของซมิปÿั์น ในชü่ง

[x0, x2] ได้ดังนี้

ˆ x2

x0

f(x)dx =
h

3
[f(x0) + 4f(x1) + f(x2)]−

h5

90
f (4)(ξ)

โดยที่ x0 ≤ ξ ≤ x2 ดังน้ันคา่คลาดเคลือ่นของĀลักเกณฑข์องซมิปÿั์นในแตล่ะชü่งยอ่ย คอื

ei = −h5

90
f (4)(ξ)

ตัüอยา่ง 2.12 จงประมาณคา่ปริพันธ์
2́

1
x4exdx โดยใช้การประมาณคา่Āลักเกณฑ์ÿ ีเ่Āล ีย่ม

คางĀมู และĀลักเกณฑข์องซมิปÿั์น โดยแบง่พื้นทีอ่อกเปน็ n ÿü่นเทา่ ๆ กัน เม ือ่กำĀนดใĀ้ n = 800

และเปรยีบเทยีบคา่จรงิ
2́

1
x4exdx = 8e2 − 9e = 34.6479

üธิทีำ จากĀลักเกณฑÿ์ ีเ่Āล ีย่มคางĀมโูดยใช้ n = 800 จะได้ h =
2−1
800 =

1
800 = 0.00125,
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xi = 0.00125i ÿำĀรับ i = 0, 1, ..., n จะได้
ˆ 2

1

x4exdx ≈ 1

1600
[f(1) + f(2) + 2[f(0.00125) + f(0.00250) + ...+ f(1.99875)]]

≈ 34.647956747192737

และมคีา่คลาดเคลือ่นอย ูท่ ี่ 4.6747× 10−5

จากĀลักเกณฑข์องซมิปÿั์นโดยใช้ n = 800 จะได้ h = 0.00125 ÿำĀรับ i = 0, 1, ..., n จะได้
ˆ 2

1

x4exdx ≈ 1

2400
[f(1) + 4f(1.00125) + 2f(1.00250) + ...

+ 2f(1.99750) + 4f(1.99875) + f(2)]

≈ 34.647912335341587

และมคีา่คลาดเคลือ่นอย ูท่ ี่ 2.3353× 10−6

เม ือ่นำÿตูรการประมาณคา่ท้ังÿองรปูแบบมาเปรยีบเทยีบคา่คลาดเคลือ่นพบüา่ ÿตูรการประมาณ
คา่ของĀลักเกณฑข์องซมิปÿั์นมคีา่ท ีใ่กล้เคยีงĀรอืแมน่ยำกüา่ÿตูรĀลักเกณฑÿ์ ีเ่Āล ีย่มคางĀมู



Chapter 3

ผลการýกึþา (Main results)

ในÿü่นของผลการýกึþาเราจะทำการพÿิจูน์ÿมการของทฤþฎบีทจากงานüจัิยของ N. Ujevic
[5] และได้นำÿมการน้ัน ไปüเิคราะĀ์เพ ือ่ĀารปูแบบการüางนัยรปูแบบใĀมท่ ีท่ำใĀ้การประมาณคา่

ปรพัินธไ์ด้คา่คลาดเคลือ่นทีแ่มน่ยำมากขึ้น

ทฤþฎบีท 3.1 ใĀ้ I ⊂ R เปน็ชü่งเปดิ และ a, b ∈ I, a < b ถ้า f : I → R เปน็ฟงักชั์นทีĀ่าอนพัุนธ์
ได้ และ γ ≤ f ′(t) ≤ Γ, ∀t ∈ [a, b], ÿำĀรับคา่คงที่ γ,Γ ∈ R, แล้ü

∣∣∣∣(b− a)

[
λ

2
(f(a) + f(b)) + (1− λ)f(x)− Γ+ γ

2
(1− λ)

(
x− a+ b

2

)]
−
ˆ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣

≤ Γ− γ

2

[
(b− a)2

2
(λ2 + (1− λ)2) +

(
x− a+ b

2

)2
]

(3.1)

เม ือ่ a+ λ((b− a)/2) ≤ x ≤ b− λ((b− a)/2) และ λ ∈ [0, 1]

พÿิจูน์ นยิามการÿง่ K : [a, b] x [a, b] −→ R ดังน ี้

K(x, t) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

t−
(
a+ λ b−a

2

)
, t ∈ [a, x]

t−
(
b− λ b−a

2

)
, t ∈ (x, b]

(3.2)

ˆ b

a

K(x, t)f ′(t)dt =

ˆ x

a

K(x, t)f ′(t)dt+

ˆ b

x

K(x, t)f ′(t)dt (3.3)

พจิารณาเทอมแรกทางด้านซ้ายมอืของÿมการ (3.3) โดยอนิทเิกรตแบง่ÿü่น ได้üา่
ˆ x

a

K(x, t)f ′(t)dt =

ˆ x

a

[
t−

(
a+ λ

b− a

2

)]
f ′(t)dt

=

[
t−

(
a+ λ

b− a

2

)]
f(t)

∣∣∣∣∣

t=x

t=a

−
ˆ x

a

f(t)dt

=

[
x−

(
a+ λ

b− a

2

)]
f(x)−

[
a−

(
a+ λ

b− a

2

)]
f(a)−

ˆ x

a

f(t)dt

นัน่คอื
ˆ x

a

K(x, t)f ′(t)dt = xf(x)−
(
a+ λ

b− a

2

)
f(x) +

(
λ
b− a

2

)
f(a)−

ˆ x

a

f(t)dt (3.4)
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ในทำนองเดยีüกันได้üา่
ˆ b

x

K(x, t)f ′(t)dt =

ˆ b

x

[
t−

(
b− λ

b− a

2

)]
f ′(t)dt

=

[
t−

(
b− λ

b− a

2

)]
f(t)

∣∣∣∣∣

t=b

t=x

−
ˆ b

x

f(t)dt

=

[
b−

(
b− λ

b− a

2

)]
f(b)−

[
x−

(
b− λ

b− a

2

)]
f(x)−

ˆ b

x

f(t)dt

ˆ b

x

K(x, t)f ′(t)dt =

(
λ
b− a

2

)
f(b)− xf(x) +

(
b− λ

b− a

2

)
f(x)−

ˆ b

x

f(t)dt (3.5)

จากÿมการ (3.4) และ (3.5) ได้üา่
ˆ x

a

K(x, t)f ′(t)dt+

ˆ b

x

K(x, t)f ′(t)dt =

(
−a− λ

b− a

2

)
f(x) +

(
b− λ

b− a

2

)
f(x)

+

(
λ
b− a

2

)
(f(a) + f(b))−

ˆ b

a

f(t)dt

= (b− a)f(x)− λ(b− a)f(x)

+ (b− a)

(
λ

2

)
(f(a) + f(b))−

ˆ b

a

f(t)dt

= (b− a)

[
f(x)− λf(x) +

λ

2
(f(a) + f(b))

]
−
ˆ b

a

f(t)dt

ดังน้ัน
ˆ b

a

K(x, t)f ′(t)dt = (b− a)

[
λ

2
(f(a) + f(b)) + (1− λ)f(x)

]
−
ˆ b

a

f(t)dt (3.6)
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พจิารณา
ˆ b

a

K(x, t)dt =

ˆ x

a

K(x, t)dt+

ˆ b

x

K(x, t)dt

=

ˆ x

a

t−
(
a+ λ

b− a

2

)
dt+

ˆ b

x

t−
(
b− λ

b− a

2

)
dt

=
t2

2
−
(
a+ λ

b− a

2

)
t

∣∣∣∣∣

t=x

t=a

+
t2

2
−
(
b− λ

b− a

2

)
t

∣∣∣∣∣

t=b

t=x

=

[
x2

2
−

(
a+ λ

b− a

2

)
x

]
−

[
a2

2
−

(
a+ λ

b− a

2

)
a

]
+

[
b2

2
−
(
b− λ

b− a

2

)
b

]

−
[
x2

2
−

(
b− λ

b− a

2

)
x

]

= −ax+ bx− λ(b− a)x− a2

2
+

b2

2
+ a2 +

(
λ
b− a

2

)
a− b2 +

(
λ
b− a

2

)
b

= (b− a)x− λx(b− a) +
a2

2
− b2

2
+

λab− λa2

2
+

λb2 − λab

2

= (b− a)(1− λ)x+
a2 − b2

2
− λ

(
a2 − b2

2

)

= (b− a)(1− λ)x+ (1− λ)

(
a2 − b2

2

)

= (b− a)(1− λ)x+ (1− λ)

(
(a+ b)(a− b)

2

)

= (b− a)(1− λ)x+ (1− λ)

(
(a+ b)(−(b− a))

2

)

= (b− a)(1− λ)x+ (b− a)(1− λ)

(
−(a+ b)

2

)

ดังน้ัน ˆ b

a

K(x, t)dt = (1− λ)(b− a)

(
x− a+ b

2

)
(3.7)

ใĀ้ C = (Γ+ γ)/2 จาก (3.6) และ (3.7) ได้üา่

ˆ b

a

K(x, t)[f ′(t)− C]dt =

ˆ b

a

K(x, t)f ′(t)− CK(x, t)dt

=

ˆ b

a

K(x, t)f ′(t)dt−
ˆ b

a

CK(x, t)dt

= (b− a)

[
λ

2
(f(a) + f(b)) + (1− λ)f(x)

]
−
ˆ b

a

f(t)dt

−
[
(1− λ)(b− a)

(
x− a+ b

2

)
C

]
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นัน่คอื

ˆ b

a

K(x, t)[f ′(t)− C]dt

= (b− a)

[
λ

2
(f(a) + f(b)) + (1− λ)f(x)− C(1− λ)

(
x− a+ b

2

)]
−
ˆ b

a

f(t)dt (3.8)

ในทางกลับกัน จะได้üา่
∣∣∣∣
ˆ b

a

K(x, t)[f ′(t)− C]dt

∣∣∣∣ ≤ maxt∈[a,b]|f ′(t)− C|
ˆ b

a

|K(x, t)|dt (3.9)

กำĀนดใĀ้ σ = λ
(b−a)
2

ˆ b

a

|K(x, t)|dt =
ˆ x

a

|t− (a+ σ)|dt+
ˆ b

x

|t− (b− σ)|dt

=

ˆ a+σ

a

[(a+ σ)− t] dt+

ˆ x

a+σ

[t− (a+ σ)]

+

ˆ b−σ

x

[(b− σ)− t] dt+

ˆ b

b−σ

[t− (b− σ)]

=

[
(a+ σ) t− t2

2

]a+σ

a

+

[
t2

2
− (a+ σ) t

]x

a+σ

+

[
(b− σ) t− t2

2

]b−σ

x

+

[
t2

2
− (b− σ) t

]b

b−σ

=

[
(a+ σ)(a+ σ)− (a+ σ)2

2

]
−

[
(a+ σ)a− a2

2

]
+

[
x2

2
− (a+ σ)x

]

−
[
(a+ σ)2

2
− (a+ σ)(a+ σ)

]
+

[
(b− σ)(b− σ)− (b− σ)2

2

]

−
[
(b− σ)x− x2

2

]
+

[
b2

2
− (b− σ)b

]
−

[
(b− σ)2

2
− (b− σ)(b− σ)

]

=
(a+ σ)2

2
− x(a+ σ) +

x2

2
− a2 − aσ +

a2

2
+

(a+ σ)2

2

+
(b− σ)2

2
− (b− σ)x+

x2

2
+

b2

2
− b2 + bσ +

(b− σ)2

2

=
1

2
[x− (a+ σ)]2 +

1

2
[(b− σ)− x]2 − a2

2
− aσ − b2

2
+ bσ

+
a2 + 2aσ + σ2

2
+

b2 + 2bσ + σ2

2

= σ2 +
1

2
[(b− σ)− x]2 +

1

2
[x− (a+ σ)]2
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=
λ2

4
(b− a)2 +

1

2

[
x2 − 2 (b− σ) x+ (b− σ)2

]
+

1

2

[
x2 − 2 (a+ σ) x+ (a+ σ)2

]

=
λ2

4
(b− a)2 + x2 − (a+ b)x+

1

2

[
(b− σ)2 + (a+ σ)2

]

=
λ2

4
(b− a)2 + x2 − (a+ b)x+

1

2

[
b2 − 2bσ + σ2 + a2 + 2aσ + σ2

]

=
λ2

4
(b− a)2 + x2 − (a+ b)x+ σ2 +

b2 + a2

2

=
λ2

2
(b− a)2 +

λ

2
(b− a)2 + x2 − (a+ b)x+

b2 + a2

2

=
(b− a)2

4
(2λ2 − 2λ+ 1) +

(
x− a+ b

2

)2

+
b2 + a2

2
− (b− a)2

4
− (a+ b)2

4

จงึได้ ˆ b

a

|K(x, t)|dt = (b− a)2

4
[λ2 + (1− λ)2] +

(
x− a+ b

2

)2

(3.10)

ตอ่ไปจะแÿดงüา่ maxt∈[a,b]|f ′(t)− C| ≤ Γ−γ
2 เน ือ่งจาก γ ≤ f ′(t) ≤ Γ และ C = (Γ+ γ)/2

จะได้üา่

กรณที ี่ 1: γ ≤ f ′(t) ≤ C

|f ′(t)− C| = C − f ′(t)

≤ C − γ

=
Γ+ γ

2
− γ

=
Γ− γ

2

กรณที ี่ 2: C ≤ f ′(t) ≤ Γ

|f ′(t)− C| = f ′(t)− C

≤ Γ− C

= Γ− Γ+ γ

2

=
Γ− γ

2

ทำใĀ้

|f ′(t)− C| ≤ Γ−γ
2 ÿำĀรับทกุ t ∈ [a, b]

จงึได้
maxt∈[a,b]|f ′(t)− C| ≤ Γ− γ

2
(3.11)
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จาก (3.9) - (3.11) จะได้üา่

∣∣∣∣
ˆ b

a

K(x, t)

[
f ′(t)− Γ+ γ

2

]
dt

∣∣∣∣

≤ Γ− γ

2

[
(b− a)2

4
(λ2 + (1− λ)2) +

(
x− a+ b

2

)2
]

(3.12)

จาก (3.8) และ (3.12) เราจะได้ (3.1) ตามต้องการ

!
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ข้อÿังเกต: เม ือ่นำÿมการที่ (3.1) มาüเิคราะĀใ์นกรณตีา่ง ๆ เขยีนเปน็บทแทรกได้ ดังนี้

• กำĀนด λ = 1 และ x = a+b
2 จะได้

บทแทรก 3.2 : ภายใต้เง ือ่นไข ทฤþฎบีท 3.1 จะได้

∣∣∣∣
(b− a)

2
[(f(a) + f(b))]−

ˆ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤
Γ− γ

2

[
(b− a)2

4

]
(3.13)

• กำĀนด λ = 1
3 และ x = a+b

2 จะได้

บทแทรก 3.3 : ภายใต้เง ือ่นไข ทฤþฎบีท 3.1 จะได้

∣∣∣∣
(b− a)

6

[
(f(a) + 4f(

a+ b

2
) + f(b))

]
−
ˆ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤
Γ− γ

2

[
(b− a)2

4

(
5

9

)]
(3.14)

• กำĀนด λ = 0 และ x = a+b
2 จะได้

บทแทรก 3.4 : ภายใต้เง ือ่นไข ทฤþฎบีท 3.1 จะได้

∣∣∣∣f
(
a+ b

2

)
(b− a)−

ˆ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤
Γ− γ

8
(b− a)2 (3.15)

• กำĀนด λ = 1
2 และ x = a+b

2 จะได้

บทแทรก 3.5 : ภายใต้เง ือ่นไข ทฤþฎบีท 3.1 จะได้

∣∣∣∣
b− a

4

[
f(a) + 2f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

]
−
ˆ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤
Γ− γ

16
(b− a)2 (3.16)

เม ือ่กำĀนดคา่ตามทีก่ำĀนดในบทแทรก 3.2 จะได้ÿตูรการประมาณคา่ปรพัินธ์ท ีอ่ย ูใ่นรปูของĀลัก
เกณฑ์ÿ ีเ่Āล ีย่มคางĀมู และเมือ่กำĀนดคา่ตามทีก่ำĀนดในบทแทรก 3.3 จะได้ÿตูรการประมาณคา่
ปรพัินธท์ ีอ่ย ูใ่นรปูของĀลักเกณฑข์องซมิปÿั์น

พจิารณาÿมการ (3.1) ใĀ้ a = x0, b = x2 และ h = (b− a)/2 จะได้ x = x∗
1 = x1 + ε เม ือ่

x1 =
a+b
2 และ 0 ≤ ε ≪ h

2 ดังน้ัน เราจะได้ระเบยีบüธิเีชงิตัüเลขÿำĀรับการประมาณคา่ปรพัินธ์

แบบใĀม่ ดังน ี้
ˆ x2

x0

f(t)dt = 2h

[
λ

2
(f(x2) + f(x0)) + (1− λ)f(x∗

1)−
Γ+ γ

2
(1− λ)ε

]
(3.17)
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ทฤþฎบีท 3.6 ใĀ้ I ⊂ R เปน็ชü่งเปดิ และ a, b ∈ I, a < b ถ้า f : I → R เปน็ฟงักชั์นทีĀ่าอนพัุนธ์
ได้ ดังน้ัน γ ≤ f ′(t) ≤ Γ, ∀t ∈ [a, b], ÿำĀรับคา่คงที่ γ,Γ ∈ R, แล้üจะได้การประมาณคา่คลาด
เคลือ่น ดังนี้

∣∣∣∣(b− a)

[
λ

2
(f(a) + f(b)) + (1− λ)f(x∗

1)−
Γ+ γ

2
(1− λ)ε

]
−
ˆ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣

≤ Γ− γ

2

[
(b− a)2

2
(λ2 + (1− λ)2) + ε2

]
(3.18)

เม ือ่ x∗
1 = x1 + ε, x1 =

a+b
2 และ 0 ≤ ε ≪ h

2

ตัüอยา่ง 3.7 จงประมาณ
2́

1

x4dx

เราจะเแÿดงคา่คลาดเคลือ่นของการประมาณคา่ปริพันธ์โดยการใช้ÿตูรĀลักเกณฑ์ÿ ีเ่Āล ีย่ม
คางĀมแูละĀลักเกณฑ์ของซมิปÿั์นตามลำดับ ดังตาราง 3.1 จะเĀน็ได้üา่คา่คลาดเคลือ่นตามüธิ ี
Āลักเกณฑข์องซมิปÿั์น ใĀ้คา่แมน่ยำกüา่Āลักเกณฑÿ์ ีเ่Āล ีย่มคางĀมู

n
คา่คลาดเคลือ่นจาก
Āลักเกณฑÿ์ีเ่Āลีย่ม

คางĀมู

คา่คลาดเคลือ่นจาก
Āลักเกณฑข์องซมิปÿั์น

10 2.3330× 10−2 1.3333× 10−5

50 9.3332× 10−4 2.1333× 10−8

100 2.3333× 10−4 1.3333× 10−9

200 5.8333× 10−5 8.3329× 10−11

400 1.4583× 10−5 3.2773× 10−13

800 3.6458× 10−6 2.6645× 10−14

ตาราง 3.1: คา่คลาดเคลือ่นจากการประมาณคา่ปรพัินธ์โดยการใช้ÿตูรĀลักเกณฑ์ÿ ีเ่Āล ีย่มคางĀมู
และĀลักเกณฑข์องซมิปÿั์น

จาก f(x) = x4 จะได้ f ′(x) = 4x3 ดังน้ัน γ = 4 และ Γ = 32 ÿำĀรับ x ∈ [1, 2]

ตอ่ไป เราจะเปรยีบเทยีบคüามแมน่ยำระĀüา่งüธิใีĀมกั่บĀลักเกณฑ์ÿ ีเ่Āล ีย่มคางĀมู และĀลัก
เกณฑข์องซมิปÿั์น โดยกอ่นอืน่เราจะแÿดงประÿทิธภิาพของüธิเีชงิตัüเลขแบบใĀม่ เม ือ่กำĀนด ε =

0, n = 400 และ 0 ≤ λ ≤ 1 ดังรปู 3.1
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ÿามารถนำเขยีนเปน็กราฟได้ ดังนี้

รปูภาพ 3.1: กราฟคา่คลาดเคลือ่นของการประมาณคา่ปรพัินธโ์ดยการใช้ระเบยีบüธิ ี (3.17)

จากรปูภาพที่ 3.1 จะเĀน็ได้üา่ คา่คลาดเคลือ่นทีด่ที ีÿ่ดุอย ูใ่นชü่ง λ เข้าใกล้ 0.33 ÿังเกตüา่ เม ือ่
λ เข้าใกล้ 0.33 ระเบยีบüธิ ี (3.17) คอืประมาณรปูแบบĀลักเกณฑข์องซมิปÿั์นตามบทแทรก 3.3

ตอ่ไป เราจะตรüจÿอบประÿทิธภิาพของระเบยีบüธิ ี (3.17) โดยกำĀนดคา่ ε เปน็คา่ตา่ง ๆ เม ือ่
n = 400 ÿำĀรับ 0 ≤ λ ≤ 1 ดังตาราง 3.2 - 3.5 จะเĀน็üา่ คา่คüามคลาดเคลือ่นมคีา่ลดลงเม ือ่ ε

มคีา่ลดลง นอกจากนี้เราพบüา่ เม ือ่ ε = 10−7 และ λ = 0.3 ใĀ้คา่คüามคลาดเคลือ่นทีด่ที ีÿ่ดุ
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ε λ คา่คลาดเคลือ่น
10−4 0 3.0715× 10−4

0.1 2.7948× 10−4

0.2 2.4281× 10−4

0.3 2.1063× 10−4

0.4 1.7846× 10−4

0.5 1.4628× 10−4

0.6 1.1411× 10−4

0.7 8.1937× 10−5

0.8 4.9764× 10−5

0.9 1.7590× 10−5

1.0 1.4583× 10−5

ตาราง 3.2: คา่คลาดเคลือ่นจากการประมาณคา่ปรพัินธโ์ดยการใช้ระเบยีบüธิ ี (3.17) เม ือ่ ε = 10−4

ε λ คา่คลาดเคลือ่น
10−5 0 3.7290× 10−5

0.1 3.2103× 10−5

0.2 2.6916× 10−5

0.3 2.1728× 10−5

0.4 1.6541× 10−5

0.5 1.1354× 10−5

0.6 6.1661× 10−6

0.7 9.7878× 10−7

0.8 4.2086× 10−6

0.9 9.3960× 10−6

1.0 1.4583× 10−5

ตาราง 3.3: คา่คลาดเคลือ่นจากการประมาณคา่ปรพัินธโ์ดยการใช้ระเบยีบüธิ ี (3.17) เม ือ่ ε = 10−5
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ε λ คา่คลาดเคลือ่น
10−6 0 1.0292× 10−5

0.1 7.8042× 10−6

0.2 5.3167× 10−6

0.3 2.8292× 10−6

0.4 3.4166× 10−7

0.5 2.1458× 10−6

0.6 4.6333× 10−6

0.7 7.1208× 10−6

0.8 9.6083× 10−6

0.9 1.2096× 10−5

1.0 1.4583× 10−5

ตาราง 3.4: คา่คลาดเคลือ่นจากการประมาณคา่ปรพัินธโ์ดยการใช้ระเบยีบüธิ ี (3.17) เม ือ่ ε = 10−6

ε λ คา่คลาดเคลือ่น
10−7 0 7.5917× 10−6

0.1 5.3742× 10−6

0.2 3.1567× 10−6

0.3 9.3917× 10−7

0.4 1.2783× 10−6

0.5 3.4958× 10−6

0.6 5.7133× 10−6

0.7 7.9308× 10−6

0.8 1.0148× 10−5

0.9 1.2366× 10−5

1.0 1.4583× 10−5

ตาราง 3.5: คา่คลาดเคลือ่นจากการประมาณคา่ปรพัินธโ์ดยการใช้ระเบยีบüธิ ี (3.17) เม ือ่ ε = 10−7
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จากตาราง 3.2 - 3.5 นำมาเขยีนเปน็กราฟได้ ดังรปูภาพที่ 3.2 และจะเĀน็ได้üา่ เม ือ่กำĀนดใĀ้
คา่ ε = 10−4, 10−5, 10−6 และ 10−7 ตามเง ือ่นไขทีก่ำĀนด ยังไมÿ่ามารถบอกได้üา่ใĀ้คา่คลาด
เคลือ่นทีแ่มน่ยำมากกüา่Āลักเกณฑข์องซมิปÿั์นและĀลักเกณฑÿ์ ีเ่Āล ีย่มคางĀมู (ตาราง 3.1)

รปูภาพ 3.2: กราฟคา่คลาดเคลือ่นของการประมาณคา่ปรพัินธโ์ดยการใช้ระเบยีบüธิ ี (3.17)

อยา่งไรกต็าม เราพบüา่ คา่คลาดเคลือ่นทีไ่ด้จากระเบยีบüธิ ี (3.17) มคีา่ลดลงเม ือ่ ε มคีา่ลดลง และ
เมือ่ ε = 10−7 คา่คลาดเคลือ่นทีด่ที ีÿ่ดุเกดิขึ้นเม ือ่ λ เข้าใกล้ 1

3 เพ ือ่ตรüจÿอบÿมมตฐิานนี้ เรา
กำĀนดใĀ้ n = 400, λ = 1/3 และกำĀนด ε = 10−k, k = 4, 5, 6, ..., 15 ผลลัพธเ์ชงิตัüเลขแÿดงไü้
ในตาราง 3.6 ดังนี้

คา่คลาดเคลือ่น คา่คลาดเคลือ่น
Trapezoidal

rule 1.4583× 10−5 ε = 10−9 1.9996× 10−9

Simpson’s rule 3.2773× 10−13 ε = 10−10 1.9967× 10−10

ε = 10−4 1.9990× 10−4 ε = 10−11 1.9676× 10−11

ε = 10−5 1.9999× 10−5 ε = 10−12 1.6759× 10−12

ε = 10−6 1.9999× 10−6 ε = 10−13 1.2168× 10−13

ε = 10−7 2.0000× 10−7 ε = 10−14 3.0286× 10−13

ε = 10−8 1.9999× 10−8 ε = 10−15 3.2240× 10−13

ตาราง 3.6: คา่คลาดเคลือ่นจากการประมาณคา่ปรพัินธโ์ดยการใช้ระเบยีบüธิ ี (3.17) และ กำĀนด
ε เปน็คา่ตา่ง ๆ
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ข้อÿังเกต:

• กรณี ε = 10−13 ใĀ้คา่แมน่ยำมากกüา่

– ระเบยีบüธิ ี Simpson’s rule = |(1.2168× 10−13 − 3.2773× 10−13)|× 100

3.2773× 10−13
= 62.8719%

• กรณี ε = 10−14 ใĀ้คา่แมน่ยำมากกüา่

– ระเบยีบüธิ ี Simpson’s rule = |(3.0286× 10−13 − 3.2773× 10−13)|× 100

3.2773× 10−13
= 7.5886%

• กรณี ε = 10−15 ใĀ้คา่แมน่ยำมากกüา่

– ระเบยีบüธิ ี Simpson’s rule = |(3.2240× 10−13 − 3.2773× 10−13)|× 100

3.2773× 10−13
= 1.6263%

จากข้อÿังเกตนี้ จะเĀน็üา่ ระเบยีบüธิ ีรปูแบบใĀม่ม ีคา่แมน่ยำกüา่Āลักเกณฑ์ของซมิปÿั์นถงึ
62.8719%

ตัüอยา่ง 3.8 จงประมาณ
2́

0

2e2xdx

เราจะเแÿดงคา่คลาดเคลือ่นของการประมาณคา่ปรพัินธโ์ดยการใช้ÿตูรĀลักเกณฑÿ์ ีเ่Āล ีย่มคางĀมู
และĀลักเกณฑข์องซมิปÿั์นตามลำดับ

n
คา่คลาดเคลือ่นจาก
Āลักเกณฑÿ์ีเ่Āลีย่ม

คางĀมู

คา่คลาดเคลือ่นจาก
Āลักเกณฑข์องซมิปÿั์น

10 7.1274× 10−1 4.7416× 10−4

50 2.8582× 10−2 7.6213× 10−7

100 7.1462× 10−3 4.7640× 10−8

200 1.7865× 10−3 2.9776× 10−9

400 4.4665× 10−4 1.8613× 10−10

800 1.1166× 10−4 1.1617× 10−11

ตาราง 3.7: คา่คลาดเคลือ่นจากการประมาณคา่ปรพัินธ์โดยการใช้ÿตูรĀลักเกณฑ์ÿ ีเ่Āล ีย่มคางĀมู
และĀลักเกณฑข์องซมิปÿั์น

จาก f(x) = 2e2x จะได้ f ′(x) = 4e2x ดังน้ัน γ = 4 และ Γ ≈ 218.3926001325769 ÿำĀรับ
x ∈ [0, 2]

ตอ่ไป เราจะแÿดงคา่คลาดเคลือ่นของการประมาณคา่ปรพัินธโ์ดยการใช้ระเบยีบüธิ ี (3.17) โดย
พจิารณาที่ n = 400 และกำĀนดใĀ้ ε = 0
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ÿามารถนำเขยีนเปน็กราฟได้ ดังนี้

รปูภาพ 3.3: กราฟคา่คลาดเคลือ่นของการประมาณคา่ปรพัินธโ์ดยการใช้ระเบยีบüธิ ี (3.17)

ตอ่ไป เราจะตรüจÿอบประÿทิธภิาพของระเบยีบüธิ ี (3.17) โดยกำĀนดคา่ ε เปน็คา่ตา่ง ๆ เม ือ่
n = 400 ÿำĀรับ 0 ≤ λ ≤ 1 ดังรปูภาพที่ 3.4 จะเĀน็ได้üา่ เม ือ่กำĀนดใĀ้คา่ ε = 10−4, 10−5, 10−6

และ 10−7 ตามเง ือ่นไขทีก่ำĀนด ในทำนองเดยีüกันกับตัüอยา่ง 3.7 เรายังไมÿ่ามารถÿรปุได้üา่ใĀ้คา่
คลาดเคลือ่นทีแ่มน่ยำมากกüา่Āลักเกณฑ์ของซมิปÿั์นและĀลักเกณฑ์ÿ ีเ่Āล ีย่มคางĀมู แตเ่ราทราบ
üา่ ε มผีลตอ่การประมาณคา่คลาดเคลือ่นของอนิกรัลน้ัน ๆ

รปูภาพ 3.4: กราฟคา่คลาดเคลือ่นของการประมาณคา่ปรพัินธ์โดยการใช้ระเบยีบüธิ ี (3.17) เม ือ่
ε = 10−4, 10−5, 10−6
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ดังตัüอยา่ง 3.7 เราใĀ้ λ = 1/3 และกำĀนด ε = 10−k, k = 4, 5, 6, ..., 15 ผลลัพธ์เชงิตัüเลข
แÿดงไü้ในตาราง 3.8 ดังนี้

คา่คลาดเคลือ่น คา่คลาดเคลือ่น
Trapezoidal

rule 4.4665× 10−4 ε = 10−9 7.6611× 10−8

Simpson’s rule 1.8613× 10−10 ε = 10−10 7.4936× 10−9

ε = 10−4 7.6790× 10−3 ε = 10−11 5.8185× 10−10

ε = 10−5 7.6797× 10−4 ε = 10−12 1.0928× 10−10

ε = 10−6 7.6797× 10−5 ε = 10−13 1.7843× 10−10

ε = 10−7 7.6795× 10−6 ε = 10−14 1.8535× 10−10

ε = 10−8 7.6779× 10−7 ε = 10−15 1.8601× 10−10

ตาราง 3.8: คา่คลาดเคลือ่นจากการประมาณคา่ปรพัินธโ์ดยการใช้ระเบยีบüธิ ี (3.17) และ กำĀนด
ε เปน็คา่ตา่ง ๆ

จากตาราง 3.8 จะเĀน็ได้üา่ท ี่ ε = 10−12, 10−13, 10−14 และ 10−15 ใĀ้คา่คลาดเคลือ่นทีแ่มน่ยำ
มากกüา่Āลักเกณฑÿ์ ีเ่Āล ีย่มคางĀมแูละĀลักเกณฑข์องซมิปÿั์น

ข้อÿังเกต:

• กรณี ε = 10−12 ใĀ้คา่แมน่ยำมากกüา่

– ระเบยีบüธิ ี Simpson’s rule = |(1.0928× 10−10 − 1.8613× 10−10)|× 100

(1.8613× 10−10)
= 41.2883%

• กรณี ε = 10−13 ใĀ้คา่แมน่ยำมากกüา่

– ระเบยีบüธิ ี Simpson’s rule = |(1.7843× 10−10 − 1.8613× 10−10)|× 100

(1.8613× 10−10)
= 4.1368%

• กรณี ε = 10−14 ใĀ้คา่แมน่ยำมากกüา่

– ระเบยีบüธิ ี Simpson’s rule = |(1.8535× 10−10 − 1.8613× 10−10)|× 100

(1.8613× 10−10)
= 0.4190%

• กรณี ε = 10−14 ใĀ้คา่แมน่ยำมากกüา่

– ระเบยีบüธิ ี Simpson’s rule = |(1.8601× 10−10 − 1.8613× 10−10)|× 100

(1.8613× 10−10)
= 0.0644%

จากข้อÿังเกตนี้ จะเĀน็üา่ ระเบยีบüธิ ีรปูแบบใĀม่ม ีคา่แมน่ยำกüา่Āลักเกณฑ์ของซมิปÿั์นถงึ
41.2883%



Chapter 4

ÿรปุผลการýกึþา (Conclusion)

ในการýกึþานี้ เราได้พÿิจูนก์ารüางนัยทัü่ไปของอÿมการโอÿโทรÿกี เพ ือ่ใช้ในการÿร้างระเบยีบ
üธิเีชงิตัüเลขÿำĀรับการประมาณคา่อนิทกิรัล เราจงึÿรปุได้üา่üธิเีชงิตัüเลขรปูแบบใĀม่ มคีา่แมน่ยำ
กüา่Āลักเกณฑ์ÿ ีเ่Āล ีย่มคางĀมแูละĀลักเกณฑ์ของซมิปÿั์น แตม่ข้ีอจำกัดคอื ฟงักชั์นทีน่ำมาĀาคา่
ประมาณต้องĀาอนพัุนธ์ได้ ซึง่เม ือ่เปรยีบเทยีบข้อดแีละข้อเÿยีกับüธิĀีลักเกณฑ์ของซมิปÿั์นแล้ü
เĀน็ได้ชัดüา่ ข้อดขีองรปูแบบใĀมค่อื ใĀ้คüามแมน่ยำมากกüา่Āลักเกณฑ์ของซมิปÿั์นแนน่อนเมือ่
เลอืกคา่ ε ทีเ่Āมาะÿม โดยการเลอืก ε ทีเ่Āมาะÿม คüรเลอืกคา่ทีน้่อยมาก ๆ พอกับคา่คลาดเคลือ่น
Āลักเกณฑ์ของซมิปÿั์นทีไ่ด้ และข้อเÿยีของรปูแบบใĀมค่อื คüามยากในการนำไปใช้ เน ือ่งจากต้อง

มกีารกำĀนดคา่ Γ และ γ ซึง่ขึ้นอย ูกั่บขอบเขตบนและขอบเขตลา่งของอนพัุนธแ์ตล่ะฟงักชั์น Āากมี
การปรับเปลีย่นฟงักชั์นĀรอืคา่ขอบเขตของปรพัินธ์ จะต้องกำĀนดคา่ Γ และ γ ทีใ่ช้ในการคำนüณ
ใĀมอ่กีคร้ัง และแนน่อนüา่ฟงักชั์นน้ันต้องĀาอนพัุนธไ์ด้

อยา่งไรกต็าม ในการýกึþานี้ เราได้ÿร้างรปูแบบใĀมเ่พยีงĀนึง่รปูแบบจากการüางนัยทัü่ไปของ

อÿมการโอÿโทรÿกที ีม่คีา่คüามแมน่ยำมากขึ้น ซึง่อาจจะมรีปูแบบการüางนัยทัü่ไปของอÿมการโอÿ
โทรÿกรีปูแบบอืน่ท ีใ่Ā้คา่คüามแมน่ยำทีด่กีüา่ ÿามารถนำไปýกึþาเพิม่เตมิได้ในอนาคต
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ภาคผนüก

• โปรแกรม matlab Āลักเกณฑÿ์ ีเ่Āล ีย่มคางĀมู

• โปรแกรม matlab Āลักเกณฑข์องซมิปÿั์น
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• โปรแกรม matlab รปูแบบใĀม่ ท ี่ λ = 1/3 และ ε = 10−k เม ือ่ k = 4, 5, 6, ..., 15
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• โปรแกรม matlab รปูแบบใĀม่ ท ี่ λ = 0, 0.01, 0.02, ..., 1.00 และ ε = 10−k เม ือ่ k =

4, 5, 6, ..., 15
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• โปÿเตอร์


