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บทคัดย่อ

การýึกþาครั้งนี้เน้นไปที่เÿถียรภาพยูแลมของÿมการเชิงอนุพันธ์เชิงเÿ้นอันดับÿองไม่เอกพันธุ์ที่อยู่ใน
รูป y′′ (x)+p (x) y′ (x)+q (x) y (x) = f (x) โดยที่ x ∈ I โดยใช้üิธีแปรพารามิเตอร์ในการĀาผลเฉลย
เฉพาะ และยังเป็นüิธีที่ใช้ในการýึกþาเÿถียรภาพยูแลมของÿมการเชิงอนุพันธ์เชิงเÿ้นอันดับÿองไม่เอกพันธุ์
นอกจากนั้นเรานำผลลัพธ์ที่ได้ไปใช้กับÿมการโคชี-ออยเลอร์ไม่เอกพันธุ์ และมีตัüอย่างประกอบเพื่อแÿดง
ใĀ้เĀ็นü่าÿอดคล้องกับทฤþฎีบทที่นำเÿนอ

Abstract

This study is focused on the Ulam stability of second order nonhomogeneous linear
differential equations of the form y′′ (x) + p (x) y′ (x) + q (x) y (x) = f (x) where x ∈ I by
using the method of variation of parameters to find the particular solution and this method
is also utilized to study the Ulam stability of second order nonhomogeneous linear dif-
ferential equations. Furthermore, we apply the obtained results to the nonhomogeneous
Cauchy-Euler equations. Some examples are given to show that the proposed theorems
are satisfied.
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บทที่ 1

บทนำ (Introduction)

การค้นคü้าอิÿระนี้ เพื่อýึกþาเÿถียรภาพยูแลมของÿมการเชิงอนุพันธ์ เชิง เÿ้นไม่ เอกพันธุ์ อันดับÿองที่มี
ÿัมประÿิทธิ์ เป็นตัüแปร โดยการใช้ทฤþฎีบทและยกตัüอย่างประกอบเพื่อแÿดงใĀ้ เĀ็นü่าÿอดคล้องกับ
ทฤþฎีบท ในการแÿดงการĀาเÿถียรภาพยูแลมนี้จะกำĀนดอีกÿมการโดยมีตัüคüบคุม เพื่อเปรียบเทียบ
ผลเฉลยทั่üไปของทั้งÿองÿมการซึ่งผลเฉลยทั่üของÿมการเชิงอนุพันธ์ เชิงเÿ้นไม่ เอกพันธุ์อันดับÿอง จะ
ใช้üิธีการแปรพารามิเตอร์ĀาในการĀาผลเฉลยเฉพาะเนื่องจากเป็นüิธีที่ครอบคลุมในการĀาผลเฉลยของ
ÿมการเชิงอนุพันธ์เชิงเÿ้นไม่เอกพันธุ์อันดับÿอง และนำทฤþฎีที่ได้ไปประยุกต์ใช้กับÿมการเชิงอนุพันธ์ที่มี
ÿัมประÿิทธิ์เป็นค่าคงที่ และÿมการโคชี-ออยเลอร์ไม่เอกพันธุ์



บทที่ 2

คüามรู้พื้นฐาน (Preliminaries)

บทนิยาม 2.1 [1] ÿมการที่ประกอบด้üยตัüแปรอิÿระ ตัüแปรตาม และอนุพันธ์ÿามัญของตัüแปรตามเทียบ
กับตัüแปรอิÿระĀนึ่งตัüเท่านั้น จะเรียกÿมาการนี้ü่า ÿมการเชิงอนุพันธ์ÿามัญ (ordinary differential
equation)

บทนิยาม 2.2 [1] ÿมการเชิงอนุพันธ์ÿามัญเชิงเÿ้นอันดับ n (linear ordinary differential equation
of order n) ในตัüแปรตาม y และตัüแปรอิÿระ x คือ ÿมการเชิงอนุพันธ์ÿามัญที่ÿามารถเขียนอยู่ในรูป

a0(x)
dny

dxn
+ a1(x)

dn−1y

dxn−1
+ ...+ an−1(x)

dy

dx
+ an(x)y = b(x) (2.1)

เมื่อ a0(x), a1(x), ..., an(x) และ b(x) เป็นฟังก์ชันที่นิยามบนช่üงใดช่üงĀนึ่งของจำนüนจริง และ
a0(x) ̸= 0 ถ้า b(x) ̸= 0 จะเรียกÿมการ (2.1) ü่า ÿมการไม่เอกพันธ์ุ (nonhomogeneous equation)
และถ้าใĀ้ b(x) = 0 จะเรียกÿมการ (2.1) ü่า ÿมการเอกพันธุ์ (homogeneous equation) ซึ่งมีรูปแบบ
คือ

a0(x)
dny

dxn
+ a1(x)

dn−1y

dxn−1
+ ...+ an−1(x)

dy

dx
+ an(x)y = 0 (2.2)

บทนิยาม 2.3 [1] ผลเฉลยของÿมการ (2.1) จะประกอบไปด้üยÿองÿ่üนคือ ผลเฉลยของÿมการเอกพันธุ์
(homogeneous solution) และผลเฉลยเฉพาะ (particular solution) คือผลเฉลยของÿมการไม่เอก
พันธ์ุ ดังนั้น ผลเฉลยทั่üไป ของÿมการ (2.1) มีรูปแบบ

y(x) = yc(x) + yp(x)

เมื่อ yc(x) คือผลเฉลยของÿมการเอกพันธุ์ ÿ่üน yp(x) คือผลเฉลยเฉพาะ

บทนิยาม 2.4 [1] üิธีแปรพารามิเตอร์ เป็นĀนึ่งในüิธีการĀาผลเฉลยของÿมการเชิงอนุพันธ์เชิงเÿ้นไม่เอก
พันธุ์ และÿมการเชิงอนุพันธ์ไม่เชิงเÿ้นไม่เอกพันธุ์ที่มีÿัมประÿิทธิ์เป็นค่าคงที่ Āรือเป็นตัüแปร

พิจารณา ÿมการเชิงอนุพันธ์เชิงเÿ้นไม่เอกพันธ์ุอันดับÿองคือÿมการที่อยู่ในรูป

a0(x)y
′′(x) + a1(x)y

′(x) + a2(x)y(x) = b(x) (2.3)

เมื่อ a0(x), a1(x), a2(x) และ b(x) เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่üง I และ a0(x) ̸= 0 ใน I

ใĀ้ c1y1(x) + c2y2(x) เป็นผลเฉลยÿมการเอกพันธุ์ของ (2.3) นั่นคือ

yc(x) = c1y1(x) + c2y2(x) (2.4)



3

แทนตัüคงค่าไม่เจาะจง c1 และ c2 ในÿมการ (2.4) ด้üย u1(x) และ u2(x) ตามลำดับจะได้ü่า

yp(x) = u1(x)y1(x) + u2(x)y2(x) (2.5)

เป็นผลเฉลยของÿมการไม่เอกพันธุ์ จากนั้นĀา u1(x) และ u2(x) เนื่องจากตัüไม่ทราบค่ามี 2 ตัü
ดังนั้นจะต้องมีเงื่อนไข 2 เงื่อนไขเพราะฉะนั้นจากÿมการ (2.5) Āาอนุพันธ์จะได้

y′p(x) = u1(x)y
′
1(x) + u′

1(x)y1(x) + u2(x)y
′
2(x) + u′

2(x)y2(x) (2.6)

ซึ่งÿามารถกำĀนดเงื่อนไขแรกได้ดังนี้

u′
1(x)y1(x) + u′

2(x)y2(x) = 0 (2.7)

จากÿมการ (2.7) ทำใĀ้ÿมการ (2.6) ได้เป็น

y′p(x) = u1(x)y
′
1(x) + u2(x)y

′
2(x) (2.8)

ต่อไปจะĀาอนุพันธ์ของ (2.8) จะได้ü่า

y′′p(x) = u′
1(x)y

′
1(x) + u1(x)y

′′
1(x) + u′

2(x)y
′
2(x) + u2(x)y

′′
2(x)

แทนค่า yp(x), y′p(x) และ y′p(x) ลงในÿมการ (2.3) จะได้ü่า

b(x) = a0(x)[u1(x)y
′′
1(x) + u′

1(x)y
′
1(x) + u2(x)y

′′
2(x) + u′

2(x)y
′
2(x)]

+ a1(x)[u1(x)y1(x) + u′
2(x)y

′
2(x)]

+ a2(x)[u1(x)y1(x) + u1(x)y1(x)]

จัดÿมการใĀม่จะได้เป็น

b(x) = u1(x)[a0(x)y
′′
1(x) + a1(x)y

′
1(x) + a2(x)y1(x)]

+ u2(x)[a0(x)y
′′
2(x) + a1(x)y

′
2(x) + a2(x)y2(x)]

+ a0(x)[u
′
1(x)y

′
1(x) + u′

2(x)y
′
2(x)] (2.9)

เนื่องจาก y1(x) และ y2(x) เป็นผลเฉลยÿมการเอกพันธุ์ของ (2.3) ทำใĀ้พจน์ที่Āนึ่งและพจน์ที่ÿองของ
ÿมการ (2.9) มีค่าเป็นýูนย์ ดังนั้นÿมการ (2.9) จะอยู่ในรูป

u′
1(x)y

′
1(x) + u′

2(x)y
′
2(x) =

b(x)

a0(x)
(2.10)

ซึ่งเป็นเงื่อนไขที่ÿอง ดังนั้นจากÿมการ (2.7) และ (2.10) จะเป็นระบบÿมการคือ

u′
1(x)y1(x) + u′

2(x)y2(x) = 0

u′
1(x)y

′
1(x) + u′

2(x)y
′
2(x) =

b(x)

a0(x)
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Āา u′
1(x) และ u′

2(x) จากการแก้ระบบÿมการโดยใช้กฎคราเมอร์ จะได้ü่า

u′
1(x) =

∣∣∣∣∣∣

0 y2(x)
b(x)

a0(x)
y′2(x)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣

=
−y2(x)

y1(x)y′2(x)− y2(x)y′1(x)
· b(x)

a0(x)
(2.11)

และ

u′
1(x) =

∣∣∣∣∣∣

y1(x) 0

y′1(x)
b(x)

a0(x)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣

=
y1(x)

y1(x)y′2(x)− y2(x)y′1(x)
· b(x)

a0(x)
(2.12)

อินทิเกรตทั้งÿองข้างของÿมการ (2.11) และ (2.12) เทียบตัüแปร t จาก x0 ถึง x

u1(x) + ĉ1 =

ˆ x

x0

−y2(t)b(t)

a0(t)W
dt

u2(x) + ĉ2 =

ˆ x

x0

y1(t)b(t)

a0(t)W
dt

แทน u1(x) และ u2(x) ใน (2.5) จะได้ผลเฉลยเฉพาะ yp(x) ของÿมการ (2.3) ดังต่อไปดังนี้

yp(x) = ĉ1y1(x) + ĉ2y2(x) + y1(x)

ˆ x

x0

−y2(t)b(t)

a0(t)W (y1, y2)(t)
dt+ y2(x)

ˆ x

x0

y1(t)b(t)

a0(t)W (y1, y2)(t)
dt

เมื่อ ĉ1, ĉ2 เป็นค่าคงตัü และÿามารถเขียนในรูปทั่üไปได้ตามÿมการนี้

yp(x) = ĉ1y1(x) + ĉ2y2(x) + y1(x)

ˆ x

x0

W1(t)

W (y1, y2)(t)
dt+ y2(x)

ˆ x

x0

W2(t)

W (y1, y2)(t)
dt (2.13)

เมื่อ Wi(x) คือรอนÿเกียนที่แทนคอลัมน์ที่ i ด้üย

[
0

b(x)
a0(x)

]

และ W (y1, y2)(x) =

∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣ , ∀x ∈ I

ในบทนิยามต่อไปนี้จะกล่าüถึงÿมการโคชี-ออยเลอร์และการเปลี่ยนÿมการจากÿมการโคชี-ออยเลอร์
เป็นÿมการเชิงอนุพันธ์เชิงเÿ้นที่มีÿัมประÿิทธิ์เป็นค่าคงตัü

บทนิยาม 2.5 [1] ÿมการโคชี-ออยเลอร์ คือÿมการเชิงอนุพันธ์ÿามัญเชิงเÿ้นที่มีÿัมประÿิทธิ์เป็นตัüแปรจะ
อยู่ในรูป

a0x
n d

ny

dxn
+ a1x

n−1 d
n−1y

dxn−1
+ ...+ an−1x

dy

dx
+ any = f(x) (2.14)
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เมื่อ a0, a1, ..., an เป็นค่าคงตัü ถ้าแทนค่าตัüแปร x ในÿมการ(2.14) ด้üย et แล้üÿมการ (2.14) จะเปลี่ยน
เป็นÿมการเชิงอนุพันธ์เชิงเÿ้นที่มีÿัมประÿิทธิ์เป็นค่าคงตัüที่มี t เป็นตัüแปรอิÿระอยู่ในรูป

b0
dny

dtn
+ b1

dn−1y

dtn−1
+ ...+ bn−1

dy

dt
+ bny = f(et) = F (t) (2.15)

เมื่อ b0, b1, ..., bn เป็นค่าคงตัü ÿมการโคชี-ออยเลอร์ไม่เอกพันธ์ุÿามารถมีได้ n อันดับแต่ในงานนี้จะกล่าü
ถึงเฉพาะอันดับÿอง

ในทฤþฎีบทต่อไปนี้เราจะกล่าüถึงฟังก์ชันที่ÿามารถĀาปริพันธ์ได้เพื่อใช้ในการคำนüณĀาระยะของผล
เฉลยทั่üไปของÿมการเชิงอนุพันธ์ไม่เอกพันธ์ุ

ทฤþฎีบท 2.6 [3] ถ้า f : [a, b] → R Āาปริพันธ์ได้บน [a, b] แล้ü |f | Āาปริพันธ์ได้บน [a, b] และ
∣∣∣∣
ˆ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤
ˆ b

a

|f(x)| dx

บทนิยามÿุดท้ายนี้กล่าüถึงมีเÿถียรภาพยูแลมของÿมการเชิงอนุพันธ์เชิงเÿ้นไม่เอกพันธุ์อันดับÿอง

บทนิยาม 2.7 [4] ÿมการเชิงอนุพันธ์เชิงเÿ้นอันดับÿองไม่เอกพันธุ์ที่มีÿัมประÿิทธิ์เป็นตัüแปร

y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = f(x) (2.16)

ใĀ้ I เป็นช่üงใดๆ โดยที่ p ∈ C(I) และ q ∈ C(I) มีเÿถียรภาพยูแลม เมื่อมี L > 0 ที่ÿำĀรับทุก

ε > 0 และทุก yϕ ∈ C2(I) ÿอดคล้องกับ

|y′′ϕ(x) + p(x)y′ϕ(x) + q(x)yϕ(x)− f(x)| ≤ ε

ÿำĀรับ x ∈ I และจะมีผลเฉลย y ∈ C2(I) ของÿมการ (2.16) ซึ่ง

|yϕ(x)− y(x)| ≤ Lε

ÿำĀรับ x ∈ I ในที่นี้เรียก L ü่าค่าคงที่ยูแลม



บทที่ 3

ผลการýึกþา (Main results)

ในผลการýึกþาจะกล่าüถึงทฤþฎีบทที่เกี่ยüข้องกับการมีเÿถียรภาพยูแลมของÿมการเชิงอนุพันธ์เชิงเÿ้นไม่
เอกพันธุ์อันดับÿองและÿมการโคชี-ออยเลอร์ไม่เอกพันธุ์โดยพิจารณาจากผลเฉลยทั่üไปของทั้งÿองÿมการ
พร้อมพิÿูจน์ กำĀนดÿมการเชิงอนุพันธ์เชิงเÿ้นไม่เอกพันธุ์อันดับÿอง

y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = f(x) (3.1)

โดย x ∈ I, p, q, f ∈ C(I)

จากüิธีการแปรพารามิเตอร์ในบทนิยาม 2.4 ทำใĀ้ได้ü่าผลเฉลยทั่üไปของÿมการเชิงอนุพันธ์เชิงเÿ้นไม่
เอกพันธ์อันดับÿอง (3.1) เป็นไปตามทฤþฎีบทต่อไปนี้

ทฤþฎีบท 3.1 ใĀ้ p, q, f ∈ C(I,R) และ y1(x), y2(x) เป็นผลเฉลยÿมการเอกพันธุ์ของ (3.1) แล้ü
ผลเฉลยทั่üไป y(x) ของ (3.1) จะอยู่ในรูป

y(x) = yc(x)+yp(x) = c1y1(x)+c2y2(x)+y1(x)

ˆ x

x0

W1(t)

W (y1, y2)(t)
dt+y2(x)

ˆ x

x0

W2(t)

W (y1, y2)(t)
dt

เมื่อ c1, c2 เป็นค่าคงตัü, Wi(x) คือรอนÿเกียนที่แทนคอลัมน์ที่ i ด้üย

[
0

f(x)

]

และ W (y1, y2)(x) =

∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣ , ∀x ∈ I

ต่อไปจะเป็นทฤþฎีที่ เกี่ยüข้องกับการมี เÿถียรภาพยูแลมของÿมการเชิงอนุพันธุ์ เชิงเÿ้นไม่ เอกพันธุ์
อันดับÿอง (3.1)

ทฤþฎีบท 3.2 ใĀ้ p, q, f ∈ C(I,R) และ y1(x), y1(x) เป็นผลเฉลยÿมการเอกพันธุ์ของ (3.1) ÿมมติใĀ้
ϕ : I → [0,∞) เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง ถ้า yϕ ∈ C2(I,R) ÿอดคล้องกับอÿมการ

∣∣y′′ϕ(x) + p(x)y′ϕ(x) + q(x)yϕ(x)− f(x)
∣∣ ≤ ϕ(x), ∀x ∈ I (3.2)

แล้üจะมี y ∈ C2(I,R) นั่นคือ y(x) ที่ÿอดคล้องกับ (3.1) ที่ทำใĀ้

|yϕ(x)− y(x)| ≤
∣∣∣∣
ˆ x

x0

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ϕ(t) dt
∣∣∣∣
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ÿำĀรับทุก x ∈ I โดย W (y1, y2)(t, x) =

∣∣∣∣∣
y1(t) y2(t)

y1(x) y2(x)

∣∣∣∣∣
พิÿูจน์ กำĀนดใĀ้

y′′ϕ(x) + p(x)y′ϕ(x) + q(x)yϕ(x) := fϕ(x) (3.3)

โดยที่ fϕ(x) = f(x) + ϕ(x)

จากทฤþฎีบท 3.1 ได้ü่า

yϕ(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + y1(x)

ˆ x

x0

−y2(t)fϕ(t)

W (y1, y2)(t)
dt+ y2(x)

ˆ x

x0

y1(t)fϕ(t)

W (y1, y2)(t)
dt

และ

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + y1(x)

ˆ x

x0

−y2(t)f(t)

W (y1, y2)(t)
dt+ y2(x)

ˆ x

x0

y1(t)f(t)

W (y1, y2)(t)
dt

ซึ่งเป็นผลเฉลยทั่üไปของ (3.3) และ (3.1) ตามลำดับ
พิจารณา

|yϕ(x)− y(x)| =
∣∣∣∣y1(x)

ˆ x

x0

−y2(t) (fϕ(t)− f(t))

W (y1, y2)(t)
dt+ y2(x)

ˆ x

x0

y1(t) (fϕ(t)− f(t))

W (y1, y2)(t)
dt

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
ˆ x

x0

−y1(x)y2(t) (fϕ(t)− f(t))

W (y1, y2)(t)
dt+

ˆ x

x0

y2(x)y1(t) (fϕ(t)− f(t))

W (y1, y2)(t)
dt

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
ˆ x

x0

−y1(x)y2(t) (fϕ(t)− f(t)) + y2(x)y1(t) (fϕ(t)− f(t))

W (y1, y2)(t)
dt

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
ˆ x

x0

(fϕ(t)− f(t))(−y1(x)y2(t) + y2(x)y1(t))

W (y1, y2)(t)
dt

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
ˆ x

x0

(f(t) + ϕ(t)− f(t))(−y1(x)y2(t) + y2(x)y1(t))

W (y1, y2)(t)
dt

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
ˆ x

x0

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ϕ(t) dt
∣∣∣∣

ÿำĀรับทุก x ∈ I

O
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บทแทรก 3.3 ใĀ้ p, q, f ∈ C([a, b],R) ÿำĀรับ ε > 0 ถ้า yϕ ∈ C2([a, b],R) เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที่Āา
อนุพันธ์อันดับได้ถึงอันดับÿองซึ่งÿอดคล้องกับอÿมการ

∣∣y′′ϕ(x) + p(x)y′ϕ(x) + q(x)yϕ(x)− f(x)
∣∣ ≤ ε

แล้üจะมีผลเฉลย y ∈ C2([a, b],R) ของÿมการ (2.3) ที่ทำใĀ้

|yϕ(x)− y(x)| ≤ Lε

ÿำĀรับทุก x ∈ [a, b] โดย

L = max
x∈[a,b]

ˆ x

a

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ dt =
ˆ b

a

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ dt

พิÿูจน์ กำĀนดใĀ้
y′′ϕ(x) + p(x)y′ϕ(x) + q(x)yϕ(x) := fε(x) (3.4)

โดยที่ fε(x) = f(x) + ε

จากทฤþฎีบท 3.2 จะได้ü่า

|yϕ(x)− y(x)| ≤
∣∣∣∣
ˆ x

x0

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ϕ(t) dt
∣∣∣∣

ถ้าแทน ϕ(t) ด้üย ε โดย [x0, x] = [a, b] จะได้ü่า

|yϕ(x)− y(x)| ≤
∣∣∣∣
ˆ b

a

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ε dt

∣∣∣∣

≤ Lε

กำĀนดÿมการโคชี-ออยเลอร์ไม่เอกพันธุ์อันดับÿอง

x2y′′(x) + µxy′(x) + vy(x) = f(x) (3.5)

โดย f ∈ C([a, b],R) และ µ, v ∈ R, 0 < a < b จากüิธีการแปรพารามิเตอร์ในบทนิยาม 2.4 ทำใĀ้ได้
ü่าผลเฉลยทั่üไปของÿมการเชิงอนุพันธ์เชิงเÿ้นไม่เอกพันธ์อันดับÿอง (3.5) เป็นไปตามทฤþฎีบทต่อไปนี้

ทฤþฎีบท 3.4 ใĀ้ f ∈ C([a, b],R) และ µ, v ∈ R, 0 < a < b โดย y1(x), y2(x) เป็นผลเฉลยเอกพันธุ์
ของ (3.5) แล้üผลเฉลยทั่üไป y(x) ของ (3.5) จะอยู่ในรูป

y(x) = yc(x)+yp(x) = c1y1(x)+c2y2(x)+y1(x)

ˆ x

x0

W1(t)

W (y1, y2)(t)
dt+y2(x)

ˆ x

x0

W2(t)

W (y1, y2)(t)
dt

เมื่อ c1, c2 เป็นค่าคงตัü, Wi(x) คือรอนÿเกียนที่แทนคอลัมน์ที่ i ด้üย

[
0

f(x)
x2

]

และ W (y1, y2)(x) =

∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣ , ∀x ∈ I
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ต่อไปจะเป็นทฤþฎีที่เกี่ยüข้องการมีเÿถียรภาพยูแลมของÿมการโคชี-ออยเลอร์ (3.5)

ทฤþฎีบท 3.5 ใĀ้ f ∈ C([a, b],R), µ, v ∈ R และ y1(x), y2(x) เป็นผลเฉลยเอกพันธุ์ของ (3.5)
ÿมมติใĀ้ ε > 0 ถ้า yϕ ∈ C2(I,R) ÿอดคล้องกับอÿมการ

|x2y′′ϕ(x) + µxy′ϕ(x) + vyϕ(x)− f(x)| ≤ ε, ∀x ∈ [a, b] (3.6)

แล้üจะมี y ∈ C2(I,R) นั่นคือ y(x) ที่ÿอดคล้องกับ (3.5) ที่ทำใĀ้

|yϕ(x)− y(x)| ≤ ε

∣∣∣∣
ˆ x

x0

1

t2

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ dt
∣∣∣∣

ÿำĀรับทุก x ∈ [a, b] โดย W (y1, y2)(t, x) =

∣∣∣∣∣
y1(t) y2(t)

y1(x) y2(x)

∣∣∣∣∣

พิÿูจน์ กำĀนดใĀ้
x2y′′ϕ(x) + µxy′ϕ(x) + vyϕ(x) := fε(x) (3.7)

โดยที่ fε(x) = f(x) + ε

จากทฤþฎีบท 3.4 ได้ü่า

yϕ(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + y1(x)

ˆ x

x0

−y2(t)fε(t)

t2W (y1, y2)(t)
dt+ y2(x)

ˆ x

x0

y1(t)fε(t)

t2W (y1, y2)(t)
dt

และ

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + y1(x)

ˆ x

x0

−y2(t)f(t)

t2W (y1, y2)(t)
dt+ y2(x)

ˆ x

x0

y1(t)f(t)

t2W (y1, y2)(t)
dt

ซึ่งเป็นผลเฉลยทั่üไปของ (3.4) และ (3.1) ตามลำดับ
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พิจารณา

|yϕ(x)− y(x)| =
∣∣∣∣y1(x)

ˆ x

x0

−y2(t) (fε(t)− f(t))

t2W (y1, y2)(t)
dt+ y2(x)

ˆ x

x0

y1(t) (fε(t)− f(t))

t2W (y1, y2)(t)
dt

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
ˆ x

x0

−y1(x)y2(t) (fε(t)− f(t))

t2W (y1, y2)(t)
dt+

ˆ x

x0

y2(x)y1(t) (fε(t)− f(t))

t2W (y1, y2)(t)
dt

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
ˆ x

x0

−y1(x)y2(t) (fε(t)− f(t)) + y2(x)y1(t) (fε(t)− f(t))

t2W (y1, y2)(t)
dt

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
ˆ x

x0

(fε(t)− f(t))(−y1(x)y2(t) + y2(x)y1(t))

t2W (y1, y2)(t)
dt

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
ˆ x

x0

(f(t) + ε− f(t))(−y1(x)y2(t) + y2(x)y1(t))

t2W (y1, y2)(t)
dt

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
ˆ x

x0

ε

t2

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ dt

∣∣∣∣

= ε

∣∣∣∣
ˆ x

x0

1

t2

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ dt

∣∣∣∣

ดังนั้น
|yϕ(x)− y(x)| ≤ Lε

ÿำĀรับทุก x ∈ [a, b] โดย

L = max
x∈[a,b]

ˆ x

a

1

t2

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ dt

ในขั้นตอนต่อไปจะนำบทแทรกที่ 3.3 ไปประยุกต์ ใช้กับÿมการเชิงอนุพันธ์ เชิง เÿ้นไม่ เอกพันธุ์ที่ มี
ÿัมประÿิทธิ์เป็นค่าคงที่โดยแบ่งพิจารณาเป็น 3 กรณีตามรากของÿมการช่üยของÿมการเอกพันธุ์ดังนี้
กรณีแรกคือ รากของÿมการช่üยเป็นจำนüนจริงÿองตัüที่แตกต่างกัน
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บทแทรก 3.6 กำĀนดÿมการเชิงอนุพันธ์ไม่เอกพันธุ์อันดับÿอง

y′′(x) + γy′(x) + δy(x) = f(x) (3.8)

โดย γ, δ เป็นจำนüนจริง และ f ∈ C(I,R) ซึ่งมีÿมการช่üยคือ

m2 + γm+ δ = 0 (3.9)

ใĀ้ ϕ : I → [0,+∞) เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง และÿมการช่üยมีรากเป็นจำนüนจริงÿองตัüที่แตกต่างกัน
m1 และ m2 ถ้า yϕ ∈ C2(I,R) ÿอดคล้องกับอÿมการเชิงอนุพันธ์

|y′′ϕ(x) + γy′ϕ(x) + δyϕ(x)− f(x)| ≤ ϕ(x) (3.10)

ÿำĀรับทุก x ∈ I แล้üจะมีผลเฉลยของ y ∈ C2(I,R) ของÿมการ (3.8) ที่ซึ่ง

|yϕ(x)− y(x)| ≤ 1

|m1 −m2|

∣∣∣∣
ˆ x

x0

∣∣em2(x−t) − em1(x−t)
∣∣ϕ(t) dt

∣∣∣∣

ÿำĀรับทุก x ∈ I

พิÿูจน์ กำĀนดใĀ้ y1(x) = em1x และ y2(x) = em2x

พิจารณา

W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)
=

y1(t)y2(x)− y1(x)y2(t)

y1(t)y′2(t)− y′1(t)y2(t)

=
em1t · em2x − em1x · em2t

em1t ·m2em2t −m1em1t · em2t

=
em2x

m2em2t −m1em2t
− em1x

m2em1t −m1em1t

=
em2x

em2t(m2 −m1)
− em1x

em1t(m2 −m1)

=
1

m2 −m1

(
em2(x−t) − em1(x−t)

)

และจะได้ü่า
ˆ x

x0

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ dt =

ˆ x

x0

∣∣∣∣
1

m2 −m1

(
em2(x−t) − em1(x−t)

)∣∣∣∣ dt

=
1

|m2 −m1|

ˆ x

x0

∣∣em2(x−t) − em1(x−t)
∣∣ dt
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เนื่องจากทฤþฎีบท 3.2 จะได้ü่า

|yϕ(x)− y(x)| ≤
∣∣∣∣
ˆ x

x0

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ϕ(t) dt
∣∣∣∣

≤ 1

|m2 −m1|

∣∣∣∣
ˆ x

x0

∣∣em2(x−t) − em1(x−t)
∣∣ϕ(t) dt

∣∣∣∣

บทแทรกต่อไปจะกล่าüถึงการมีเÿถียรภาพยูแลมของÿมการเชิงอนุพันธ์เชิงเÿ้นเอกพันธ์อันดับÿองที่มี
รากของÿมการช่üยเป็นจำนüนจริงÿองจำนüนที่มีค่าเท่ากัน

บทแทรก 3.7 ใĀ้ ϕ : I → [0,+∞) เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง และÿมการช่üยมีรากเป็นจำนüนจริงÿองตัüที่
เĀมือนกัน m1 = m2 ถ้า yϕ ∈ C2(I,R) ÿอดคล้องกับอÿมการเชิงอนุพันธ์ (3.10) ÿำĀรับทุก x ∈ I

แล้üจะมีผลเฉลยของ y ∈ C2(I,R) ของÿมการ (3.8) ที่ซึ่ง

|yϕ(x)− y(x)| ≤
∣∣∣∣
ˆ x

x0

∣∣(x− t)em1(x−t)
∣∣ϕ(t) dt

∣∣∣∣

ÿำĀรับทุก x ∈ I

พิÿูจน์ กำĀนดใĀ้ y1(x) = em1x และ y2(x) = xem1x

พิจารณา

W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)
=

y1(t)y2(x)− y1(x)y2(t)

y1(t)y′2(t)− y′1(t)y2(t)

=
em1t(xem1x)− em1x(tem1t)

e2m1t(m1t+ 1)− e2m1t(m1t)

=
em1t(xem1x)

e2m1t(m1t+ 1−m1t)
− em1t(tem1x)

e2m1t(m1t+ 1−m1t)

=
xem1x

em1t
− tem1x

em1t

=
(x− t)em1x

em1t

= (x− t)em1(x−t)

และจะได้ü่า
ˆ x

x0

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ dt =

ˆ x

x0

∣∣(x− t)em1(x−t)
∣∣ dt
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เนื่องจากทฤþฎีบท 3.2 จะได้ü่า

|yϕ(x)− y(x)| ≤
∣∣∣∣
ˆ x

x0

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ϕ(t) dt
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
ˆ x

x0

∣∣(x− t)em1(x−t)
∣∣ϕ(t) dt

∣∣∣∣

บทแทรกต่อไปจะกล่าüถึงการมีเÿถียรภาพยูแลมของÿมการเชิงอนุพันธ์เชิงเÿ้นเอกพันธ์อันดับÿองที่มี
รากของÿมการช่üยเป็นจำนüนเชิงซ้อน

บทแทรก 3.8 ใĀ้ ϕ : I → [0,+∞) เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง และÿมการช่üยมีรากเป็นจำนüนเชิงซ้อน และ
ÿังยุคของจำนüนเชิงซ้อน คือ m1 = α + βi และ m2 = α − βi ถ้า yϕ ∈ C2(I,R) ÿอดคล้องกับ
อÿมการเชิงอนุพันธ์ (3.10) ÿำĀรับทุก x ∈ I แล้üจะมีผลเฉลยของ y ∈ C2(I,R) ของÿมการ (3.8) ที่ซึ่ง

|yϕ(x)− y(x)| ≤ 1

β

∣∣∣∣
ˆ x

x0

∣∣eα(x−t) sin [β(x− t)]
∣∣ϕ(t) dt

∣∣∣∣

ÿำĀรับทุก x ∈ I

พิÿูจน์ กำĀนดใĀ้ y1(x) = eαx cos βx และ y2(x) = eαx sin βx

พิจารณา

W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)
=

y1(t)y2(x)− y1(x)y2(t)

y1(t)y′2(t)− y′1(t)y2(t)

=
eαteαx(cos βt sin βx)− eαteαx(cos βx sin βt)

e2αt(β cos2 βt+ α sin βt cos βt)− e2αt(−β sin2 βt+ α sin βt cos βt)

=
eα(x+t)(cos βt sin βx− cos βx sin βt)

e2αt(β cos2 βt+ β sin2 βt)

=
eα(x+t)(sin[β(x− t)])

e2αtβ

=
eα(x−t)(sin[β(x− t)])

β

และจะได้ü่าˆ x

x0

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ dt =

ˆ x

x0

∣∣∣∣
eα(x−t)(sin[β(x− t)])

β

∣∣∣∣ dt

=
1

β

ˆ x

x0

∣∣eα(x−t)(sin [β(x− t)])
∣∣ dt
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เนื่องจากทฤþฎีบท 3.2 จะได้ü่า

|yϕ(x)− y(x)| ≤
∣∣∣∣
ˆ x

x0

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ϕ(t) dt
∣∣∣∣

≤ 1

β

∣∣∣∣
ˆ x

x0

∣∣eα(x−t)(sin [β(x− t)])
∣∣ϕ(t) dt

∣∣∣∣

ในขั้นตอนต่อไปได้บทแทรกที่ 3.3 ไปประยุกต์ใช้กับÿมการโคชี-ออยเลอร์ไม่เอกพันธุ์
กรณีแรกคือ รากของÿมการช่üยของÿมการโคชี-ออยเลอร์เกพันธุ์เป็นจำนüนจริงÿองตัüที่แตกต่างกัน

บทแทรก 3.9 กำĀนดÿมการออยเลอร์-โคชีอันดับÿอง

x2y′′(x) + µxy′(x) + vy(x) = f(x) (3.11)

โดย µ, v เป็นจำนüนจริง และ f ∈ C([a, b],R), 0 < a < b ÿามารถเปลี่ยนใĀ้เป็นÿมการเชิงอนุพันธ์เชิง

เÿ้นที่มีÿัมประÿิทธิ์เป็นค่าคงที่ที่มี t เป็นตัüแปรอิÿระโดยใĀ้ x = et จะได้ t = ln x และ
dt

dx
=

1

x
จากกฎลูกโซ่ของอนุพันธ์ จะได้ü่า

dy

dx
=

dy

dt
· dt
dx

=
1

x
· dy
dt

และ

d2y

dx2
=

1

x2

(
d2y

dt2
− dy

dt

)

แทนค่า
dy

dx
และ

d2y

dx2
ในÿมการ (3.11) จะได้

x2

(
1

x2

(
d2y

dt2
− dy

dt

))
+ µx

(
1

x
· dy
dt

)
+ vy(t) = f(et)

d2y

dt2
− dy

dt
+ µ

dy

dt
+ vy(t) = F (t)

d2y

dt2
+ (µ− 1)

dy

dt
+ vy(t) = F (t) (3.12)

ÿมการช่üยของÿมการ (3.12) คือ

m2 + (µ− 1)m+ v = 0 (3.13)

ใĀ้ f ∈ C([a, b],R) และ µ, v ∈ R โดย (µ − 1)2 − 4v > 0 นั่นคือ ÿมการช่üยมีรากเป็นจำนüนจริง
ÿองตัüที่แตกต่างกันคือ m1 และ m2
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กำĀนดใĀ้ ε > 0 ถ้า yϕ ∈ C2([a, b],R) ÿอดคล้องกับอÿมการเชิงอนุพันธ์

|x2y′′ϕ(x) + µxy′ϕ(x) + vyϕ(x)− f(x)| ≤ ε (3.14)

ÿำĀรับทุก x ∈ [a, b] แล้üจะมีผลเฉลยของ y ∈ C2([a, b],R) ของÿมการ (3.11) ที่ซึ่ง

|yϕ(x)− y(x)| ≤ ε

|m2 −m1|
max
x∈[a,b]

ˆ x

a

1

t

∣∣∣
(x
t

)m2

−
(x
t

)m1
∣∣∣ dt

ÿำĀรับทุก x ∈ [a, b]

พิÿูจน์ กำĀนดใĀ้ y1(x) = xm1 และ y2(x) = xm2

พิจารณา

W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)
=

y1(t)y2(x)− y1(x)y2(t)

y1(t)y′2(t)− y′1(t)y2(t)

=
tm1xm2 − xm1tm2

tm1 ·m2tm2−1 −m1tm1−1 · tm2

=
tm1xm2

tm1(m2tm2−1 −m1tm2−1)
− xm1tm2

tm2(m2tm1−1 −m1tm1−1)

=
xm2

tm2−1(m2 −m1)
− xm1

tm1−1(m2 −m1)

=
1

m2 −m1

[
t
((x

t

)m2

−
(x
t

)m1
)]

และจะได้ü่า
ˆ x

x0

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ dt =
1

|m2 −m1|

∣∣∣∣
ˆ x

x0

[
t
((x

t

)m2

−
(x
t

)m1
)]

dt

∣∣∣∣

เนื่องจากทฤþฎีบท 3.5 จะได้ü่า

|yϕ(x)− y(x)| ≤ Lε

≤ max
x∈[a,b]

ˆ x

a

1

t2

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ dt · ε

≤ ε

|m2 −m1|
max
x∈[a,b]

ˆ x

a

1

t

∣∣∣
(x
t

)m2

−
(x
t

)m1
∣∣∣ dt

บทแทรกต่อไปจะกล่าüถึงการมีเÿถียรภาพยูแลมของÿมการโคชี-ออยเลอร์ที่มีรากของÿมการช่üยของ
ÿมการเอกพันธ์ุเป็นจำนüนจริงÿองจำนüนที่มีค่าเท่ากัน
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บทแทรก 3.10 ใĀ้ f ∈ C([a, b],R) และ µ, v ∈ R โดย (µ − 1)2 − 4v = 0 นั่นคือ ÿมการช่üยมีราก
เป็นจำนüนจริงÿองตัüที่เĀมือนกันคือ m1 = m2 กำĀนดใĀ้ ε > 0 ถ้า yϕ ∈ C2([a, b],R) ÿอดคล้องกับ
อÿมการเชิงอนุพันธ์ (3.14) ÿำĀรับทุก x ∈ [a, b] แล้üจะมีผลเฉลยของ y ∈ C2([a, b],R) ของÿมการ
(3.11) ที่ซึ่ง

|yϕ(x)− y(x)| ≤ max
x∈[a,b]

ˆ x

a

1

t

∣∣∣
(x
t

)m2

ln
(x
t

)∣∣∣ dt · ε

ÿำĀรับทุก x ∈ [a, b]

พิÿูจน์ กำĀนดใĀ้ y1(x) = xm1 และ y2(x) = xm1 ln x

พิจารณา

W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)
=

y1(t)y2(x)− y1(x)y2(t)

y1(t)y′2(t)− y′1(t)y2(t)

=
tm1(xm1 ln x)− xm1(tm1 ln t)

tm1(tm1−1 +m1tm1−1 ln t)−m1tm1−1(tm1 ln t)

=
tm1 · xm1(ln x− ln t)

t2m1−1 +m1t2m1−1 · ln t−m1t2m1−1 · ln t

=
tm1 · xm1 · ln (xt )

t2m1−1(1 +m1 ln t−m1 ln t)

=
tm1 · xm1 · ln (xt )

t2m1−1

= t
(x
t

)m1

ln
(x
t

)

และจะได้ü่า
ˆ x

x0

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ dt =

ˆ x

x0

∣∣∣t
(x
t

)m1

ln
(x
t

)∣∣∣ dt

เนื่องจากทฤþฎีบท 3.5 จะได้ü่า

|yϕ(x)− y(x)| ≤ Lε

≤ max
x∈[a,b]

ˆ x

a

1

t2

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)
dt

∣∣∣∣ · ε

≤ max
x∈[a,b]

ˆ x

a

1

t

∣∣∣
(x
t

)m1

ln
(x
t

)∣∣∣ dt · ε



บทที่ 4

ตัüอย่าง (Example)

ตัüอย่าง 1 : กรณีที่รากของÿมการช่üยเป็นจำนüนจริงÿองตัüที่แตกต่างกัน กำĀนดÿมการเชิงอนุพันธ์ไม่
เอกพันธ์ุ

y′′(x) + 2y′(x)− 3y(x) = 2 เมื่อ x ∈ [0, 1] (4.1)

จะแÿดงü่าÿมการ (4.1) มีเÿียรภาพยูแลม
Āาผลเฉลยทั่üไปของÿมการเอกพันธ์ุที่ÿอดคล้องกับÿมการ (4.1) คือ y′′(x) + 2y′(x)− 3y(x) = 0

ÿมการช่üย คือ

m2 + 2m− 3 = 0

(m− 1)(m+ 3) = 0

ดังนั้น m1 = 1 และ m2 = −3

ผลเฉลยของÿมการเอกพันธุ์ คือ yc(x) = c1ex + c2e−3x โดย c1, c2 เป็นค่าคงตัüใด ๆ
นั่นคือ y1(x) = ex และ y2(x) = e−3x

Āาผลเฉลยเฉพาะโดยüิธีแปรพารามิเตอร์ได้ ดังนี้
กำĀนดใĀ้

yp(x) = u1(x)y1(x) + u2(x)y2(x)

นั่นคือ yp(x) = u1(x)ex + u2(x)e−3x

พิจารณา W (y1, y2)(x) =

∣∣∣∣∣
ex e−3x

ex −3e−3x

∣∣∣∣∣ = −4e−2x

W1,2(x) =

∣∣∣∣∣
0 e−3x

2 −3e−3x

∣∣∣∣∣ = −2e−3x และ W2,2(x) =

∣∣∣∣∣
ex 0

ex 2

∣∣∣∣∣ = 2ex

และ
u′
1(x) =

W1,2(x)

W (y1, y2)(x)
=

e−x

2
และ u′

2(x) =
W2,2(x)

W (y1, y2)(x)
= −e3x

2
(4.2)

อินทิเกรตทั้งÿองข้างของÿมการ (4.2) เทียบตัüแปร t จาก 0 ถึง x

u1(x) =

ˆ x

0

e−t

2
dt = −e−t

2
+

1

2
และ u2(x) = −

ˆ x

0

e3t

2
dt = −e3x

6
+

1

6
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นั่นคือ yp(x) = ex
(
−e−x

2
+

1

2

)
+ e−3x

(
−e3x

6
+

1

6

)
=

ex

2
+

e−3x

6
− 2

3

ดังนั้นผลเฉลยทั่üไปของÿมการ (4.1) คือ

y(x) = c1e
x + c2e

−3x − 2

3
(4.3)

พิจารณาÿมการเชิงอนุพันธ์ไม่เอกพันธุ์

y′′ϕ(x) + 2y′ϕ(x)− 3yϕ(x) =
5

2
(4.4)

เมื่อ x ∈ [0, 1] และ ϕ(x) =
5

2
− 2 =

1

2
Āาผลเฉลยทั่üไปของÿมการเอกพันธุ์ที่ÿอดคล้องกับÿมการ (4.4) คือ y′′ϕ(x) + 2y′ϕ(x)− 3yϕ(x) = 0

ÿมการช่üย คือ

m2 + 2m− 3 = 0

(m− 1)(m+ 3) = 0

ดังนั้น m1 = 1 และ m2 = −3

ผลเฉลยของÿมการเอกพันธุ์ คือ yc(x) = c1ex + c2e−3x โดย c1, c2 เป็นค่าคงตัüใด ๆ
นั่นคือ y1(x) = ex และ y2(x) = e−3x

Āาผลเฉลยเฉพาะโดยüิธีแปรพารามิเตอร์ได้ ดังนี้
กำĀนดใĀ้

yp(x) = u1(x)y1(x) + u2(x)y2(x)

นั่นคือ yp(x) = u1(x)ex + u2(x)e−3x

พิจารณา W (y1, y2)(x) =

∣∣∣∣∣
ex e−3x

ex −3e−3x

∣∣∣∣∣ = −4e−2x

W1,2(x) =

∣∣∣∣∣
0 e−3x

5
2 −3e−3x

∣∣∣∣∣ = −5

2
e−3x และ W2,2(x) =

∣∣∣∣∣
ex 0

ex 5
2

∣∣∣∣∣ =
5

2
ex

และ

u′
1(x) =

W1,2(x)

W (y1, y2)(x)
=

5

8
e−x และ u′

2(x) =
W2,2(x)

W (y1, y2)(x)
= −5

8
e3x (4.5)

อินทิเกรตทั้งÿองข้างของÿมการ (4.5) เทียบตัüแปร t จาก 0 ถึง x

u1(x) =

ˆ x

0

5

8
e−t dt = −5

8
e−x +

5

8
และ u2(x) = −

ˆ x

0

5

8
e3t dt = − 5

24
e3x +

5

24
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นั่นคือ yp(x) = ex
(
−5

8
e−x +

5

8

)
+ e−3x

(
− 5

24
e3x +

5

24

)
=

5

8
ex +

5

24
e−3x − 5

6

ดังนั้นผลเฉลยทั่üไปของÿมการ (4.4) คือ

yϕ(x) = c1e
x + c2e

−3x − 5

6
(4.6)

ใĀ้ m1 = 1,m2 = −3 และ ϕ(x) =
1

2
โดย x ∈ [0, 1] จากÿมการ (4.1) จะได้ü่า

|y′′ϕ(x) + 2y′ϕ(x)− 3yϕ(x)− 2| ≤ 1

2

พิจารณา

1

|m1 −m2|

∣∣∣∣
ˆ x

x0

∣∣em2(x−t) − em1(x−t)
∣∣ϕ(t) dt

∣∣∣∣ =
1

|1− (−3)|

∣∣∣∣
ˆ x

0

|e−3(x−t) − e(x−t)|1
2
dt

∣∣∣∣

=
1

2
· 1
4

∣∣∣∣
ˆ x

0

(e−3x+3t − ex−t) dt

∣∣∣∣

=
1

2
· 1
4

∣∣∣∣

[
e−3x+3t

3
+ ex−t

]x

0

∣∣∣∣

=
1

2
· 1
4

∣∣∣∣
1

3
+ 1− e−3x

3
− ex

∣∣∣∣

≤ 1

2
L

โดยที่ L = max
x∈[0,1]

∣∣∣∣
1

3
− e−3x

12
− ex

4

∣∣∣∣ = 0.3503

ดังนั้น ÿมการ (4.1) มีเÿถียรภาพยูแลม และมีค่าคงที่ยูแลมเท่ากับ 0.3503 ต่อไปจะพิจารณาเÿถียรภาพ
ยูแลมโดยใช้การคำนüณแบบตรง
พิจารณา

|yϕ(x)− y(x)| =
∣∣∣∣−

5

6
+

2

3

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣−

1

6

∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣−
1

3

∣∣∣∣

ดังนั้น ÿมการ (4.1) มีเÿถียรภาพยูแลม และมีค่าคงที่ยูแลมเท่ากับ
1

3
= 0.3333 จะพบü่าค่าคงที่ยูแลม

ÿอดคล้องตามบทแทรก 3.6
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ตัüอย่าง 2 : กรณีที่รากของÿมการช่üยเป็นจำนüนจริงÿองตัüที่เĀมือนกัน กำĀนดÿมการเชิงอนุพันธ์ไม่
เอกพันธ์ุ

y′′(x)− 4y′(x) + 4y(x) = 4x2 เมื่อ x ∈ [0, 1] (4.7)

จะแÿดงü่า (4.7) มีเÿถียรภาพยูแลม Āาผลเฉลยทั่üไปที่ÿอดคล้องกับÿมการ (4.7) จากทฤþฎีบท 3.1
จะได้ü่า

y(x) = (c1 + c2x)e
2x + x2 + 2x+

3

2
(4.8)

และพิจารณาÿมการเชิงอนุพันธ์ไม่เอกพันธุ์

y′′ϕ(x)− 4y′ϕ(x) + 4yϕ(x) =
8x2 + 1

2
(4.9)

x ∈ [0, 1] และ ϕ(x) =
8x2 + 1

2
− 4x2 =

1

2
Āาผลเฉลยทั่üไปที่ÿอดคล้องกับÿมการ (4.9)

จากทฤþฎีบท 3.1 จะได้ü่า

yϕ(x) = (c1 + c2x)e
2x + x2 + 2x+

13

8
(4.10)

ใĀ้ m1 = m2 = 2 และ ϕ(x) = 1
2 โดย x ∈ [0, 1] จากÿมการ (4.7) จะได้ü่า

|y′′ϕ(x)− 4y′ϕ(x)− 4yϕ(x)− 4x2| ≤ 1

2
(4.11)

พิจารณา
∣∣∣∣
ˆ x

x0

∣∣(x− t)em1(x−t)
∣∣ϕ(t) dt

∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣
ˆ x

0

(x− t)e2(x−t) dt

∣∣∣∣

=
1

2

∣∣∣∣
ˆ x

0

(xe2(x−t) − te2(x−t)) dt

∣∣∣∣

=
1

2

∣∣∣∣
ˆ x

0

(xe2x · e−2t) dt−
ˆ x

0

(e2x · te−2t) dt

∣∣∣∣

=
1

2

∣∣∣∣xe
2x

[
e−2t

−2

]x

0

+ e2x
[

t

2e2t
+

1

4e2t

]x

0

∣∣∣∣

=
1

2

∣∣∣∣
xe2x

2

∣∣∣∣

≤ 1

2
L

โดยที่ L = max
x∈[0,1]

∣∣∣∣
xe2x

2

∣∣∣∣ = 3.6945

ดังนั้น ÿมการ (4.7) มีเÿถียรภาพยูแลม และมีค่าคงที่ยูแลมเท่ากับ 3.6945 ต่อไปจะพิจารณาเÿถียรภาพ
ยูแลมโดยใช้การคำนüณแบบตรง
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พิจารณา
|yϕ(x)− y(x)| =

∣∣∣∣
13

8
− 3

2

∣∣∣∣ =
1

8
=

1

2

(
1

4

)

ดังนั้น ÿมการ (4.1) มีเÿถียรภาพยูแลม และมีค่าคงที่ยูแลมเท่ากับ
1

4
= 0.2500 จะพบü่าค่าคงที่ยูแลม

ÿอดคล้องตามบทแทรก 3.7

ตัüอย่างที่ 3 :กรณีที่รากของÿมการช่üยเป็นจำนüนเชิงซ้อน กำĀนดÿมการเชิงอนุพันธ์ไม่เอกพันธ์ุ

y′′(x) + 2y′(x) + 5y(x) = 6 sin 2x+ 7 cos 2x เมื่อ x ∈ [0, 1] (4.12)

จะแÿดงü่า (4.12) มีเÿถียรภาพยูแลม Āาผลเฉลยทั่üไปที่ÿอดคล้องกับÿมการ (4.12) จากทฤþฎีบท 3.1
จะได้ü่า

y(x) = e−x(c1 sin 2x+ c2 cos 2x) + 2 sin 2x− cos 2x (4.13)

เมื่อ c1, c2 เป็นค่าคงตัü และพิจารณาÿมการเชิงอนุพันธ์ไม่เอกพันธุ์

y′′ϕ(x) + 2y′ϕ(x) + 5yϕ(x) =
12 sin 2x+ 14 cos 2x+ 1

2
(4.14)

x ∈ [0, 1] และ ϕ(x) =
12 sin 2x+ 14 cos 2x+ 1

2
− 6 sin 2x + 7 cos 2x =

1

2
Āาผลเฉลยทั่üไปที่

ÿอดคล้องกับÿมการ (4.14) จากทฤþฎีบท 3.1 จะได้ü่า

yϕ(x) = e−x(c1 sin 2x+ c2 cos 2x) + 2 sin 2x− cos 2x+
1

10
(4.15)

ใĀ้ m = −1± 2i และ ϕ(x) = 1
2 โดย x ∈ [0,π] จากÿมการ (4.12) จะได้ü่า

|y′′ϕ(x) + 2y′ϕ(x) + 5yϕ(x)− 6 sin 2x+ 7 cos 2x| ≤ 1

2
(4.16)

พิจารณา

1

β

∣∣∣∣
ˆ x

x0

∣∣eα(x−t)(sin [β(x− t)])
∣∣ϕ(t) dt

∣∣∣∣

=
1

2
· 1
2

ˆ x

0

∣∣e−(x−t) sin 2(x− t)
∣∣ dt

=
1

2
· 1
2

ˆ x

0

∣∣e−(x−t)(sin 2x cos 2t− cos 2x sin 2t)
∣∣ dt

=
1

2
· 1
2

ˆ x

0

∣∣∣∣
sin 2x cos 2tet

ex
− cos 2x sin 2tet

ex

∣∣∣∣ dt

=
1

2
· 1
2

∣∣∣∣
sin 2x

5ex

[
et cos 2t+ 2et sin 2t

]x

0

− cos 2x

5ex

[
et sin 2t− 2et cos 2t

]x

0

∣∣∣∣
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จะได้ü่า

1

β

∣∣∣∣
ˆ x

x0

∣∣eα(x−t)(sin [β(x− t)])
∣∣ϕ(t) dt

∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣
1

10ex
(2ex − 1− 2 cos x)

∣∣∣∣

≤ 1

2
L

โดยที่ L = max
x∈[0,π]

∣∣∣∣
1

10ex
(2ex − 1− 2 cos x)

∣∣∣∣ = 0.2043

ดังนั้น ÿมการ (4.12) มีเÿถียรภาพยูแลม และมีค่าคงที่ยูแลมเท่ากับ 0.2043 ต่อไปจะพิจารณาเÿถียรภาพ
ยูแลมโดยใช้การคำนüณแบบตรง

พิจารณา
|yϕ(x)− y(x)| =

∣∣∣∣−
1

10

∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣−
1

5

∣∣∣∣

ดังนั้น ÿมการ (4.12) มีเÿถียรภาพยูแลม และมีค่าคงที่ยูแลมเท่ากับ
1

5
= 0.2000 จะพบü่าค่าคงที่ยูแลม

ÿอดคล้องตามบทแทรก 3.8

ตัüอย่างที่ 4 : จะเป็นในÿ่üนของÿมการโคชี-ออยเลอร์กรณีที่รากของÿมการช่üยเป็นจำนüนจริงที่แตกต่าง
กัน กำĀนดÿมการโคชี-ออยเลอร์ไม่เอกพันธ์ุ

x2y′′(x)− 2xy′(x) + 2y(x) = x3 เมื่อ x ∈ [0.5, 2] (4.17)

จะแÿดงü่า (4.17) มีเÿถียรภาพยูแลม Āาผลเฉลยทั่üไปที่ÿอดคล้องกับÿมการ (4.17) จากทฤþฎีบท 3.4
จะได้ü่า

y(x) = c1x+ c2x
2 +

1

2
x3 (4.18)

และพิจารณาÿมการเชิงอนุพันธ์ไม่เอกพันธุ์

x2y′′ϕ(x)− 2xy′ϕ(x) + 2yϕ(x) =
2x3 + 1

2
(4.19)

x ∈ [0.5, 2] และ ϕ(x) =
2x3 + 1

2
− x3 =

1

2
Āาผลเฉลยทั่üไปที่ÿอดคล้องกับÿมการ (4.19) จาก

ทฤþฎีบท 3.4 จะได้ü่า

yϕ(x) = c1x+ c2x
2 +

1

2
x3 +

1

4
(4.20)

ใĀ้ m1 = 1,m2 = 2 และ ϕ(x) = 1
2 โดย x ∈ [0.5, 2] จากÿมการ (4.17) จะได้ü่า

|x2y′′ϕ(x)− 2xy′ϕ(x) + 2yϕ(x)− x3| ≤ 1

2
(4.21)
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พิจารณา

ε

|m2 −m1|
max
x∈[a,b]

ˆ x

a

1

t

∣∣∣
(x
t

)m2

−
(x
t

)m1
∣∣∣ dt =

1

2

ˆ x

0.5

1

t

∣∣∣∣
(x
t

)
−
(x
t

)2
∣∣∣∣ dt

=
1

2

∣∣∣∣
ˆ x

0.5

( x

t2

)
dt−

ˆ x

0.5

(
x2

t3

)∣∣∣∣ dt

=
1

2

∣∣∣∣

[
−x

t

]x

0.5

+

[
x2

2t2

]x

0.5

∣∣∣∣

=
1

2

∣∣∣∣−
1

2
+ 2x− 2x2

∣∣∣∣

≤ 1

2
L

โดยที่ L = max
x∈[0.5,2]

∣∣∣∣−
1

2
+ 2x− 2x2

∣∣∣∣ = 4.5000

ดังนั้น ÿมการ (4.17) มีเÿถียรภาพยูแลม และมีค่าคงที่ยูแลมเท่ากับ 4.5000 ต่อไปจะพิจารณาเÿถียรภาพ
ยูแลมโดยใช้การคำนüณแบบตรง
พิจารณา

|yϕ(x)− y(x)| =
∣∣∣∣
1

4

∣∣∣∣ =
1

2

(
1

2

)

ดังนั้น ÿมการ (4.1) มีเÿถียรภาพยูแลม และมีค่าคงที่ยูแลมเท่ากับ
1

2
= 0.5000 จะพบü่าค่าคงที่ยูแลม

ÿอดคล้องตามบทแทรก 3.9
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ตัüอย่างที่ 5 :จะเป็นในÿ่üนของÿมการโคชี-ออยเลอร์กรณีที่รากของÿมการช่üยเป็นจำนüนจริงที่เĀมือน
กัน กำĀนดÿมการโคชี-ออยเลอร์ไม่เอกพันธ์ุ

x2y′′(x)− 3xy′(x) + 4y(x) = x2 ln x เมื่อ x ∈ [0.5, 2] (4.22)

จะแÿดงü่า (4.22) มีเÿถียรภาพยูแลม Āาผลเฉลยทั่üไปที่ÿอดคล้องกับÿมการ (4.22) จากทฤþฎีบท 3.4
จะได้ü่า

y(x) = c1x
2 + c2x

2 ln x+
3x2(ln x)3 − 2(ln x)3

6
(4.23)

และพิจารณาÿมการเชิงอนุพันธ์ไม่เอกพันธุ์

x2y′′ϕ(x)− 3xy′ϕ(x) + 4yϕ(x) =
2x2 ln x+ 1

2
(4.24)

x ∈ [0.5, 2] และ ε =
2x2 ln x+ 1

2
− x2 ln x =

1

2
Āาผลเฉลยทั่üไปที่ÿอดคล้องกับÿมการ (4.24) จาก

ทฤþฎีบท 3.4 จะได้ü่า

yϕ(x) = c1x
2 + c2x

2 ln x+
20x2(ln x)3 − 12 ln x− 3

24
(4.25)

ใĀ้ m1 = m2 = 2 และ ε = 1
2 โดย x ∈ [0.5, 1] จากÿมการ (4.22) จะได้ü่า

|x2y′′ϕ(x)− 3xy′ϕ(x) + 4yϕ(x)− x2 ln x| ≤ 1

2
(4.26)

พิจารณา ˆ x

a

1

t

∣∣∣
(x
t

)m2

ln
(x
t

)∣∣∣ dt · ε = 1

2

ˆ x

0.5

1

t

∣∣∣∣
(x
t

)2

ln
(x
t

)∣∣∣∣ dt

=
1

2

ˆ x

0.5

∣∣∣∣
x2(ln x− ln t)

t3

∣∣∣∣ dt

=
1

2

ˆ x

0.5

∣∣∣∣
x2 ln x

t3
− x2 ln t

t3

∣∣∣∣ dt

=
1

2

∣∣∣∣

[
− x2 ln x

2t2
+

2x2 ln t+ x2

4t2

]x

0.5

∣∣∣∣

=
1

2

∣∣∣∣
1

4
+ 2x2 ln x+ 2x2 ln 2− x2

∣∣∣∣

≤ 1

2
L

โดยที่ L = max
x∈[0.5,2]

∣∣∣∣
1

4
+ 2x2 ln x+ 2x2 ln 2− x2

∣∣∣∣ = 7.3403

ดังนั้น ÿมการ (4.22) มีเÿถียรภาพยูแลม และมีค่าคงที่ยูแลมเท่ากับ 7.3403 ต่อไปจะพิจารณาเÿถียรภาพ
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ยูแลมโดยใช้การคำนüณแบบตรง
พิจารณา

max
x∈[0.5,2]

|yϕ(x)− y(x)| =
∣∣∣∣
8(ln x)3(x2 + 1)− 12 ln x− 3

24

∣∣∣∣

=
1

2

∣∣∣∣
8(ln x)3(x2 + 1)− 12 ln x− 3

12

∣∣∣∣

ดังนั้น ÿมการ (4.22) มี เÿถียรภาพยูแลม และมีค่าคงที่ยูแลมเท่ากับ 0.1670 จะพบü่าค่าคงที่ยูแลม
ÿอดคล้องตามบทแทรก 3.10



บรรณานุกรม

[1] รศ.ดร.สุพจน์ ไวท์ยางกรู,สมการเชิงอนุพันธ์สามัญ,ขอนแก่นการพิมพ์,2550,1-230

[2] Yonghong Shen, Yongjin Li, A General Method for the Ulam Stability of Linear Differ-
ential Equations.3192-3197(2018)

[3] รศ.ดร.บัญชา ปัญญานาค,การวิเคราะห์เชิงจริง 1,2561,166-180

[4] Masakazu Onitsuka, Ulam stability for second-order linear differential equations with
three variable coefficients, 2022



Ms.Panipak Jokma
Advisor: Asst. Prof. Dr.Teeranush Suebcharoen

Department of Mathematics, Faculty of Science, Chiang Mai University

Ms.Panipak Jokma
Advisor: Asst. Prof. Dr.Teeranush Suebcharoen

Department of Mathematics, Faculty of Science, Chiang Mai University

Abstract

This study is focused on the Ulam stability of second order nonhomogeneous linear
differential equations of the form y′′ (x)+p (x) y′ (x)+ q (x) y (x) = f (x) where x ∈ I
using the method of variation of parameters to find the particular solution and this
method is also utilized to study the Ulam stability of second order nonhomogeneous
linear differential equations. Furthermore, we apply the obtained results to the non-
homogeneous Cauchy-Euler equations. Some examples are given to show that the
proposed theorems are satisfied.

Definition of Ulam staility

The second-order nonhomogeneous linear differential equations is given as follows

y′′ (x) + p (x) y′ (x) + q (x) y (x) = f (x) , (1)

where x ∈ I, p ∈ C1(I) and q ∈ C(I) is said to be Ulam stable on I if there exists a
constant L > 0 such that for every ε > 0 and every yϕ ∈ C2(I) satisfying

|y′′ϕ(x) + p(x)y′ϕ(x) + q(x)yϕ(x)− f (x)| ≤ ε, (2)

for all x ∈ I , then exists a solution y ∈ C2(I,R) of (1) such that

|yϕ(x)− y(x)| ≤ Lε,

for all x ∈ I . Here L is called an Ulam constant.

Study Results

The homogeneous linear differential equation of (1) is given by

y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = 0. (3)

Theorem 1 : Let p, q, f ∈ C(I,R) and let y1(x), y2(x) be fundamental solutions of
(3). Assume that ϕ : I → [0,∞) is continuous function. If yϕ ∈ C2(I,R) satisfies the
differential inequality

|y′′ϕ(x) + p(x)y′ϕ(x) + q(x)y(x)− f (x)| ≤ ϕ(x), (4)

for all x ∈ I , then exists y ∈ C2(I,R) such that y(x) satisfies (1) and

|yϕ(x)− y(x)| ≤
∣∣∣∣
∫ x

x0

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ϕ(t) dt
∣∣∣∣ ,

for all x ∈ I , where

W (y1, y2)(t, x) =

∣∣∣∣
y1(t) y2(t)
y1(x) y2(x)

∣∣∣∣ .

Theorem 2 : Let p, q, f ∈ C([a, b],R). For given ε > 0, if a twice continuously
differentiable function yϕ ∈ C2([a, b],R) satisfies the following inequality

|y′′ϕ(x) + p(x)y′ϕ(x) + q(x)yϕ(x)− f (x)| ≤ ε, (5)

for all x ∈ [a, b], then there exists a solution y ∈ C2([a, b],R) of (1) such that

|yϕ(x)− y(x)| ≤ Lε,

for all x ∈ [a, b], where

L = max
x∈[a,b]

∫ x

a

∣∣∣∣
W (y1, y2)(t, x)

W (y1, y2)(t)

∣∣∣∣ dt.

Theorem 3 : The second-order nonhomogeneous linear differential equations with
constant coefficients is given as follows

y′′(x) + γy′(x) + δy(x) = f (x), (6)

where γ, δ are real constants, f ∈ C(I,R). The associated characteristic equation
is

m2 + γm + δ = 0. (7)
Let ϕ : I → [0,∞) be a continuous function. Assume that the characteristic equation
(7) has two distinct real roots m1 and m2. If yϕ ∈ C2(I,R) satisfies the differential
inequality

|y′′ϕ(x) + γy′ϕ(x) + δyϕ(x)− f (x)| ≤ ϕ(x), (8)
for all x ∈ I , then there exists a solution y ∈ C2(I,R) of (6) such that

|yϕ(x)− y(x)| ≤ 1

|m1 −m2|

∣∣∣∣
∫ x

x0

∣∣∣em2(x−t) − em1(x−t)
∣∣∣ϕ(t) dt

∣∣∣∣ ,

for all x ∈ I .
Theorem 4: The nonhomogeneous Cauchy-Euler differential equations of second
order is given as follows

x2y′′(x) + µxy′(x) + vy(x) = f (x), (9)

where µ, v ∈ R. The characteristic equation of homogeneous equation (9) is

m2 + (µ− 1)m + v = 0. (10)

Let f ∈ C([a, b],R) and µ, v ∈ R with (µ− 1)2 − 4v > 0. Assume that the character-
istic equation (10) has two distinct real roots m1 and m2.

For a given ε > 0, if a twice continuously differentiable function yϕ ∈ C2([a, b],R)
satisfies the following inequality

|x2y′′ϕ(x) + µxy′ϕ(x) + vyϕ(x)− f (x)| ≤ ε, (11)

for all x ∈ [a, b], then there exists a solution y ∈ C2([a, b],R) of (9) such that

|yϕ(x)− y(x)| ≤ ε

|m2 −m1|
max
x∈[a,b]

∫ x

a

1

t

∣∣∣
(x
t

)m2

−
(x
t

)m1
∣∣∣ dt

for all x ∈ [a, b].

Example

Example 1 : Consider the differential equations

y′′(x) + 2y′′(x)− 3y(x) = 2, x ∈ [0, 1], (12)

and

y′′ϕ(x) + 2y′ϕ(x)− 3yϕ(x) =
5

2
, x ∈ [0, 1]. (13)

The general solution of (12) is

y(x) = c1e
x + c2e

−3x − 2

3
,

and (13) is

yϕ(x) = c1e
x + c2e

−3x − 5

6
.

We see that

|yϕ(x)− y(x)| =
∣∣∣∣−

5

6
+
2

3

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣−

1

6

∣∣∣∣ =
(
1

2

)(
1

3

)
.

Therefore, (12) is Ulam stable on [0, 1] with Ulam constant L = 0.3333.
Using Theorem 3, we get

|yϕ(x)− y(x)| ≤ 1

|m1 −m2|

∣∣∣∣max
x∈[0,1]

∫ x

0

∣∣∣em2(x−t) − em1(x−t)
∣∣∣ϕ(t) dt

∣∣∣∣

=

(
1

2

)(
1

4

) ∣∣∣∣
4

3
− e−3

3
− e

∣∣∣∣ .

Therefore, (12) is Ulam stable on [0, 1] with Ulam constant L = 0.3503.

Example 2 :Consider the Cauchy-Euler differential equations

x2y′′(x)− 2xy′(x) + 2y(x) = x3, x ∈ [0.5, 2] (14)

and

x2y′′ϕ(x)− 2xy′ϕ(x) + 2yϕ(x) = x3 +
1

2
, x ∈ [0.5, 2]. (15)

The general solution of (14) is

y(x) = c1x + c2x
2 +

1

2
x3,

and (15) is

yϕ(x) = c1x + c2x
2 +

1

2
x3 +

1

4
.

We see that

|yϕ(t)− y(t)| =
∣∣∣∣
1

4

∣∣∣∣ =
(
1

2

)(
1

2

)
.

Therefore, (14) is Ulam stable on [0.5, 2] with Ulam constant L = 0.5000.
Using Theorem 4, we have

|yϕ(x)− y(x)| ≤ ε

|m2 −m1|
max
x∈[0.5,2]

∫ x

0.5

1

t

∣∣∣
(x
t

)m2

−
(x
t

)m1
∣∣∣ dt

=
1

2

∣∣∣∣−
1

2
+ 4− 8

∣∣∣∣ .

Therefore, (14) is Ulam stable on [0.5, 2] with Ulam constant L = 4.5000.
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