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กิตติกรรมประกาศ 

 

การศึกษาคนควาอิสระนี้เปนสวนหนึ่งในการศึกษากระบวนการวิชา 206499 ( Independent Study) 

โดยมีวัตถุประสงคเพ่ือใหนักศึกษาสาขาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยเชียงใหม ไดศึกษาคนควา

อิสระในหัวขอทางคณิตศาสตร ซึ่งผูศึกษาคนควาไดศึกษาในเรื่องตัวแทนเมทริกซของควอเทอเนียน 

ขาพเจาขอขอบพระคุณ รองศาสตราจารย ดร.อัญชลี เข็มเพ็ชร ประธานกรรมการสอบในฐานะอาจารยที่

ปรึกษาการคนควาอิสระนี้ที่ไดใหคําแนะนําเกี่ยวกับการทํางานคนควาอิสระ คอยติดตามความกาวหนาในการ

ดําเนินการ รวมถึงการนําเสนอ และรูปเลมรายงาน ตลอดจนตรวจสอบความสมบูรณความถูกตองของการศึกษา

คนควาอิสระนี้เสร็จสมบูรณไปไดดวยดี 

ขอขอบพระคุณ รองศาสตราจารย ดร.ธนดล ชาวบานเกาะ อาจารยกรรมการสอบงานคนควาอิสระในครั้ง

นี้ที่ไดสละเวลาใหคําแนะนํา รวมถึงตรวจสอบความถูกตองในการคนควานี้ใหมีความสมบูรณมากยิ่งขึ้น 

ทั้งนี้ขอกราบขอบพระคุณ บิดา มารดา ผูมีพระคุณ ที่ใหกําลังใจตลอดการทํางานตั้งแตเริ่มตนจนสําเร็จ

ตามวัตถุประสงคท่ีตั้งไว 

ขอขอบคุณคณาจารยภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยเชียงใหม ที่ไดใหคําแนะนํา 

และความรูทั้งใน และนอกตําราเรียนใหแกขาพเจาอันเปนประโยชน และสามารถนํามาประยุกตใชในการศึกษา

การคนควาอิสระนี ้

และสุดทายนี้หากผลงานการคนควาอิสระฉบับนี้ไดรับคําชื่นชม หรือเกิดประโยชนประการใด ขาพเจาขอ

มอบคําชื่นชมนั้นใหแก บิดา มารดา อาจารยที่ปรึกษา คณาจารย ตลอดจนผูมีพระคุณทุกทานที่คอยชี้แนะนํา

แนวทาง และใหความรูแกขาพเจา แตหากมีขอผิดพลาดประการใด ขาพเจาขอนอมรับแตเพียงผูเดียว และยินดีที่

จะรับฟงความคิดเห็น และคําแนะนําจากทุกทานที่ไดเขามาศึกษา และตองขออภัยไว ณ ที่นี้ 

 

พัชญากร ศักดิ์บุญ 
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หัวขอ (ภาษาไทย) ตัวแทนเมทริกซของควอเทอเนียน 

    (ภาษาอังกฤษ) Matrix representation of quaternions 

ชื่อผูทําการคนควาอิสระ นางสาวพัชญากร ศักดิ์บุญ รหัสนักศึกษา 630510489 
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บทคัดยอ 

 การคนควาอิสระนี้เราไดศึกษาความสัมพันธของตัวแทนเมทริกซ 4 × 4 ของหนวยจินตภาพของควอเทอ

เนียน กับเมทริกซŤพอลลิ 4 × 4 และสรางกรุปที่กอกําเนิดจากเมทริกซเหลานี้ เราไดแสดงวากรุปยอยทั้งหมดของ

กรุปนี้เปนกรุปยอยปรกติ  

 

Abstract 

In this independent study, we study the relationship of 4 × 4 matrix representations of 

imaginary units of quaternions and the 4 × 4 Pauli matrices and form a group generated by 

theses matrices. We show that all subgroups of this group are normal subgroups.  

 

 

 

 

 

 



iii 

 

สารบัญ 

 

กติติกรรมประกาศ  i 

บทคัดยอ  ii 

สารบัญ  iii 

1 บทนํา (Introduction)  1 

2 ความรูพื้นฐาน (Preliminaries)  3 

3 ผลการศึกษา (Results)  5 

4 สรุปผลการศึกษา (Conclusion)  27 

บรรณานุกรม  28 

    

    

 



1 

 

 

บทที่ 1 

บทนํา (Introduction) 

จากกระบวนวิชา 206390 สัมมนาทางคณิตศาสตรŤ (Seminar in mathematics) เราไดšทำการศึกษา

บทความทางคณิตศาสตรŤในหัวขšอเรื่องการสรšางกรุปดšวยเมทริกซŤ 4 × 4 (Forming groups with 4 × 4 matrices) 

[1] โดยเราไดศึกษาความสัมพันธของเมทริกซŤพอลลิ 4 × 4 กับเมทริกซ 4 × 4 ของหนวยจินตภาพของควอเทอ

เนียนในรูปแบบหนึ่ง  

เมทริกซŤพอลลิ (Pauli matrices) คือเมทริกซŤ 2 × 2 จำนวน 3 เมทริกซŤที่นิยามดังนี้ 

𝑎 = ቀ0 1
1 0ቁ,   𝑏 = ቀ0 −𝑖

𝑖 0 ቁ,   𝑐 = ቀ1 0
0 −1ቁ 

    

โดยที่ 𝑖 คือหนŠวยจินตภาพ (imaginary unit) ของจำนวนเชิงซšอน 

เมทริกซŤเหลŠานี้สอดคลšองกับความสัมพันธŤ 𝑎ଶ = 𝑏ଶ = 𝑐ଶ = 𝐼 โดยที่ 𝐼 คือเมทริกซŤเอกลักษณŤ 2 × 2 และสอดคลšอง

กับความสัมพันธŤแอนติคอมมิวตŤ (anticommute) ดังนี้  

𝑏𝑐 = −𝑐𝑏 = 𝑖𝑎 

𝑐𝑎 = −𝑎𝑐 = 𝑖𝑏 

𝑎𝑏 = −𝑏𝑎 = 𝑖𝑐 

พิจารณาเมทริกซŤ 𝑖𝑎, 𝑖𝑏 และ 𝑖𝑐 เนื่องจาก  𝑖  คือตัวคูณสเกลารŤของเมทริกซŤพอลลิ ดังนั้นจึงสามารถสลับที่กับแตŠละ

เมทริกซŤ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ไดš นั่นคือ 𝑖𝑎 = 𝑎𝑖, 𝑖𝑏 = 𝑏𝑖, 𝑖𝑐 = 𝑐𝑖 

ขšอสังเกตในทฤษฎีจำนวนเชิงซšอนกลŠาววŠา [2] จำนวนเชิงซšอนทั่วไป 𝑥 + 𝑦𝑖  โดยที่ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ สามารถเขียน

แทนไดšในรูป ቀ𝑥 −𝑦
𝑦 𝑥 ቁ กลŠาวคือเซตของจำนวนเชิงซšอน {𝑥 + 𝑦𝑖 ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ} สมสัณฐาน (isomorphic) กับเซต

ของเมทริกซŤ ቄቀ
𝑥 −𝑦
𝑦 𝑥 ቁ : 𝑥, 𝑦 ∈ ℝቅ ดังนั้นเราสามารถเขียนแทน 0, 1, −1, 𝑖 และ −𝑖  เปŨนเมทริกซŤ 2 × 2 ไดš

ตามลำดับดังนี้  

ቀ0 0
0 0ቁ,   ቀ1 0

0 1ቁ,          ቀ−1 0
0 −1ቁ,        ቀ0 −1

1 0 ቁ,    ቀ 0 1
−1 0ቁ 
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เมื่อแทนลงในเมทริกซŤพอลลิ 𝑎,  𝑏 และ 𝑐 จะไดšเมทริกซŤพอลลิ 4 × 4 ตามลำดับดังนี้  

𝐴 = ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲,    𝐵 = ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲,  𝐶 = ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ 

ควอเทอรŤเนียน (quaternion) เปŨนจำนวนทีอ่ยูŠในรูป 𝑝 + 𝑞ℎ + 𝑟𝑗 + 𝑠𝑘  โดยที่ ℎ,  𝑗,  𝑘  เปŨนหนŠวย 

จินตภาพ ซึ่ง ℎଶ = 𝑗ଶ = 𝑘ଶ = −1 และ 𝑝,  𝑞,  𝑟,  𝑠 ∈ ℝ โดยเราสามารถเขียนแทนควอเทอรŤเนียนในรูปเมทริกซŤ 

4 × 4 ไดšหลายรูปแบบ ในบทความนี้เราสนใจที่จะศึกษาตัวแทนเมทริกซŤของควอเทอรŤเนียน 𝑝 + 𝑞ℎ + 𝑟𝑗 + 𝑠𝑘   

ในรูป 

൮

𝑝 −𝑞 −𝑟 −𝑠
𝑞 𝑝 𝑠 𝑟
𝑟 −𝑠 𝑝 −𝑞
𝑠 −𝑟 𝑞 𝑝

൲ 

ดังนั้นเราสามารถเขียนแทนหนŠวยจินตภาพ ℎ,  𝑗   และ 𝑘 ดšวยเมทริกซŤ  4 × 4 ตามลำดับดังนี้ 

𝐻 = ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

൲,  𝐽 = ൮

0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0

൲,  𝐾 = ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ 
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บทที่ 2 

ความรูพื้นฐาน (Preliminaries) 

บทนิยาม 2.1 เมทริกซเอกลักษณ (identity matrix or unit matrix) คือเมทริกซทแยงมุมที่สมาชิกในแนว

ทแยงมุมหลักเปน 1 ทุกตัว และสมาชิกตําแหนงอื่นเปน 0 เราจะใช 𝐼 แทนเมทริกซเอกลักษณ 𝑛 × 𝑛  และจะไดวา 

𝐴𝐼 = 𝐼𝐴 = 𝐴 โดยที่ 𝐴 เปนเมทริกซจัตุรัส 𝑛 × 𝑛 เชน 

𝐼ସ = ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

൲ 

บทนิยาม 2.2  ใหš 𝐴 เปŨนเมทริกซŤจัตุรัส 𝑛 × 𝑛 ถšามีเมทริกซŤ 𝐵 เปŨนเมทริกซŤจัตุรัส 𝑛 × 𝑛 ซึ่งทำใหš 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼 

แลšวจะเรียก 𝐵 วŠา ตัวผกผัน (inverse) ของเมทริกซŤ 𝐴  

บทนิยาม 2.3 เมทริกซŤสลับเปลี่ยน (transpose of a matrix) คือเมทริกซŤที่ไดšจากการสลับสมาชิกจากแถว

เปŨนหลัก และจากหลักเปŨนแถวของเมทริกซŤตšนแบบ เมทริกซŤสลับเปลี่ยนของ 𝐴 จะเขียนแทนดšวย 𝐴் 

บทนิยาม 2.4 [1] เมทริกซŤพอลลิ (Pauli) คือเมทริกซŤ 2 × 2 จำนวน 3 เมทริกซŤที่นิยามดังนี้ 

𝐴 = ቀ0 1
1 0ቁ,   𝐵 = ቀ0 −𝑖

𝑖 0 ቁ,   𝐶 = ቀ1 0
0 −1ቁ 

ทฤษฎีบท 2.5 [2] จำนวนเชิงซšอนทั่วไป 𝑥 + 𝑦𝑖  โดยที่ 𝑥, 𝑦  ∈ ℝ  สามารถเขียนแทนไดšในรูป  

ቀ
𝑥 −𝑦
𝑦 𝑥 ቁ 

ขšอสังเกต 2.6 จากทฤษฎีบท 2.5 จะไดšวŠา 

(1) เราสามารถเขียนจำนวนเชิงซšอนใด ๆ ในรูปเมทริกซŤ 2 × 2 ไดš ตัวอยŠางเชŠน 

2 + 3𝑖 เขียนแทนไดšดšวย  ቀ2 −3
3 2 ቁ 

1 − 4𝑖 เขียนแทนไดšดšวย  ቀ 1 4
−4 1ቁ 

และสามารถแทนการบวกและการคูณของจำนวนเชิงซšอนไดšดšวยการบวกและการคูณของเมทริกซŤ 

ตัวอยŠางเชŠน 

การบวก  : (2 + 3𝑖) + (1 − 4𝑖) = 3 − 𝑖  เขียนแทนไดšดšวย  ቀ2 −3
3 2 ቁ + ቀ 1 4

−4 1ቁ = ቀ 3 1
−1 3ቁ 

การคูณ  : (2 + 3𝑖)(1 − 4𝑖) = 14 − 5𝑖  เขียนแทนไดšดšวย  ቀ2 −3
3 2 ቁ ቀ 1 4

−4 1ቁ = ቀ14 5
−5 14ቁ 
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(2) เราสามารถเขียนแทน 0, 1, −1, 𝑖 และ −𝑖  เปŨนเมทริกซŤ 2 × 2 ไดšตามลำดับดังนี้  

ቀ0 0
0 0ቁ,   ቀ1 0

0 1ቁ,          ቀ−1 0
0 −1ቁ,        ቀ0 −1

1 0 ቁ,    ቀ 0 1
−1 0ቁ 

แทนลงในเมทริกซŤพอลลิ 𝑎,  𝑏 และ 𝑐 จะไดšเมทริกซŤพอลลิ 4 × 4 ดังนี้ 

𝐴 = ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲,    𝐵 = ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲,  𝐶 = ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ 

บทนิยาม 2.7 ควอเทอรŤเนียน (quarternion) เปŨนจำนวนทีอ่ยูŠในรูป  

𝑝 + 𝑞ℎ + 𝑟𝑗 + 𝑠𝑘 

โดยที่ ℎ,  𝑗,  𝑘  เปŨนหนŠวยจินตภาพ ซึ่ง ℎଶ = 𝑗ଶ = 𝑘ଶ = −1 และ 𝑝,  𝑞,  𝑟,  𝑠 ∈ ℝ  

ทฤษฎีบท 2.8 [3] ควอเทอรŤเนียน 𝑝 + 𝑞ℎ + 𝑟𝑗 + 𝑠𝑘  โดยที่ 𝑝,  𝑞,  𝑟,  𝑠 ∈ ℝ สามารถเขียนแทนไดšในรูปเมทริกซŤ 

4 × 4 ดังนี้ 

൮

𝑝 −𝑞 −𝑟 −𝑠
𝑞 𝑝 𝑠 𝑟
𝑟 −𝑠 𝑝 −𝑞
𝑠 −𝑟 𝑞 𝑝

൲ 

บทนิยาม 2.9 กำหนดใหš 𝐺 เปŨนเซตที่ไมŠใชŠเซตวŠาง และ ∗ เปŨนการดำเนินการทวิภาคบนเซต 𝐺 จะเรียก (𝐺,∗) วŠา 

กรุป (group) ก็ตŠอเมื่อ 

(1) (𝐺,∗) มีสมบัติปŗด : สำหรับทุก 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 จะไดšวŠา 𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝐺 

(2) (𝐺,∗) มีสมบัติการเปลี่ยนหมูŠ : 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺 จะไดšวŠา (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) 

(3) (𝐺,∗) มีสมบัติการมีเอกลักษณŤ : จะตšองมีสมาชิกของ 𝑒 ∈ 𝐺 ที่ทำใหš 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥 = 𝑒 ∗ 𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈

𝐺 จะเรียก 𝑒 วŠา สมาชิกเอกลักษณŤ 

(4) (𝐺,∗) สมบัติการมีตัวผกผัน : สำหรับแตŠละ 𝑥 ∈ 𝐺 จะมี 𝑦 ∈ 𝐺 ที่ทำใหš 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑒 = 𝑦 ∗ 𝑥 และเรียก

สมาชิก 𝑦 วŠา สมาชิกผกผันของ 𝑥 

บทนิยาม 2.10 ถšา (𝐺,∗) เปŨนกรุป และ 𝐹 ⊆ 𝐺 โดยที่ 𝐹 ≠ ∅ จะเรียก 𝐹 วŠาเปŨนกรุปยŠอย (subgroup) ของ 𝐺 ก็

ตŠอเมื่อ (𝐹,∗) เปŨนกรุป  

บทนิยาม 2.11 [4] ใหš 𝐹 เปŨนกรุปยŠอยของกรุป 𝐺 จะเรียกวŠา 𝐹 เปŨนกรุปยŠอยปรกติ (normal subgroup) ของ 

𝐺 ถšาทุก 𝑥 ∈ 𝐺 จะไดšวŠา 𝑥𝐹𝑥ିଵ = 𝐹 โดยที่ 𝑥𝐹𝑥ିଵ =  {𝑥𝑓𝑥ିଵ ∶  𝑓 ∈ 𝐹} 

ทฤษฎีบท 2.12 [4] ใหš 𝐹 เปŨนกรุปยŠอยของ 𝐺 จะไดšวŠา 𝐹 เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 ก็ตŠอเมื่อทุก 𝑥 ∈ 𝐺 จะไดšวŠา 

𝑥𝐹 = 𝐹𝑥 โดยที่ 𝑥𝐹 =  {𝑥𝑓 ∶  𝑓 ∈ 𝐹} และ 𝐹𝑥 =  {𝑓𝑥 ∶  𝑓 ∈ 𝐹} 
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บทที่ 3  

ผลการศึกษา (Results) 

 จากบทนิยาม 2.7 เราสามารถเขียนควอเทอรเนียน  𝑝 + 𝑞ℎ + 𝑟𝑗 + 𝑠𝑘 ไดในรูปเมทริกซ 4 × 4 ดังนี้  

൮

𝑝 −𝑞 −𝑟 −𝑠
𝑞 𝑝 𝑠 𝑟
𝑟 −𝑠 𝑝 −𝑞
𝑠 −𝑟 𝑞 𝑝

൲ 

จะไดšวŠาหนŠวยจินตภาพ ℎ,  𝑗,  𝑘 ของควอเทอรŤเนียนสามารถเขียนแทนไดšดšวยเมทริกซŤ 4 × 4  ตามลำดับตŠอไปนี้ 
 

𝐻 = ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

൲,  𝐽 = ൮

0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0

൲,  𝐾 = ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ 

ในบทนี้เราจะใชšสัญลักษณŤ  𝐼 = 𝐼ସ แทนเมทริกซŤเอกลักษณŤ 4 × 4 

ใหš 𝐴,  𝐵,  𝐶 เปŨนเมทริกซŤพอลลิ 4 × 4  

ใหš 𝐻,  𝐽,  𝐾  เปŨนตัวแทนเมทริกซŤ 4 × 4 ของหนŠวยจินตภาพ ℎ,  𝑗,  𝑘 ของควอเทอรŤเนียนตามลำดับ 

 เราจะไดšความสัมพันธŤระหวŠางเมทริกซŤเหลŠานี้ดังแสดงในทฤษฎีบทประกอบตŠอไปนี้  

ทฤษฎีบทประกอบ 3.1           

      (1)    𝐴ଶ = 𝐵ଶ = 𝐶ଶ = 𝐼 

      (2)    𝐵𝐶 = −𝐶𝐵 = 𝐾 

(3)    𝐶𝐴 = −𝐴𝐶 = 𝐽 

(4)    𝐴𝐵 = −𝐵𝐴 = 𝐻 
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พิสูจนŤ 

(1) จะแสดงวŠา 𝐴ଶ = 𝐵ଶ = 𝐶ଶ = 𝐼 

พิจารณา 

𝐴ଶ = ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲ ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲ = ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

൲ = 𝐼 

 

𝐵ଶ = ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

൲ = 𝐼 

 

𝐶ଶ = ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ = ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

൲ = 𝐼  

 

ดังนั้น  𝐴ଶ = 𝐵ଶ = 𝐶ଶ = 𝐼 

(2) จะแสดงวŠา 𝐵𝐶 = −𝐶𝐵 = 𝐾 

พิจารณา 

𝐵𝐶 = ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ = ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = 𝐾 

 

−𝐶𝐵 = − ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = − ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0

−1 0 0 0

൲ = ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = 𝐾 

ดังนั้น  𝐵𝐶 = −𝐶𝐵 = 𝐾 

(3) จะแสดงวŠา 𝐶𝐴 = −𝐴𝐶 = 𝐽 

พิจารณา 

𝐶𝐴 = ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲ = ൮

0 0 1 0
0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

൲ = 𝐽 
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−𝐴𝐶 = − ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲ ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ = − ൮

0 0 −1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲ = ൮

0 0 1 0
0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

൲ = 𝐽 

ดังนั้น  𝐶𝐴 = −𝐴𝐶 = 𝐽 

(4) จะแสดงวŠา  𝐴𝐵 = −𝐵𝐴 = 𝐻 

พิจารณา 

𝐴𝐵 = ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲ ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

൲ = 𝐻 

 

−𝐵𝐴 = − ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲ = − ൮

0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

൲ = ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

൲ = 𝐻 

ดังนั้น  𝐴𝐵 = −𝐵𝐴 = 𝐻 

∎ 

ทฤษฎีบทประกอบ 3.2   

(1)    𝐻ଶ = 𝐽ଶ = 𝐾ଶ = −𝐼 

(2)    𝐻𝐽 = −𝐽𝐻 = 𝐾 

(3)    𝐽𝐾 = −𝐾𝐽 = 𝐻 

(4)    𝐾𝐻 = −𝐻𝐾 = 𝐽 

พิสูจนŤ 

(1) จะแสดงวŠา 𝐻ଶ = 𝐽ଶ = 𝐾ଶ = −𝐼 

พิจารณา 

𝐻ଶ = ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

൲ ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

൲ = ൮

−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ = − ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

൲ = −𝐼 
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𝐽ଶ = ൮

0 0 1 0
0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

൲ ൮

0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0

൲ = ൮

−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ = − ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

൲ = −𝐼 

𝐾ଶ = ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = ൮

−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ = − ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

൲ = −𝐼 

ดังนั้น  𝐻ଶ = 𝐽ଶ = 𝐾ଶ = −𝐼 

(2) จะแสดงวŠา 𝐻𝐽 = −𝐽𝐻 = 𝐾 

พิจารณา 

𝐻𝐽 = ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

൲ ൮

0 0 1 0
0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

൲ = ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = 𝐾 

−𝐽𝐻 = − ൮

0 0 1 0
0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

൲ ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

൲ = − ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0

−1 0 0 0

൲ = ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = 𝐾 

ดังนั้น  𝐻𝐽 = −𝐽𝐻 = 𝐾 

(3) จะแสดงวŠา 𝐽𝐾 = −𝐾𝐽 = 𝐻 

พิจารณา 

𝐽𝐾 = ൮

0 0 1 0
0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

൲ ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

൲ = 𝐻 

−𝐾𝐽 = − ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ ൮

0 0 1 0
0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

൲ = − ൮

0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

൲ = ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

൲ = 𝐻 

ดังนั้น  𝐽𝐾 = −𝐾𝐽 = 𝐻 

(4) จะแสดงวŠา 𝐾𝐻 = −𝐻𝐾 = 𝐽 

พิจารณา 

𝐾𝐻 = ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

൲ = ൮

0 0 1 0
0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

൲ = 𝐽 
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−𝐻𝐾 = − ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

൲ ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

൲ = − ൮

0 0 −1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲ = ൮

0 0 1 0
0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

൲ = 𝐽 

ดังนั้น  𝐾𝐻 = −𝐻𝐾 = 𝐽 

∎ 

ทฤษฎีบทประกอบ 3.3   

(1)    𝐻𝐴 = −𝐴𝐻 = −𝐾𝐶 = 𝐶𝐾 = −𝐵 

(2)    𝐻𝐵 = −𝐵𝐻 = −𝐽𝐶 = 𝐶𝐽 = 𝐴 

(3)    𝐻𝐶 = 𝐶𝐻 = 𝐽𝐵 = 𝐵𝐽 = 𝐾𝐴 = 𝐴𝐾 

(4)    𝐽𝐴 = −𝐴𝐽 = −𝐾𝐵 = 𝐵𝐾 = 𝐶 

พิสูจนŤ 

(1) จะแสดงวŠา 𝐻𝐴 = −𝐴𝐻 = −𝐾𝐶 = 𝐶𝐾 = −𝐵 

พิจารณา 

𝐻𝐴 = ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

൲ ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲ = ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0

−1 0 0 0

൲ = − ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = −𝐵 

−𝐴𝐻 = − ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲ ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

൲ = − ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = −𝐵 

−𝐾𝐶 = − ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ = − ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = −𝐵 

𝐶𝐾 = ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0

−1 0 0 0

൲ = − ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = −𝐵 

ดังนั้น  𝐻𝐴 = −𝐴𝐻 = −𝐾𝐶 = 𝐶𝐾 = −𝐵 
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(2) จะแสดงวŠา 𝐻𝐵 = −𝐵𝐻 = −𝐽𝐶 = 𝐶𝐽 = 𝐴 

พิจารณา 

𝐻𝐵 = ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

൲ ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲ = 𝐴 

−𝐵𝐻 = ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

൲ = ൮

0 0 −1 0
0 0 0 −1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

൲ = ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲ = 𝐴  

−𝐽𝐶 = ൮−

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0

൲ ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ = − ൮

0 0 −1 0
0 0 0 −1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

൲ = ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲ = 𝐴 

𝐶𝐽 = ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ ൮−

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0

൲ = ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲ = 𝐴 

ดังนั้น  𝐻𝐵 = −𝐵𝐻 = −𝐽𝐶 = 𝐶𝐽 = 𝐴 

(3) จะแสดงวŠา 𝐻𝐶 = 𝐶𝐻 = 𝐽𝐵 = 𝐵𝐽 = 𝐾𝐴 = 𝐴𝐾 

พิจารณา 

𝐻𝐶 = ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

൲ ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ = ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

൲ 

𝐶𝐻 = ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

൲ = ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

൲ 

𝐽𝐵 = ൮

0 0 1 0
0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

൲ ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

൲ 

𝐵𝐽 = ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ ൮

0 0 1 0
0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

൲ = ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

൲ 
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𝐾𝐴 = ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲ = ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

൲ 

𝐴𝐾 = ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲ ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

൲ 

ดังนั้น  𝐻𝐶 = 𝐶𝐻 = 𝐽𝐵 = 𝐵𝐽 = 𝐾𝐴 = 𝐴𝐾 

(4) จะแสดงวŠา 𝐽𝐴 = −𝐴𝐽 = −𝐾𝐵 = 𝐵𝐾 = 𝐶 

พิจารณา 

𝐽𝐴 = ൮

0 0 1 0
0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

൲ ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲ = ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ = 𝐶 

−𝐴𝐽 = − ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲ ൮

0 0 1 0
0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

൲ = − ൮

−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

൲ = ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ = 𝐶 

−𝐾𝐵 = − ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = − ൮

−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

൲ = ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ = 𝐶 

𝐵𝐾 = − ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ = ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ = 𝐶 

ดังนั้น  𝐽𝐴 = −𝐴𝐽 = −𝐾𝐵 = 𝐵𝐾 = 𝐶 

∎ 

ตŠอไปเราจะสรšางกรุปที่กŠอกำเนิดจากเมทริกซŤพอลลิ 𝐴,  𝐵,  𝐶 และตัวแทนเมทริกซŤ  𝐻,  𝐽,  𝐾 ของหนŠวย

จินตภาพ ℎ,  𝑗,  𝑘 ของควอเทอรŤเนียนตามลำดับ ดังแสดงในทฤษฎีบทตŠอไปนี้ 

ทฤษฎีบท 3.4  ใหš 𝐺 = {𝐼, −𝐼,   𝐻, −𝐻,   𝐽, −𝐽,   𝐾, −𝐾, 𝐴, −𝐴, 𝐵, −𝐵, 𝐶, −𝐶, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶}  และ ∗ แทนการคูณกัน

ของเมทริกซŤ จะไดšวŠา (𝐺,∗) เปŨนกรุป 

พิสูจนŤ  ใหš 𝐺 = {𝐼, −𝐼,   𝐻, −𝐻,   𝐽, −𝐽,   𝐾, −𝐾, 𝐴, −𝐴, 𝐵, −𝐵, 𝐶, −𝐶, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶}  และ ∗ แทนการคูณกันของ

เมทริกซŤ 



12 

 

จะพิสูจนŤวŠา (𝐺,∗) เปŨนกรุป 

(1) จะพิสูจนŤวŠา (𝐺,∗)  มีสมบัติปŗด 

จากทฤษฎีบทประกอบ 3.1, 3.2 และ 3.3 จะไดšตารางผลคูณของแตŠละสมาชิกใน 𝐺 ดังตŠอไปนี้ 

∗ 𝑰 −𝑰 𝑯 −𝑯 𝑱 −𝑱 𝑲 −𝑲 𝑨 −𝑨 𝑩 −𝑩 𝑪 −𝑪 𝑯𝑪 −𝑯𝑪 

𝑰 𝐼 −𝐼 𝐻 −𝐻 𝐽 −𝐽 𝐾 −𝐾 𝐴 −𝐴 𝐵 −𝐵 𝐶 −𝐶 𝐻𝐶 −𝐻𝐶 

−𝑰 −𝐼 𝐼 −𝐻 𝐻 −𝐽 𝐽 −𝐾 𝐾 −𝐴 𝐴 −𝐵 𝐵 −𝐶 𝐶 −𝐻𝐶 𝐻𝐶 

𝑯 𝐻 −𝐻 −𝐼 𝐼 −𝐾 𝐾 𝐽 −𝐽 𝐵 −𝐵 𝐴 −𝐴 𝐻𝐶 −𝐻𝐶 −𝐶 𝐶 

−𝑯 −𝐻 𝐻 𝐼 −𝐼 𝐾 −𝐾 −𝐽 𝐽 −𝐵 𝐵 −𝐴 𝐴 −𝐻𝐶 𝐻𝐶 𝐶 −𝐶 

𝑱 𝐽 −𝐽 −𝐾 𝐾 −𝐼 𝐼 𝐻 −𝐻 −𝐶 𝐶 𝐻𝐶 −𝐻𝐶 𝐴 −𝐴 −𝐵 𝐵 

−𝑱 −𝐽 𝐽 𝐾 −𝐾 𝐼 −𝐼 −𝐻 𝐻 𝐶 −𝐶 −𝐻𝐶 𝐻𝐶 −𝐴 𝐴 𝐵 −𝐵 

𝑲 𝐾 −𝐾 −𝐽 𝐽 𝐻 −𝐻 −𝐼 𝐼 𝐻𝐶 −𝐻𝐶 𝐶 −𝐶 −𝐵 𝐵 −𝐴 𝐴 

−𝑲 −𝐾 𝐾 𝐽 −𝐽 −𝐻 𝐻 𝐼 −𝐼 −𝐻𝐶 𝐻𝐶 −𝐶 𝐶 𝐵 −𝐵 𝐴 −𝐴 

𝑨 𝐴 −𝐴 −𝐵 𝐵 𝐶 −𝐶 𝐻𝐶 −𝐻𝐶 𝐼 −𝐼 −𝐻 𝐻 𝐽 −𝐽 𝐾 −𝐾 

−𝑨 −𝐴 𝐴 𝐵 −𝐵 −𝐶 𝐶 −𝐻𝐶 𝐻𝐶 −𝐼 𝐼 𝐻 −𝐻 −𝐽 𝐽 −𝐾 𝐾 

𝑩 𝐵 −𝐵 𝐴 −𝐴 𝐻𝐶 −𝐻𝐶 −𝐶 𝐶 𝐻 −𝐻 𝐼 −𝐼 −𝐾 𝐾 𝐽 −𝐽 

−𝑩 −𝐵 𝐵 −𝐴 𝐴 −𝐻𝐶 𝐻𝐶 𝐶 −𝐶 −𝐻 𝐻 −𝐼 𝐼 𝐾 −𝐾 −𝐽 𝐽 

𝑪 𝐶 −𝐶 𝐻𝐶 −𝐻𝐶 −𝐴 𝐴 𝐵 −𝐵 −𝐽 𝐽 𝐾 −𝐾 𝐼 −𝐼 𝐻 −𝐻 

−𝑪 −𝐶 𝐶 −𝐻𝐶 𝐻𝐶 𝐴 −𝐴 −𝐵 𝐵 𝐽 −𝐽 −𝐾 𝐾 −𝐼 𝐼 −𝐻 𝐻 

𝑯𝑪 𝐻𝐶 −𝐻𝐶 −𝐶 𝐶 −𝐵 𝐵 −𝐴 𝐴 𝐾 −𝐾 𝐽 −𝐽 𝐻 −𝐻 −𝐼 𝐼 

−𝑯𝑪 −𝐻𝐶 𝐻𝐶 𝐶 −𝐶 𝐵 −𝐵 𝐴 −𝐴 −𝐾 𝐾 −𝐽 𝐽 −𝐻 𝐻 𝐼 −𝐼 

ดังนั้น (𝐺,∗) มีสมบัติปŗด 

(2) จะพิสูจนŤวŠา (𝐺,∗) มีสมบัติการเปลี่ยนหมูŠ  

เนื่องจากการคูณกันของเมทริกซŤมีสมบัติการเปลี่ยนหมูŠ  

ดังนั้น (𝐺,∗) มีสมบัติการเปลี่ยนหมูŠ 

(3) จะพิสูจนŤวŠา (𝐺,∗) มีสมบัติการมีเอกลักษณŤ 

เนื่องจากสมาชิกทุกตัวใน 𝐺 เปŨนเมทริกซŤ 4 × 4 และ 𝐼 ∈ 𝐺 เปŨนเมทริกซŤเอกลักษณŤ 4 × 4 

ดังนั้น (𝐺,∗)  มีสมบัติการมีเอกลักษณŤ 

(4) จะพิสูจนŤวŠา (𝐺,∗) มีสมบัติการมีตัวผกผัน 

จากตารางผลคูณในขšอ (1) สังเกตวŠา 𝑥ଶ = 𝐼 หรือ −𝑥2 = 𝐼  สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐺 

นั่นคือ 𝑥 หรือ −𝑥 เปŨนตัวผกผันของ 𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐺 

จะไดšวŠาสมาชิกทุกตัวใน 𝐺 มีตัวผกผัน 

ดังนั้น (𝐺,∗) มีสมบัติการมีตัวผกผัน 

สรุปไดšวŠา (𝐺,∗) เปŨนกรุป 
∎ 
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ตŠอไปเราจะพิจารณากรุปยŠอยทั้งหมดของกรุป 𝐺 ในทฤษฎีบท 3.4 ดังแสดงในทฤษฎีบทตŠอไปนี้ 

ทฤษฎีบท 3.5  ใหš  𝐹ଵ = {𝐼}, 𝐹ଶ = {𝐼, −𝐼},  𝐹ଷ = {𝐼, 𝐴},  𝐹ସ = {𝐼, 𝐵},  𝐹ହ = {𝐼, 𝐶},  𝐹 = {𝐼, −𝐴},  𝐹 = {𝐼, −𝐵},  
𝐹 = {𝐼, −𝐶},  𝐹ଽ = {𝐼, −𝐼, 𝐻, −𝐻},  𝐹ଵ = {𝐼, −𝐼, 𝐽, −𝐽},  𝐹ଵଵ = {𝐼, −𝐼, 𝐾, −𝐾},  𝐹ଵଶ = {𝐼, −𝐼, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶},   

𝐹ଵଷ = {𝐼, −𝐼, 𝐴, −𝐴, 𝐵, −𝐵, 𝐻, −𝐻},  𝐹ଵସ = {𝐼, −𝐼, 𝐵, −𝐵, 𝐶, −𝐶, 𝐾, −𝐾},  𝐹ଵହ = {𝐼, −𝐼, 𝐶, −𝐶, 𝐴, −𝐴, 𝐽, −𝐽},   

𝐹ଵ = {𝐼, −𝐼, 𝐻, −𝐻, 𝐽, −𝐽, 𝐾, −𝐾}  จะไดšวŠา 𝐹 เปŨนกรุปยŠอยของกรุป 𝐺 ในทฤษฎีบท 3.4 สำหรับทุก  
𝑖 = 1, 2, … , 16 

พิสูจนŤ   จะพิสูจนŤวŠา 𝐹  เปŨนกรุปยŠอยของ 𝐺 สำหรับทุก 𝑖 = 1, 2, … , 16 

(1) จะพิสูจนŤวŠา (𝐹,∗)  มีสมบัติปŗด สำหรับทุก 𝑖 = 1, 2, … , 16 

กรณีท่ี 1 : 𝐹ଵ = {𝐼} 
 𝐼 ∗ 𝐼 = 𝐼 

ดังนั้น (𝐹ଵ,∗)  มีสมบัติปŗด 

กรณีท่ี 2 : 𝐹ଶ = {𝐼, −𝐼} 

จะไดšตารางผลคณูของแตŠละสมาชิกใน 𝐹ଶ ดังนี้ 
∗ 𝑰 −𝑰 

𝑰 𝐼 −𝐼 

−𝑰 −𝐼 𝐼 

ดังนั้น (𝐹ଶ,∗)  มีสมบัติปŗด 

กรณีท่ี 3 : 𝐹ଷ = {𝐼, 𝐴} 

จะไดšตารางผลคณูของแตŠละสมาชิกใน 𝐹ଷ ดังนี้ 
∗ 𝑰 𝑨 

𝑰 𝐼 𝐴 

𝑨 𝐴 𝐼 

ดังนั้น (𝐹ଷ,∗)  มีสมบัติปŗด 

กรณีท่ี 4 : 𝐹ସ = {𝐼, 𝐵} 

จะไดšตารางผลคณูของแตŠละสมาชิกใน 𝐹ସ ดังนี้ 
∗ 𝑰 𝑩 

𝑰 𝐼 𝐵 

𝑩 𝐵 𝐼 

ดังนั้น (𝐹ସ,∗)  มีสมบัติปŗด 

กรณีท่ี 5 : 𝐹ହ = {𝐼, 𝐶} 

จะไดšตารางผลคณูของแตŠละสมาชิกใน 𝐹ହ ดังนี้ 
∗ 𝑰 𝑪 

𝑰 𝐼 𝐶 

𝑪 𝐶 𝐼 

ดังนั้น (𝐹ହ,∗)  มีสมบัติปŗด 
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กรณีท่ี 6 : 𝐹 = {𝐼, −𝐴} 

จะไดšตารางผลคณูของแตŠละสมาชิกใน 𝐹 ดังนี้ 
∗ 𝑰 −𝑨 

𝑰 𝐼 −𝐴 

−𝑨 −𝐴 𝐼 

ดังนั้น (𝐹,∗)  มีสมบัติปŗด 

กรณีท่ี 7 : 𝐹 = {𝐼, −𝐵} 

จะไดšตารางผลคูณของแตŠละสมาชิกใน 𝐹 ดังนี้ 
∗ 𝑰 −𝑩 

𝑰 𝐼 −𝐵 

−𝑩 −𝐵 𝐼 

ดังนั้น (𝐹,∗)  มีสมบัติปŗด 

กรณีท่ี 8 : 𝐹 = {𝐼, −𝐶} 

จะไดšตารางผลคูณของแตŠละสมาชิกใน 𝐹  ดังนี้ 
∗ 𝑰 −𝑪 

𝑰 𝐼 −𝐶 

−𝑪 −𝐶 𝐼 

ดังนั้น (𝐹 ,∗)  มีสมบัติปŗด 

กรณีท่ี 9 : 𝐹ଽ = {𝐼, −𝐼, 𝐻, −𝐻}   

จะไดšตารางผลคูณของแตŠละสมาชิกใน 𝐹ଽ ดังนี้ 
∗ 𝑰 −𝑰 𝑯 −𝑯 

𝑰 𝐼 −𝐼 𝐻 −𝐻 

−𝑰 −𝐼 𝐼 −𝐻 𝐻 

𝑯 𝐻 −𝐻 −𝐼 𝐼 

−𝑯 −𝐻 𝐻 𝐼 −𝐼 

ดังนั้น (𝐹ଽ,∗)  มีสมบัติปŗด 

กรณีท่ี 10 : 𝐹ଵ = {𝐼, −𝐼, 𝐽, −𝐽}   

จะไดšตารางผลคูณของแตŠละสมาชิกใน 𝐹ଵ ดังนี้ 
∗ 𝑰 −𝑰 𝑱 −𝑱 

𝑰 𝐼 −𝐼 𝐽 −𝐽 

−𝑰 −𝐼 𝐼 −𝐽 𝐽 

𝑱 𝐽 −𝐽 −𝐼 𝐼 

−𝑱 −𝐽 𝐽 𝐼 −𝐼 

ดังนั้น (𝐹ଵ,∗)  มีสมบัติปŗด 
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กรณีท่ี 11 : 𝐹ଵଵ = {𝐼, −𝐼, 𝐾, −𝐾}   

จะไดšตารางผลคูณของแตŠละสมาชิกใน 𝐹ଵଵ ดังนี้ 
∗ 𝑰 −𝑰 𝑲 −𝑲 

𝑰 𝐼 −𝐼 𝐾 −𝐾 

−𝑰 −𝐼 𝐼 −𝐾 𝐾 

𝑲 𝐾 −𝐾 −𝐼 𝐼 

−𝑲 −𝐾 𝐾 𝐼 −𝐼 

ดังนั้น (𝐹ଵଵ,∗)  มีสมบัติปŗด 

กรณีท่ี 12 : 𝐹ଵଶ = {𝐼, −𝐼, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶}   

จะไดšตารางผลคูณของแตŠละสมาชิกใน 𝐹ଵଶ ดังนี้ 
∗ 𝑰 −𝑰 𝑯𝑪 −𝑯𝑪 

𝑰 𝐼 −𝐼 𝐻𝐶 −𝐻𝐶 

−𝑰 −𝐼 𝐼 −𝐻𝐶 𝐻𝐶 

𝑯𝑪 𝐻𝐶 −𝐻𝐶 −𝐼 𝐼 

−𝑯𝑪 −𝐻𝐶 𝐻𝐶 𝐼 −𝐼 

ดังนั้น (𝐹ଵଶ,∗)  มีสมบัติปŗด 

กรณีท่ี 13 : 𝐹ଵଷ = {𝐼, −𝐼, 𝐴, −𝐴, 𝐵, −𝐵, 𝐻, −𝐻}   

จะไดšตารางผลคูณของแตŠละสมาชิกใน 𝐹ଵଷ ดังนี้ 
∗ 𝑰 −𝑰 𝑨 −𝑨 𝑩 −𝑩 𝑯 −𝑯 

𝑰 𝐼 −𝐼 𝐴 −𝐴 𝐵 −𝐵 𝐻 −𝐻 

−𝑰 −𝐼 𝐼 −𝐴 𝐴 −𝐵 𝐵 −𝐻 𝐻 

𝑨 𝐴 −𝐴 𝐼 −𝐼 −𝐻 𝐻 −𝐵 𝐵 

−𝑨 −𝐴 𝐴 −𝐼 𝐼 𝐻 −𝐻 𝐵 −𝐵 

𝑩 𝐵 −𝐵 𝐻 −𝐻 𝐼 −𝐼 𝐴 −𝐴 

−𝑩 −𝐵 𝐵 −𝐻 𝐻 −𝐼 𝐼 −𝐴 𝐴 

𝑯 𝐻 −𝐻 𝐵 −𝐵 𝐴 −𝐴 −𝐼 𝐼 

−𝑯 −𝐻 𝐻 −𝐵 𝐵 −𝐴 𝐴 𝐼 −𝐼 

ดังนั้น (𝐹ଵଷ,∗)  มีสมบัติปŗด 

กรณีท่ี 14 : 𝐹ଵସ = {𝐼, −𝐼, 𝐵, −𝐵, 𝐶, −𝐶, 𝐾, −𝐾}   

จะไดšตารางผลคูณของแตŠละสมาชิกใน 𝐹ଵସ ดังนี้ 
∗ 𝑰 −𝑰 𝑩 −𝑩 𝑪 −𝑪 𝑲 −𝑲 

𝑰 𝐼 −𝐼 𝐵 −𝐵 𝐶 −𝐶 𝐾 −𝐾 

−𝑰 −𝐼 𝐼 −𝐵 𝐵 −𝐶 𝐶 −𝐾 𝐾 

𝑩 𝐵 −𝐵 𝐼 −𝐼 −𝐾 𝐾 −𝐶 𝐶 

−𝑩 −𝐵 𝐵 −𝐼 𝐼 𝐾 −𝐾 𝐶 −𝐶 

𝑪 𝐶 −𝐶 𝐾 −𝐾 𝐼 −𝐼 𝐵 −𝐵 

−𝑪 −𝐶 𝐶 −𝐾 𝐾 −𝐼 𝐼 −𝐵 𝐵 

𝑲 𝐾 −𝐾 𝐶 −𝐶 −𝐵 𝐵 −𝐼 𝐼 

−𝑲 −𝐾 𝐾 −𝐶 𝐶 𝐵 −𝐵 𝐼 −𝐼 

ดังนั้น (𝐹ଵସ,∗)  มีสมบัติปŗด 
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กรณีท่ี 15 : 𝐹ଵହ = {𝐼, −𝐼, 𝐶, −𝐶, 𝐴, −𝐴, 𝐽, −𝐽}   

จะไดšตารางผลคูณของแตŠละสมาชิกใน 𝐹ଵହ ดังนี้ 
∗ 𝑰 −𝑰 𝑪 −𝑪 𝑨 −𝑨 𝑱 −𝑱 

𝑰 𝐼 −𝐼 𝐶 −𝐶 𝐴 −𝐴 𝐽 −𝐽 

−𝑰 −𝐼 𝐼 −𝐶 𝐶 −𝐴 𝐴 −𝐽 𝐽 

𝑪 𝐶 −𝐶 𝐼 −𝐼 −𝐽 𝐽 −𝐴 𝐴 

−𝑪 −𝐶 𝐶 −𝐼 𝐼 𝐽 −𝐽 𝐴 −𝐴 

𝑨 𝐴 −𝐴 𝐽 −𝐽 𝐼 −𝐼 𝐶 −𝐶 

−𝑨 −𝐴 𝐴 −𝐽 𝐽 −𝐼 𝐼 −𝐶 𝐶 

𝑱 𝐽 −𝐽 𝐴 −𝐴 −𝐶 𝐶 −𝐼 𝐼 

−𝑱 −𝐽 𝐽 −𝐴 𝐴 𝐶 −𝐶 𝐼 −𝐼 

ดังนั้น (𝐹ଵହ,∗)  มีสมบัติปŗด 

กรณีท่ี 16 : 𝐹ଵ = {𝐼, −𝐼, 𝐻, −𝐻, 𝐽, −𝐽, 𝐾, −𝐾}   

จะไดšตารางผลคูณของแตŠละสมาชิกใน 𝐹ଵ ดังนี้ 
∗ 𝑰 −𝑰 𝑯 −𝑯 𝑱 −𝑱 𝑲 −𝑲 

𝑰 𝐼 −𝐼 𝐻 −𝐻 𝐽 −𝐽 𝐾 −𝐾 

−𝑰 −𝐼 𝐼 −𝐻 𝐻 −𝐽 𝐽 −𝐾 𝐾 

𝑯 𝐻 −𝐻 −𝐼 𝐼 −𝐾 𝐾 𝐽 −𝐽 

−𝑯 −𝐻 𝐻 𝐼 −𝐼 𝐾 −𝐾 −𝐽 𝐽 

𝑱 𝐽 −𝐽 −𝐾 𝐾 −𝐼 𝐼 𝐻 −𝐻 

−𝑱 −𝐽 𝐽 𝐾 −𝐾 𝐼 −𝐼 −𝐻 𝐻 

𝑲 𝐾 −𝐾 −𝐽 𝐽 𝐻 −𝐻 −𝐼 𝐼 

−𝑲 −𝐾 𝐾 𝐽 −𝐽 −𝐻 𝐻 𝐼 −𝐼 

ดังนั้น (𝐹ଵ,∗)  มีสมบัติปŗด 

จะไดšวŠา (𝐹,∗)  มีสมบัติปŗด สำหรับทุก 𝑖 = 1, 2, … , 16 

(2) จะพิสูจนŤวŠา (𝐹,∗)  มีสมบัติการเปลี่ยนหมูŠ สำหรับทุก 𝑖 = 1, 2, … , 16 

จาก (𝐺,∗) เปŨนกรุป และ 𝐹 เปŨนเซตยŠอยของ 𝐺 

จะไดšวŠา (𝐹,∗) มีสมบัติการเปลี่ยนหมูŠ สำหรับทุก 𝑖 = 1, 2, … , 16 

(3) จะพิสูจนŤวŠา (𝐹,∗)  มีสมบัติการมีเอกลักษณŤ สำหรับทุก 𝑖 = 1, 2, … , 16 

จากสมาชิกทุกตัวใน 𝐹 เปŨนเมทริกซŤ 4 × 4 และ 𝐼 ∈ 𝐹 เปŨนเมทริกซŤเอกลักษณŤ 4 × 4 

จะไดšวŠา (𝐹,∗) มีสมบัติการมีเอกลักษณŤ สำหรับทุก 𝑖 = 1, 2, … , 16 

(4) จะพิสูจนŤวŠา (𝐹,∗)  มีสมบัติการมีตัวผกผัน สำหรับทุก 𝑖 = 1, 2, … , 16 

จากตารางผลคูณในขšอ (1) สังเกตวŠา 𝑥ଶ = 𝐼 หรือ −𝑥2 = 𝐼  สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐹 

นั่นคือ 𝑥 หรือ −𝑥 เปŨนตัวผกผันของ 𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐹 

ดังนั้นสมาชิกทุกตัวใน 𝐹 มีตัวผกผัน 

จะไดšวŠา (𝐹,∗) มีสมบัติการมีตัวผกผัน สำหรับทุก 𝑖 = 1, 2, … , 16 

สรุปไดšวŠา 𝐹 เปŨนกรุปยŠอยของ 𝐺 สำหรับทุก 𝑖 = 1, 2, … , 16 
∎ 
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นอกจากนีเ้ราไดšวŠาทุกกรุปยŠอย 𝐹 ของกรุป 𝐺 ในทฤษฎีบท 3.5 เปŨนกรุปยŠอยปรกติ สำหรับทุก  

𝑖 = 1, 2, … , 16 ดังแสดงในทฤษฎีบทตŠอไปนี้ 

ทฤษฎีบท 3.6  ใหš 𝐹 เปŨนกรุปยŠอยของกรุป 𝐺 ในทฤษฎีบท 3.5 จะไดšวŠา 𝐹 เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 สำหรับทุก  
𝑖 = 1, 2, … , 16 

พิสูจนŤ  ใหš 𝐹 เปŨนกรุปยŠอยของกรุป 𝐺 ในทฤษฎีบท 3.5 สำหรับทุก 𝑖 = 1, 2, … , 16 

จะพิสูจนŤวŠา 𝐹 เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 สำหรับทุก 𝑖 = 1, 2, … , 16 

(1) จะแสดงวŠา 𝐹ଵ = {𝐼} เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺  

พิจารณา 𝐼𝐹ଵ = {𝐼} = 𝐹ଵ𝐼 
(−𝐼)𝐹ଵ = {−𝐼} = 𝐹ଵ(−𝐼) 
𝐻𝐹ଵ = {𝐻} = 𝐹ଵ𝐻 

   (−𝐻)𝐹ଵ = {−𝐻} = 𝐹ଵ(−𝐻) 
𝐽𝐹ଵ = {𝐽} = 𝐹ଵ𝐽 
(−𝐽)𝐹ଵ = {−𝐽} = 𝐹ଵ(−𝐽) 
𝐾𝐹ଵ = {𝐾} = 𝐹ଵ𝐾 
(−𝐾)𝐹ଵ = {−𝐾} = 𝐹ଵ(−𝐾) 
𝐴𝐹ଵ = {𝐴} = 𝐹ଵ𝐴 
(−𝐴)𝐹ଵ = {−𝐴} = 𝐹ଵ(−𝐴) 
𝐵𝐹ଵ = {𝐵} = 𝐹ଵ𝐵 
(−𝐵)𝐹ଵ = {−𝐵} = 𝐹ଵ(−𝐵) 
𝐶𝐹ଵ = {𝐶} = 𝐹ଵ𝐶 
(−𝐶)𝐹ଵ = {−𝐶} = 𝐹ଵ(−𝐶) 
𝐻𝐶𝐹ଵ = {𝐻𝐶} = 𝐹ଵ𝐻𝐶 
(−𝐻𝐶)𝐹ଵ = {−𝐻𝐶} = 𝐹ଵ(−𝐻𝐶) 

ดังนั้น 𝑥𝐹ଵ = 𝐹ଵ𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐺 

จากทฤษฎีบท 2.12 จะไดšวŠา 𝐹ଵ เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 

(2) จะแสดงวŠา 𝐹ଶ = {𝐼, −𝐼} เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺  

พิจารณา 𝐼𝐹ଶ  = {𝐼, −𝐼} = 𝐹ଶ𝐼 

(−𝐼)𝐹ଶ = {−𝐼, 𝐼} = 𝐹ଶ(−𝐼) 
𝐻𝐹ଶ = {𝐻, −𝐻} = 𝐹ଶ𝐻 

   (−𝐻)𝐹ଶ = {−𝐻, 𝐻} = 𝐹ଶ(−𝐻) 
𝐽𝐹ଶ = {𝐽, −𝐽} = 𝐹ଶ𝐽 
(−𝐽)𝐹ଶ = {−𝐽, 𝐽} = 𝐹ଶ(−𝐽) 
𝐾𝐹ଶ = {𝐾, −𝐾} = 𝐹ଶ𝐾 
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(−𝐾)𝐹ଶ = {−𝐾, 𝐾} = 𝐹ଶ(−𝐾) 
𝐴𝐹ଶ = {𝐴, −𝐴} = 𝐹ଶ𝐴 
(−𝐴)𝐹ଶ = {−𝐴, 𝐴} = 𝐹ଶ(−𝐴) 
𝐵𝐹ଶ = {𝐵, −𝐵} = 𝐹ଶ𝐵 
(−𝐵)𝐹ଶ = {−𝐵, 𝐵} = 𝐹ଶ(−𝐵) 
𝐶𝐹ଶ = {𝐶, −𝐶} = 𝐹ଶ𝐶 
(−𝐶)𝐹ଶ = {−𝐶, 𝐶} = 𝐹ଶ(−𝐶) 
𝐻𝐶𝐹ଶ = {𝐻𝐶, −𝐻𝐶} = 𝐹ଶ𝐻𝐶 
(−𝐻𝐶)𝐹ଶ = {−𝐻𝐶, 𝐻𝐶} = 𝐹ଶ(−𝐻𝐶) 

ดังนั้น 𝑥𝐹ଶ = 𝐹ଶ𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐺 

จากทฤษฎีบท 2.12 จะไดšวŠา 𝐹ଶ เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 

(3) จะแสดงวŠา 𝐹ଷ = {𝐼, 𝐴} เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 

พิจารณา 𝐼𝐹ଷ  = {𝐼, 𝐴} = 𝐹ଷ𝐼 
(−𝐼)𝐹ଷ = {−𝐼, −𝐴} = 𝐹ଷ(−𝐼) 
𝐻𝐹ଷ = {𝐻, −𝐵} = 𝐹ଷ𝐻 

   (−𝐻)𝐹ଷ = {−𝐻, 𝐵} = 𝐹ଷ(−𝐻) 
𝐽𝐹ଷ = {𝐽, 𝐶} = 𝐹ଷ𝐽 
(−𝐽)𝐹ଷ = {−𝐽, −𝐶} = 𝐹ଷ(−𝐽) 
𝐾𝐹ଷ = {𝐾, 𝐻𝐶} = 𝐹ଷ𝐾 
(−𝐾)𝐹ଷ = {−𝐾, −𝐻𝐶} = 𝐹ଷ(−𝐾) 
𝐴𝐹ଷ = {𝐴, 𝐼} = 𝐹ଷ𝐴 
(−𝐴)𝐹ଷ = {−𝐴, −𝐼} = 𝐹ଷ(−𝐴) 
𝐵𝐹ଷ = {𝐵, −𝐻} = 𝐹ଷ𝐵 
(−𝐵)𝐹ଷ = {−𝐵, 𝐻} = 𝐹ଷ(−𝐵) 
𝐶𝐹ଷ = {𝐶, 𝐽} = 𝐹ଵ𝐶 
(−𝐶)𝐹ଷ = {−𝐶, −𝐽} = 𝐹ଷ(−𝐶) 
𝐻𝐶𝐹ଷ = {𝐻𝐶, 𝐾} = 𝐹ଷ𝐻𝐶 
(−𝐻𝐶)𝐹ଷ = {−𝐻𝐶, −𝐾} = 𝐹ଷ(−𝐻𝐶) 

ดังนั้น 𝑥𝐹ଷ = 𝐹ଷ𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐺 

จากทฤษฎีบท 2.12 จะไดšวŠา 𝐹ଷ เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 

(4) จะแสดงวŠา 𝐹ସ = {𝐼, 𝐵} เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 

พิจารณา 𝐼𝐹ସ  = {𝐼, 𝐵} = 𝐹ସ𝐼 
(−𝐼)𝐹ସ = {−𝐼, −𝐵} = 𝐹ସ(−𝐼) 
𝐻𝐹ସ = {𝐻, 𝐴} = 𝐹ସ𝐻 
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   (−𝐻)𝐹ସ = {−𝐻, −𝐴} = 𝐹ସ(−𝐻) 
𝐽𝐹ସ = {𝐽, 𝐻𝐶} = 𝐹ସ𝐽 
(−𝐽)𝐹ସ = {−𝐽, −𝐻𝐶} = 𝐹ସ(−𝐽) 
𝐾𝐹ସ = {𝐾, −𝐶} = 𝐹ସ𝐾 
(−𝐾)𝐹ସ = {−𝐾, 𝐶} = 𝐹ସ(−𝐾) 
𝐴𝐹ସ = {𝐴, 𝐻} = 𝐹ସ𝐴 
(−𝐴)𝐹ସ = {−𝐴, −𝐻} = 𝐹ସ(−𝐴) 
𝐵𝐹ସ = {𝐵, 𝐼} = 𝐹ସ𝐵 
(−𝐵)𝐹ସ = {−𝐵, −𝐼} = 𝐹ସ(−𝐵) 
𝐶𝐹ସ = {𝐶, −𝐾} = 𝐹ସ𝐶 
(−𝐶)𝐹ସ = {−𝐶, 𝐾} = 𝐹ସ(−𝐶) 
𝐻𝐶𝐹ସ = {𝐻𝐶, 𝐽} = 𝐹ସ𝐻𝐶 
(−𝐻𝐶)𝐹ସ = {−𝐻𝐶, −𝐽} = 𝐹ସ(−𝐻𝐶) 

ดังนั้น 𝑥𝐹ସ = 𝐹ସ𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐺 

จากทฤษฎีบท 2.12 จะไดšวŠา 𝐹ସ เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 

(5) จะแสดงวŠา 𝐹ହ = {𝐼, 𝐶} เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺  

พิจารณา 𝐼𝐹ହ  = {𝐼, 𝐶} = 𝐹ହ𝐼 
(−𝐼)𝐹ହ = {−𝐼, −𝐶} = 𝐹ହ(−𝐼) 
𝐻𝐹ହ = {𝐻, 𝐻𝐶} = 𝐹ହ𝐻 

   (−𝐻)𝐹ହ = {−𝐻, −𝐻𝐶} = 𝐹ହ(−𝐻) 
𝐽𝐹ହ = {𝐽, −𝐴} = 𝐹ହ𝐽 
(−𝐽)𝐹ହ = {−𝐽, 𝐴} = 𝐹ହ(−𝐽) 
𝐾𝐹ହ = {𝐾, 𝐵} = 𝐹ହ𝐾 
(−𝐾)𝐹ହ = {−𝐾, −𝐵} = 𝐹ହ(−𝐾) 
𝐴𝐹ହ = {𝐴, −𝐽} = 𝐹ହ𝐴 
(−𝐴)𝐹ହ = {−𝐴, 𝐽} = 𝐹ହ(−𝐴) 
𝐵𝐹ହ = {𝐵, 𝐾} = 𝐹ହ𝐵 
(−𝐵)𝐹ହ = {−𝐵, −𝐾} = 𝐹ହ(−𝐵) 
𝐶𝐹ହ = {𝐶, 𝐼} = 𝐹ହ𝐶 
(−𝐶)𝐹ହ = {−𝐶, −𝐼} = 𝐹ହ(−𝐶) 
𝐻𝐶𝐹ହ = {𝐻𝐶, 𝐻} = 𝐹ହ𝐻𝐶 
(−𝐻𝐶)𝐹ହ = {−𝐻𝐶, −𝐻} = 𝐹ହ(−𝐻𝐶) 

ดังนั้น 𝑥𝐹ହ = 𝐹ହ𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐺 

จากทฤษฎีบท 2.12 จะไดšวŠา 𝐹ହ เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 
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(6) จะแสดงวŠา 𝐹 = {𝐼, −𝐴} เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺  

พิจารณา 𝐼𝐹 = {𝐼, −𝐴} = 𝐹𝐼 
(−𝐼)𝐹 = {−𝐼, 𝐴} = 𝐹(−𝐼) 
𝐻𝐹 = {𝐻, 𝐵} = 𝐹𝐻 

   (−𝐻)𝐹 = {−𝐻, −𝐵} = 𝐹(−𝐻) 
𝐽𝐹 = {𝐽, −𝐶} = 𝐹𝐽 
(−𝐽)𝐹 = {−𝐽, 𝐶} = 𝐹(−𝐽) 
𝐾𝐹 = {𝐾, −𝐻𝐶} = 𝐹𝐾 
(−𝐾)𝐹 = {−𝐾, 𝐻𝐶} = 𝐹(−𝐾) 
𝐴𝐹 = {𝐴, −𝐼} = 𝐹𝐴 
(−𝐴)𝐹 = {−𝐴, 𝐼} = 𝐹(−𝐴) 
𝐵𝐹 = {𝐵, 𝐻} = 𝐹𝐵 
(−𝐵)𝐹 = {−𝐵, −𝐻} = 𝐹(−𝐵) 
𝐶𝐹 = {𝐶, −𝐽} = 𝐹𝐶 
(−𝐶)𝐹 = {−𝐶, 𝐽} = 𝐹(−𝐶) 
𝐻𝐶𝐹 = {𝐻𝐶, −𝐾} = 𝐹𝐻𝐶 
(−𝐻𝐶)𝐹 = {−𝐻𝐶, 𝐾} = 𝐹(−𝐻𝐶) 

ดังนั้น 𝑥𝐹 = 𝐹𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐺 

จากทฤษฎีบท 2.12 จะไดšวŠา 𝐹 เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 

(7) จะแสดงวŠา 𝐹 = {𝐼, −𝐵} เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺  

พิจารณา 𝐼𝐹 = {𝐼, −𝐵} = 𝐹𝐼 
(−𝐼)𝐹 = {−𝐼, 𝐵} = 𝐹(−𝐼) 
𝐻𝐹 = {𝐻, −𝐴} = 𝐹𝐻 

   (−𝐻)𝐹 = {−𝐻, 𝐴} = 𝐹(−𝐻) 
𝐽𝐹 = {𝐽, −𝐻𝐶} = 𝐹𝐽 
(−𝐽)𝐹 = {−𝐽, 𝐻𝐶} = 𝐹(−𝐽) 
𝐾𝐹 = {𝐾, 𝐶} = 𝐹𝐾 
(−𝐾)𝐹 = {−𝐾, −𝐶} = 𝐹(−𝐾) 
𝐴𝐹 = {𝐴, −𝐻} = 𝐹𝐴 
(−𝐴)𝐹 = {−𝐴, 𝐻} = 𝐹(−𝐴) 
𝐵𝐹 = {𝐵, −𝐼} = 𝐹𝐵 
(−𝐵)𝐹 = {−𝐵, 𝐼} = 𝐹(−𝐵) 
𝐶𝐹 = {𝐶, 𝐾} = 𝐹𝐶 
(−𝐶)𝐹 = {−𝐶, −𝐾} = 𝐹(−𝐶) 
𝐻𝐶𝐹 = {𝐻𝐶, −𝐽} = 𝐹𝐻𝐶 
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(−𝐻𝐶)𝐹 = {−𝐻𝐶, 𝐽} = 𝐹(−𝐻𝐶) 
ดังนั้น 𝑥𝐹 = 𝐹𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐺 

จากทฤษฎีบท 2.12 จะไดšวŠา 𝐹 เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 

(8) จะแสดงวŠา 𝐹 = {𝐼, −𝐶} เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 

พิจารณา 𝐼𝐹 = {𝐼, −𝐶} = 𝐹 𝐼 
(−𝐼)𝐹 = {−𝐼, 𝐶} = 𝐹 (−𝐼) 
𝐻𝐹 = {𝐻, −𝐻𝐶} = 𝐹 𝐻 

   (−𝐻)𝐹 = {−𝐻, 𝐻𝐶} = 𝐹 (−𝐻) 
𝐽𝐹 = {𝐽, 𝐴} = 𝐹 𝐽 
(−𝐽)𝐹 = {−𝐽, −𝐴} = 𝐹 (−𝐽) 
𝐾𝐹 = {𝐾, −𝐵} = 𝐹 𝐾 
(−𝐾)𝐹 = {−𝐾, 𝐵} = 𝐹 (−𝐾) 
𝐴𝐹 = {𝐴, 𝐽} = 𝐹 𝐴 
(−𝐴)𝐹 = {−𝐴, −𝐽} = 𝐹 (−𝐴) 
𝐵𝐹 = {𝐵, −𝐾} = 𝐹 𝐵 
(−𝐵)𝐹 = {−𝐵, 𝐾} = 𝐹 (−𝐵) 
𝐶𝐹 = {𝐶, −𝐼} = 𝐹 𝐶 
(−𝐶)𝐹 = {−𝐶, 𝐼} = 𝐹 (−𝐶) 
𝐻𝐶𝐹 = {𝐻𝐶, −𝐻} = 𝐹 𝐻𝐶 
(−𝐻𝐶)𝐹 = {−𝐻𝐶, 𝐻} = 𝐹 (−𝐻𝐶) 

ดังนั้น 𝑥𝐹 = 𝐹 𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐺 

จากทฤษฎีบท 2.12 จะไดšวŠา 𝐹  เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 

(9) จะแสดงวŠา 𝐹ଽ = {𝐼, −𝐼, 𝐻, −𝐻} เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺  

พิจารณา 𝐼𝐹ଽ = {𝐼, −𝐼, 𝐻, −𝐻} = 𝐹ଽ𝐼 
   (−𝐼)𝐹ଽ = {−𝐼, 𝐼, −𝐻,  𝐻} = 𝐹ଽ(−𝐼) 

𝐻𝐹ଽ = {𝐻, −𝐻, −𝐼,  𝐼} = 𝐹ଽ𝐻 
   (−𝐻)𝐹ଽ = {−𝐻, 𝐻, 𝐼, −𝐼} = 𝐹ଽ(−𝐻) 

𝐽𝐹ଽ = {𝐽, −𝐽, 𝐾, −𝐾} = 𝐹ଽ𝐽 
   (−𝐽)𝐹ଽ = {−𝐽, 𝐽, −𝐾, 𝐾} = 𝐹ଽ(−𝐽) 

𝐾𝐹ଽ = {𝐾, −𝐾, −𝐽,  𝐽} = 𝐹ଽ𝐾 
   (−𝐾)𝐹ଽ = {−𝐾, 𝐾, 𝐽, −𝐽} = 𝐹ଽ(−𝐾) 

𝐴𝐹ଽ = {𝐴, −𝐴, −𝐵, 𝐵} = 𝐹ଽ𝐴 
(−𝐴)𝐹ଽ = {−𝐴, 𝐴, 𝐵, −𝐵} = 𝐹ଽ(−𝐴) 
𝐵𝐹ଽ = {𝐵, −𝐵, 𝐴, −𝐴} = 𝐹ଽ𝐵 
(−𝐵)𝐹ଽ = {−𝐵, 𝐵, −𝐴, 𝐴} = 𝐹ଽ(−𝐵) 
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𝐶𝐹ଽ = {𝐶, −𝐶, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶} = 𝐹ଽ𝐶 
(−𝐶)𝐹ଽ = {−𝐶, 𝐶, −𝐻𝐶, 𝐻𝐶} = 𝐹ଽ(−𝐶) 
𝐻𝐶𝐹ଽ = {𝐻𝐶, −𝐻𝐶, −𝐶, 𝐶} = 𝐹ଽ𝐻𝐶 
(−𝐻𝐶)𝐹ଽ = {−𝐻𝐶, 𝐻𝐶, 𝐶, −𝐶} = 𝐹ଽ(−𝐻𝐶) 

ดังนั้น 𝑥𝐹ଽ = 𝐹ଽ𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐺 

จากทฤษฎีบท 2.12 จะไดšวŠา 𝐹ଽ เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 

(10)  จะแสดงวŠา 𝐹ଵ = {𝐼, −𝐼, 𝐽, −𝐽} เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺  

 พิจารณา 𝐼𝐹ଵ = {𝐼, −𝐼, 𝐽, −𝐽} = 𝐹ଵ𝐼 
   (−𝐼)𝐹ଵ = {−𝐼, 𝐼, −𝐽, 𝐽} = 𝐹ଵ(−𝐼) 

𝐻𝐹ଵ = {𝐻, −𝐻, −𝐾,  𝐾} = 𝐹ଵ𝐻 
   (−𝐻)𝐹ଵ = {−𝐻, 𝐻, 𝐾, −𝐾} = 𝐹ଵ(−𝐻) 

𝐽𝐹ଵ = {𝐽, −𝐽, −𝐼, 𝐼} = 𝐹ଵ𝐽 
   (−𝐽)𝐹ଵ = {−𝐽, 𝐽, 𝐼, −𝐼} = 𝐹ଵ(−𝐽) 

𝐾𝐹ଵ = {𝐾, −𝐾, 𝐻, −𝐻} = 𝐹ଵ𝐾 
   (−𝐾)𝐹ଵ = {−𝐾, 𝐾, −𝐻, 𝐻} = 𝐹ଵ(−𝐾) 

𝐴𝐹ଵ = {𝐴, −𝐴, 𝐶, −𝐶} = 𝐹ଵ𝐴 
(−𝐴)𝐹ଵ = {−𝐴, 𝐴, −𝐶, 𝐶} = 𝐹ଵ(−𝐴) 
𝐵𝐹ଵ = {𝐵, −𝐵, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶} = 𝐹ଵ𝐵 
(−𝐵)𝐹ଵ = {−𝐵, 𝐵, −𝐻𝐶, 𝐻𝐶} = 𝐹ଵ(−𝐵) 
𝐶𝐹ଵ = {𝐶, −𝐶, −𝐴,  𝐴} = 𝐹ଵ𝐶 
(−𝐶)𝐹ଵ𝐹 = {−𝐶, 𝐶, 𝐴, −𝐴} = 𝐹ଵ(−𝐶) 
𝐻𝐶𝐹ଵ = {𝐻𝐶, −𝐻𝐶, −𝐵, 𝐵} = 𝐹ଵ𝐻𝐶 
(−𝐻𝐶)𝐹ଵ = {−𝐻𝐶, 𝐻𝐶, 𝐵, −𝐵} = 𝐹ଵ(−𝐻𝐶) 

ดังนั้น 𝑥𝐹ଵ = 𝐹ଵ𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐺 

จากทฤษฎีบท 2.12 จะไดšวŠา 𝐹ଵ เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 

(11)  จะแสดงวŠา 𝐹ଵଵ = {𝐼, −𝐼, 𝐾, −𝐾} เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺  

 พิจารณา 𝐼𝐹ଵଵ = {𝐼, −𝐼, 𝐾, −𝐾} = 𝐹ଵଵ𝐼 
   (−𝐼)𝐹ଵଵ = {−𝐼, 𝐼, −𝐾,  𝐾} = 𝐹ଵଵ(−𝐼) 

𝐻𝐹ଵଵ = {𝐻, −𝐻, 𝐽, − 𝐽} = 𝐹ଵଵ𝐻 
   (−𝐻)𝐹ଵଵ = {−𝐻, 𝐻, −𝐽, 𝐽} = 𝐹ଵଵ(−𝐻) 

𝐽𝐹ଵଵ = {𝐽, −𝐽, 𝐻, − 𝐻} = 𝐹ଵଵ𝐽 
   (−𝐽)𝐹ଵଵ = {−𝐽, 𝐽, −𝐻, 𝐻} = 𝐹ଵଵ(−𝐽) 

𝐾𝐹ଵଵ = {𝐾, −𝐾, −𝐼, 𝐼} = 𝐹ଵଵ𝐾 
   (−𝐾)𝐹ଵଵ = {−𝐾, 𝐾, 𝐼, −𝐼} = 𝐹ଵଵ(−𝐾) 
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𝐴𝐹ଵଵ = {𝐴, −𝐴, 𝐻𝐶, − 𝐻𝐶} = 𝐹ଵଵ𝐴 
(−𝐴)𝐹ଵଵ = {−𝐴, 𝐴, −𝐻𝐶, 𝐻𝐶} = 𝐹ଵଵ(−𝐴) 
𝐵𝐹ଵଵ = {𝐵, −𝐵, −𝐶, 𝐶} = 𝐹ଵଵ𝐵 
(−𝐵)𝐹ଵଵ = {−𝐵, 𝐵, 𝐶, −𝐶} = 𝐹ଵଵ(−𝐵) 
𝐶𝐹ଵଵ = {𝐶, −𝐶, 𝐵, − 𝐵} = 𝐹ଵଵ𝐶 
(−𝐶)𝐹ଵଵ = {−𝐶, 𝐶, −𝐵, 𝐵} = 𝐹ଵଵ(−𝐶) 
𝐻𝐶𝐹ଵଵ = {𝐻𝐶, −𝐻𝐶, −𝐴, 𝐴} = 𝐹ଵଵ𝐻𝐶 
(−𝐻𝐶)𝐹ଵଵ = {−𝐻𝐶, 𝐻𝐶, 𝐴, −𝐴} = 𝐹ଵଵ(−𝐻𝐶) 

ดังนั้น 𝑥𝐹ଵଵ = 𝐹ଵଵ𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐺 

จากทฤษฎีบท 2.12 จะไดšวŠา 𝐹ଵଵ เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 

(12)  จะแสดงวŠา 𝐹ଵଶ = {𝐼, −𝐼, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶} เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺  

 พิจารณา 𝐼𝐹ଵଶ = {𝐼, −𝐼, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶} = 𝐹ଵଶ𝐼 
   (−𝐼)𝐹ଵଶ = {−𝐼, 𝐼, −𝐻𝐶,  𝐻𝐶} = 𝐹ଵଶ(−𝐼) 

𝐻𝐹ଵଶ = {𝐻, −𝐻, −𝐶,  𝐶} = 𝐹ଵଶ𝐻 
   (−𝐻)𝐹ଵଶ = {−𝐻, 𝐻, 𝐶, −𝐶} = 𝐹ଵଶ(−𝐻) 

𝐽𝐹ଵଶ = {𝐽, −𝐽, −𝐵, 𝐵} = 𝐹ଵଶ𝐽 
   (−𝐽)𝐹ଵଶ = {−𝐽, 𝐽, 𝐵, 𝐵} = 𝐹ଵଶ(−𝐽) 

𝐾𝐹ଵଶ = {𝐾, −𝐾, −𝐴,  𝐴} = 𝐹ଵଶ𝐾 
   (−𝐾)𝐹ଵଶ = {−𝐾, 𝐾, 𝐴, −𝐴} = 𝐹ଵଶ(−𝐾) 

𝐴𝐹ଵଶ = {𝐴, −𝐴, 𝐾, −𝐾} = 𝐹ଵଶ𝐴 
(−𝐴)𝐹ଵଶ = {−𝐴, 𝐴, −𝐾, 𝐾} = 𝐹ଵଶ(−𝐴) 
𝐵𝐹ଵଶ = {𝐵, −𝐵, 𝐽, −𝐽} = 𝐹ଵଶ𝐵 
(−𝐵)𝐹ଵଶ = {−𝐵, 𝐵, −𝐽, 𝐽} = 𝐹ଵଶ(−𝐵) 
𝐶𝐹ଵଶ = {𝐶, −𝐶, 𝐻, −𝐻} = 𝐹ଵଶ𝐶 
(−𝐶)𝐹ଵଶ = {−𝐶, 𝐶, −𝐻, 𝐻} = 𝐹ଵଶ(−𝐶) 
𝐻𝐶𝐹ଵଶ = {𝐻𝐶, −𝐻𝐶, −𝐼, 𝐼} = 𝐹ଵଶ𝐻𝐶 
(−𝐻𝐶)𝐹ଵଶ = {−𝐻𝐶, 𝐻𝐶, 𝐼, −𝐼} = 𝐹ଵଶ(−𝐻𝐶) 

ดังนั้น 𝑥𝐹ଵଶ = 𝐹ଵଶ𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐺 

จากทฤษฎีบท 2.12 จะไดšวŠา 𝐹ଵଶ เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 

(13)  จะแสดงวŠา 𝐹ଵଷ = {𝐼, −𝐼, 𝐴, −𝐴, 𝐵, −𝐵, 𝐻, −𝐻} เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺  

 พิจารณา 𝐼𝐹ଵଷ = {𝐼, −𝐼, 𝐴, −𝐴, 𝐵, −𝐵, 𝐻, −𝐻} = 𝐹ଵଷ𝐼 
   (−𝐼)𝐹ଵଷ = {−𝐼, 𝐼, −𝐴, 𝐴, −𝐵, 𝐵, −𝐻, 𝐻} = 𝐹ଵଷ(−𝐼) 

𝐻𝐹ଵଷ = {𝐻, −𝐻, −𝐵, 𝐵, 𝐴, −𝐴, −𝐼, 𝐼} = 𝐹ଵଷ𝐻 
   (−𝐻)𝐹ଵଷ = {−𝐻, 𝐻, 𝐵, −𝐵, −𝐴, 𝐴, 𝐼, −𝐼} = 𝐹ଵଷ(−𝐻) 
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𝐽𝐹ଵଷ = {𝐽, −𝐽, 𝐶, − 𝐶, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶, −𝐾, 𝐾} = 𝐹ଵଷ𝐽 
   (−𝐽)𝐹ଵଷ = {−𝐽, 𝐽, −𝐶, 𝐶, −𝐻𝐶, 𝐻𝐶, 𝐾, −𝐾} = 𝐹ଵଷ(−𝐽) 

𝐾𝐹ଵଷ = {𝐾, −𝐾, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶, − 𝐶, −𝐶, 𝐽, −𝐽} = 𝐹ଵଷ𝐾 
   (−𝐾)𝐹ଵଷ = {−𝐾, 𝐾, −𝐻𝐶, 𝐻𝐶, 𝐶, −𝐶, −𝐽, 𝐽} = 𝐹ଵଷ(−𝐾) 

𝐴𝐹ଵଷ = {𝐴, −𝐴, 𝐼, − 𝐼, 𝐻, −𝐻, 𝐵, −𝐵} = 𝐹ଵଷ𝐴 
(−𝐴)𝐹ଵଷ = {−𝐴, 𝐴, −𝐼, 𝐼, −𝐻, 𝐻, −𝐵, 𝐵} = 𝐹ଵଷ(−𝐴) 
𝐵𝐹ଵଷ = {𝐵, −𝐵, −𝐻, 𝐻, 𝐼, −𝐼, 𝐴, −𝐴} = 𝐹ଵଷ𝐵 
(−𝐵)𝐹ଵଷ = {−𝐵, 𝐵, 𝐻, −𝐻, −𝐼, 𝐼, −𝐴, 𝐴} = 𝐹ଵଷ(−𝐵) 
𝐶𝐹ଵଷ = {𝐶, −𝐶, 𝐽, − 𝐽, −𝐾, 𝐾, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶} = 𝐹ଵଷ𝐶 
(−𝐶)𝐹ଵଷ = {−𝐶, 𝐶, −𝐽, 𝐽, 𝐾, −𝐾, −𝐻𝐶, 𝐻𝐶} = 𝐹ଵଷ(−𝐶) 
𝐻𝐶𝐹ଵଷ = {𝐻𝐶, −𝐻𝐶, 𝐾, −𝐾, 𝐽, −𝐽, −𝐶, 𝐶} = 𝐹ଵଷ𝐻𝐶 
(−𝐻𝐶)𝐹ଵଷ = {−𝐻𝐶, 𝐻𝐶, −𝐾, 𝐾, −𝐽, 𝐽, 𝐶, −𝐶} = 𝐹ଵଷ(−𝐻𝐶) 

ดังนั้น 𝑥𝐹ଵଷ = 𝐹ଵଷ𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐺 

จากทฤษฎีบท 2.12 จะไดšวŠา 𝐹ଵଷ เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 

(14)  จะแสดงวŠา 𝐹ଵସ = {𝐼, −𝐼, 𝐵, −𝐵, 𝐶, −𝐶, 𝐾, −𝐾} เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺  

 พิจารณา 𝐼𝐹ଵସ = {𝐼, −𝐼, 𝐵, −𝐵, 𝐶, −𝐶, 𝐾, −𝐾} = 𝐹ଵସ𝐼 
   (−𝐼)𝐹ଵସ = {−𝐼, 𝐼, −𝐵, 𝐵, −𝐶, 𝐶, −𝐾, 𝐾} = 𝐹ଵସ(−𝐼) 

𝐻𝐹ଵସ = {𝐻, −𝐻, 𝐴, −𝐴, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶, −𝐽, 𝐽} = 𝐹ଵସ𝐻 
   (−𝐻)𝐹ଵସ = {−𝐻, 𝐻, −𝐴, 𝐴, −𝐻𝐶, 𝐻𝐶, 𝐽, −𝐽} = 𝐹ଵସ(−𝐻) 

𝐽𝐹ଵସ = {𝐽, −𝐽, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶, −𝐴, 𝐴, 𝐻, −𝐻} = 𝐹ଵସ𝐽 
   (−𝐽)𝐹ଵସ = {−𝐽, 𝐽, −𝐻𝐶, 𝐻𝐶, 𝐴, −𝐴, −𝐻, 𝐻} = 𝐹ଵସ(−𝐽) 

𝐾𝐹ଵସ = {𝐾, −𝐾, −𝐶, 𝐶, 𝐵, −𝐵, −𝐼, 𝐼} = 𝐹ଵସ𝐾 
   (−𝐾)𝐹ଵସ = {−𝐾, 𝐾, 𝐶, −𝐶, −𝐵, 𝐵, 𝐼, −𝐼} = 𝐹ଵସ(−𝐾) 

𝐴𝐹ଵସ = {𝐴, −𝐴, 𝐻, − 𝐻, −𝐽, 𝐽, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶} = 𝐹ଵସ𝐴 
(−𝐴)𝐹ଵସ = {−𝐴, 𝐴, −𝐻, 𝐻, 𝐽, −𝐽, −𝐻𝐶, 𝐻𝐶} = 𝐹ଵସ(−𝐴) 
𝐵𝐹ଵସ = {𝐵, −𝐵, 𝐼, −𝐼, 𝐾, −𝐾, 𝐶, −𝐶} = 𝐹ଵସ𝐵 
(−𝐵)𝐹ଵସ = {−𝐵, 𝐵, −𝐼, 𝐼, −𝐾, 𝐾, −𝐶, 𝐶} = 𝐹ଵସ(−𝐵) 
𝐶𝐹ଵସ = {𝐶, −𝐶, −𝐾, 𝐾, 𝐼, −𝐼, −𝐵, 𝐵} = 𝐹ଵସ𝐶 
(−𝐶)𝐹ଵସ = {−𝐶, 𝐶, 𝐾, −𝐾, −𝐼, 𝐼, 𝐵, −𝐵} = 𝐹ଵସ(−𝐶) 
𝐻𝐶𝐹ଵସ = {𝐻𝐶, −𝐻𝐶, 𝐽, −𝐽, 𝐻, −𝐻, −𝐴, 𝐴} = 𝐹ଵସ𝐻𝐶 
(−𝐻𝐶)𝐹ଵସ = {−𝐻𝐶, 𝐻𝐶, −𝐽, 𝐽, −𝐻, 𝐻, 𝐴, −𝐴} = 𝐹ଵସ(−𝐻𝐶) 

ดังนั้น 𝑥𝐹ଵସ = 𝐹ଵସ𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐺 

จากทฤษฎีบท 2.12 จะไดšวŠา 𝐹ଵସ เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 
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(15)  จะแสดงวŠา 𝐹ଵହ = {𝐼, −𝐼, 𝐶, −𝐶, 𝐴, −𝐴, 𝐽, −𝐽} เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺  

 พิจารณา 𝐼𝐹ଵହ = {𝐼, −𝐼, 𝐶, −𝐶, 𝐴, −𝐴, 𝐽, −𝐽} = 𝐹ଵହ𝐼 
   (−𝐼)𝐹ଵହ = {−𝐼, 𝐼, −𝐶, 𝐶, −𝐴, 𝐴, −𝐽, 𝐽} = 𝐹ଵହ(−𝐼) 

𝐻𝐹ଵହ = {𝐻, −𝐻, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶, −𝐵, 𝐵, −𝐾, 𝐾} = 𝐹ଵହ𝐻 
   (−𝐻)𝐹ଵହ = {−𝐻, 𝐻, −𝐻𝐶, 𝐻𝐶, 𝐵, −𝐵, 𝐾, −𝐾} = 𝐹ଵହ(−𝐻) 

𝐽𝐹ଵହ = {𝐽, −𝐽, −𝐴, 𝐴, 𝐶, −𝐶, −𝐼, 𝐼} = 𝐹ଵହ𝐽 
   (−𝐽)𝐹ଵହ = {−𝐽, 𝐽, 𝐴, −𝐴, −𝐶, 𝐶, 𝐼, −𝐼} = 𝐹ଵହ(−𝐽) 

𝐾𝐹ଵହ = {𝐾, −𝐾, 𝐵, −𝐵, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶, 𝐻, −𝐻} = 𝐹ଵହ𝐾 
   (−𝐾)𝐹ଵହ = {−𝐾, 𝐾, −𝐵, 𝐵, −𝐻𝐶, 𝐻𝐶, −𝐻, 𝐻} = 𝐹ଵହ(−𝐾) 

𝐴𝐹ଵହ = {𝐴, −𝐴, −𝐽, 𝐽, 𝐼, −𝐼, −𝐶, 𝐶} = 𝐹ଵହ𝐴 
(−𝐴)𝐹ଵହ = {−𝐴, 𝐴, 𝐽, −𝐽, −𝐼, 𝐼, 𝐶, −𝐶} = 𝐹ଵହ(−𝐴) 
𝐵𝐹ଵହ = {𝐵, −𝐵, 𝐾, −𝐾, −𝐻, 𝐻, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶} = 𝐹ଵସ𝐵 
(−𝐵)𝐹ଵହ = {−𝐵, 𝐵, −𝐾, 𝐾, 𝐻, −𝐻, −𝐻𝐶, 𝐻𝐶} = 𝐹ଵହ(−𝐵) 
𝐶𝐹ଵହ = {𝐶, −𝐶, 𝐼, − 𝐼, 𝐽, −𝐽, 𝐴, −𝐴} = 𝐹ଵହ𝐶 
(−𝐶)𝐹ଵହ = {−𝐶, 𝐶, −𝐼, 𝐼, −𝐽, 𝐽, −𝐴, 𝐴} = 𝐹ଵହ(−𝐶) 
𝐻𝐶𝐹ଵହ = {𝐻𝐶, −𝐻𝐶, 𝐽, −𝐽, 𝐾, −𝐾, −𝐵, 𝐵} = 𝐹ଵହ𝐻𝐶 
(−𝐻𝐶)𝐹ଵହ = {−𝐻𝐶, 𝐻𝐶, −𝐽, 𝐽, −𝐾, 𝐾, 𝐵, −𝐵} = 𝐹ଵହ(−𝐻𝐶) 

ดังนั้น 𝑥𝐹ଵହ = 𝐹ଵହ𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐺 

จากทฤษฎีบท 2.12 จะไดšวŠา 𝐹ଵହ เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 

(16)  จะแสดงวŠา 𝐹ଵ เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺  

 พิจารณา 𝐼𝐹ଵ = {𝐼, −𝐼, 𝐻, −𝐻, 𝐽, −𝐽, 𝐾, −𝐾} = 𝐹ଵ𝐼 
   (−𝐼)𝐹ଵ = {−𝐼, 𝐼, −𝐻, 𝐻, −𝐽, 𝐽, −𝐾, 𝐾} = 𝐹ଵ(−𝐼) 

𝐻𝐹ଵ = {𝐻, −𝐻, −𝐼,  𝐼, −𝐾, 𝐾, 𝐽, − 𝐽} = 𝐹ଵ𝐻 
   (−𝐻)𝐹ଵ = {−𝐻, 𝐻, 𝐼, −𝐼, 𝐾, −𝐾, −𝐽, 𝐽} = 𝐹ଵ(−𝐻) 

𝐽𝐹ଵ = {𝐽, −𝐽, 𝐾, −𝐾, −𝐼, 𝐼, 𝐻, − 𝐻} = 𝐹ଵ𝐽 
   (−𝐽)𝐹ଵ = {−𝐽, 𝐽, −𝐾,  𝐾, 𝐼, −𝐼, −𝐻, 𝐻} = 𝐹ଵ(−𝐽) 

𝐾𝐹ଵ = {𝐾, −𝐾, −𝐽, 𝐽, 𝐻, −𝐻, −𝐼, 𝐼} = 𝐹ଵ𝐾 
   (−𝐾)𝐹ଵ = {−𝐾, 𝐾, 𝐽, −𝐽, −𝐻,  𝐻, 𝐼, −𝐼} = 𝐹ଵ(−𝐾) 

𝐴𝐹ଵ = {𝐴, −𝐴, −𝐵, 𝐵, 𝐶, −𝐶, 𝐻𝐶, − 𝐻𝐶} = 𝐹ଵ𝐴 
(−𝐴)𝐹ଵ = {−𝐴, 𝐴, 𝐵, −𝐵, −𝐶, 𝐶, −𝐻𝐶, 𝐻𝐶} = 𝐹ଵ(−𝐴) 
𝐵𝐹ଵ = {𝐵, −𝐵, 𝐴, −𝐴, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶, −𝐶, 𝐶} = 𝐹ଵ𝐵 
(−𝐵)𝐹ଵ = {−𝐵, 𝐵, −𝐴, 𝐴, −𝐻𝐶, 𝐻𝐶, 𝐶, −𝐶} = 𝐹ଵ(−𝐵) 
𝐶𝐹ଵ = {𝐶, −𝐶, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶, −𝐴,  𝐴, 𝐵, − 𝐵} = 𝐹ଵ𝐶 
(−𝐶)𝐹ଵ = {−𝐶, 𝐶, −𝐻𝐶, 𝐻𝐶, 𝐴, −𝐴, −𝐵, 𝐵} = 𝐹ଵ(−𝐶) 
𝐻𝐶𝐹ଵ = {𝐻𝐶, −𝐻𝐶, −𝐶, 𝐶, −𝐵, 𝐵, −𝐴, 𝐴} = 𝐹ଵ𝐻𝐶 
(−𝐻𝐶)𝐹ଵ = {−𝐻𝐶, 𝐻𝐶, 𝐶, −𝐶, 𝐵, −𝐵, 𝐴, −𝐴} = 𝐹ଵ(−𝐻𝐶)  



26 

 

ดังนั้น 𝑥𝐹ଵ = 𝐹ଵ𝑥 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝐺 

จากทฤษฎีบท 2.12 จะไดšวŠา 𝐹ଵ เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 

ดังนั้น 𝐹 เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 สำหรับทุก 𝑖 = 1, 2, … , 16 
∎ 
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บทที่ 4 

สรุปผลการศึกษา (Conclusion) 

กำหนดใหš  𝐴 = ൮

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

൲,  𝐵 = ൮

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲,  𝐶 = ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

൲ 

เปŨนเมทริกซŤพอลลิในรูปเมทริกซŤ 4 × 4 และ 

   𝐻 = ൮

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

൲ , 𝐽 = ൮

0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0

൲,  𝐾 = ൮

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

൲ 

เปŨนตัวแทนเมทริกซŤ 4 × 4 ของหนŠวยจินตภาพ ℎ, 𝑗, 𝑘 ของควอเทอรŤเนียนตามลำดับ  

และ 𝐼 = ൮

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

൲ เปŨนเมทริกซŤเอกลักษณŤ 4 × 4 

ทฤษฎีบท 3.4  ใหš 𝐺 = {𝐼, −𝐼,   𝐻, −𝐻,   𝐽, −𝐽,   𝐾, −𝐾, 𝐴, −𝐴, 𝐵, −𝐵, 𝐶, −𝐶, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶}  และ ∗ แทนการคูณกัน

ของเมทริกซŤ จะไดšวŠา (𝐺,∗) เปŨนกรุป 

ทฤษฎีบท 3.5  ใหš  𝐹ଵ = {𝐼}, 𝐹ଶ = {𝐼, −𝐼},  𝐹ଷ = {𝐼, 𝐴},  𝐹ସ = {𝐼, 𝐵},  𝐹ହ = {𝐼, 𝐶},  𝐹 = {𝐼, −𝐴},  𝐹 = {𝐼, −𝐵},  
𝐹 = {𝐼, −𝐶},  𝐹ଽ = {𝐼, −𝐼, 𝐻, −𝐻},  𝐹ଵ = {𝐼, −𝐼, 𝐽, −𝐽},  𝐹ଵଵ = {𝐼, −𝐼, 𝐾, −𝐾},  𝐹ଵଶ = {𝐼, −𝐼, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶},   

𝐹ଵଷ = {𝐼, −𝐼, 𝐴, −𝐴, 𝐵, −𝐵, 𝐻, −𝐻},  𝐹ଵସ = {𝐼, −𝐼, 𝐵, −𝐵, 𝐶, −𝐶, 𝐾, −𝐾},  𝐹ଵହ = {𝐼, −𝐼, 𝐶, −𝐶, 𝐴, −𝐴, 𝐽, −𝐽},   

𝐹ଵ = {𝐼, −𝐼, 𝐻, −𝐻, 𝐽, −𝐽, 𝐾, −𝐾}  จะไดšวŠา 𝐹 เปŨนกรุปยŠอยของกรุป 𝐺 ในทฤษฎีบท 3.4 สำหรับทุก  

𝑖 = 1, 2, … , 16 

ทฤษฎีบท 3.6  ใหš 𝐹 เปŨนกรุปยŠอยของกรุป 𝐺 ในทฤษฎีบท 3.5 จะไดšวŠา 𝐹 เปŨนกรุปยŠอยปรกติของ 𝐺 สำหรับทุก  
𝑖 = 1, 2, … , 16 
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Matrix representation of quaternions

Ms. Patchayakorn Sakboon

Assoc. Prof. Dr.Anchalee Khemphet

Department of Mathematics, Faculty of Science, Chiang Mai University 

1. Abstract

In this independent study, we study the relationship of 4×4 matrix 

representations of imaginary units of quaternions and the 4×4 Pauli 

matrices and form a group generated by theses matrices. We show 

that all subgroups of this group are normal subgroups.

2. Preliminaries

Definition 2.1 [1] : The 4×4 Pauli matrices are defined as follows:

𝐴 =

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

, 𝐵 =

0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

, 𝐶 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

.

Definition 2.2 : A quaternion is a number written in the form
𝑝 + 𝑞ℎ + 𝑟𝑗 + 𝑠𝑘,

where ℎ, 𝑗, 𝑘 are imaginary units, ℎଶ = 𝑗ଶ = 𝑘ଶ = −1 and 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠 ∊ ℝ.

Theorem 2.3 [2] : The quaternion 𝑝 + 𝑞ℎ + 𝑟𝑗 + 𝑠𝑘, where 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠 ∊ ℝ,  can 

be represented by the 4x4 matrix below.
𝑝 −𝑞 −𝑟 −𝑠
𝑞 𝑝 𝑠 𝑟
𝑟 −𝑠 𝑝 −𝑞
𝑠 −𝑟 𝑞 𝑝

Definition 2.4 : Let 𝐺 be a non-empty set, and let ∗ be a binary 

operation on set 𝐺. Then (𝐺,∗) is said to be a group if (𝐺,∗) satisfies the 

following properties.

1) Closure property : For all 𝑥, 𝑦 ∊ 𝐺, 𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝐺.

2) Associative property : For all 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∊ 𝐺, 𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 .

3) Identity property : There must be an element 𝑒 ∈ 𝐺 such that 

𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥 = 𝑒 ∗ 𝑥 for all 𝑥 ∊ 𝐺. 

4) Inverse property : For each 𝑥 ∊ 𝐺, there is 𝑦 ∊ 𝐺 such that
𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑒 = 𝑦 ∗ 𝑥. 

Definition 2.5 : Let (𝐺,∗) be a group, and let 𝐹 be a non-empty subset 

of 𝐺. Then 𝐹 is said to be a subgroup of 𝐺 if (𝐹,∗) is a group.

Definition 2.6 [3] : Let 𝐹 be a subgroup of a group 𝐺. Then 𝐹 is said to 

be a normal subgroup of 𝐺 if for all 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑥𝐹𝑥ିଵ = 𝐹, where 
𝑥𝐹𝑥ିଵ = 𝑥𝑓𝑥ିଵ ∶ 𝑓 ∈ 𝐹 .

3. Results

Proposition 3.1 : Let 𝐴, 𝐵, 𝐶 be the 4x4 Pauli matrices, and let 𝐻, 𝐽, 𝐾 be 

the 4x4 matrix representations of imaginary units of quaternions. Then
1  𝐴ଶ = 𝐵ଶ = 𝐶ଶ = 𝐼

2  𝐵𝐶 = −𝐶𝐵 = 𝐾

3  𝐶𝐴 = −𝐴𝐶 = 𝐽

4  𝐴𝐵 = −𝐵𝐴 = 𝐻

Proposition 3.2 : Let 𝐻, 𝐽, 𝐾 be the 4x4 matrix representations of 

imaginary units of quaternions. Then 
1  𝐻ଶ = 𝐽ଶ = 𝐾ଶ = −𝐼

2  𝐻𝐽 = −𝐽𝐻 = 𝐾

3  𝐽𝐾 = −𝐾𝐽 = 𝐻

4  𝐾𝐻 = −𝐻𝐾 = 𝐽

Proposition 3.3 : Let 𝐴, 𝐵, 𝐶 be the 4x4 Pauli matrices, and let 𝐻, 𝐽, 𝐾 be 

the 4x4 matrix representations of imaginary units of quaternions. Then 
1  𝐻𝐴 = −𝐴𝐻 = −𝐾𝐶 = 𝐶𝐾 = −𝐵    

2  𝐻𝐵 = −𝐵𝐻 = −𝐽𝐶 = 𝐶𝐽 = 𝐴   

3  𝐻𝐶 = 𝐶𝐻 = 𝐽𝐵 = 𝐵𝐽 = 𝐾𝐴 = 𝐴𝐾 

4  𝐽𝐴 = −𝐴𝐽 = −𝐾𝐵 = 𝐵𝐾 = 𝐶

Theorem 3.4 : Let 𝐺 = {𝐼,  − 𝐼,  𝐻, −𝐻,  𝐽, −𝐽, 𝐾,  − 𝐾,  𝐴,  − 𝐴, 𝐵, −𝐵,  𝐶, −𝐶,

 𝐻𝐶,  − 𝐻𝐶}.  If ∗ represents the matrix multiplication, then (𝐺,∗) is a group.

Theorem 3.5 : Let 𝐹ଵ = {𝐼}, 𝐹ଶ = {𝐼, −𝐼},  𝐹ଷ = {𝐼, 𝐴},  𝐹ସ = {𝐼, 𝐵},  𝐹ହ = {𝐼, 𝐶},  

𝐹 = {𝐼, −𝐴},  𝐹 = {𝐼, −𝐵},  𝐹 = {𝐼, −𝐶}, 𝐹ଽ= {𝐼, −𝐼, 𝐻, −𝐻}, 𝐹ଵ = {𝐼, −𝐼, 𝐽, −𝐽}, 
𝐹ଽ = {𝐼, −𝐼, 𝐾, −𝐾}, 𝐹ଵଵ = {𝐼, −𝐼, 𝐻, −𝐻}, 𝐹ଵଶ = {𝐼, −𝐼, 𝐻𝐶, −𝐻𝐶}, 𝐹ଵଷ = {𝐼, −𝐼, 𝐴,
 −𝐴, 𝐵, −𝐵, 𝐻, −𝐻}, 𝐹ଵସ= {𝐼, −𝐼, 𝐵, −𝐵, 𝐶, −𝐶, 𝐾, −𝐾}, 𝐹ଵହ= {𝐼, −𝐼, 𝐶, −𝐶, 𝐴, −𝐴, 𝐽, −𝐽},

𝐹ଵ = {𝐼, −𝐼, 𝐻, −𝐻, 𝐽, −𝐽, 𝐾, −𝐾}. Then 𝐹 is a subgroup of 𝐺 in Theorem 3.4 

for all 𝑖 = 1, 2, … , 16.

Theorem 3.6 : Each 𝐹 in Theorem 3.5 is a normal subgroup of 𝐺 in 

Theorem 3.4 for all 𝑖 = 1, 2, … , 16.
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