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บทคัดย่อ

ในการค้นคü้าอิÿระครั้งนี้ เราÿนใจýึกþาÿมบัติบางประการและจำนüนอิÿระของไดกราฟเคย์เลย์ของ
พีชคณิต B โดยเราได้Āาพีชคณิต B ทั้งĀมดที่มีÿมาชิกไม่เกิน 4 ตัü จากนั้นเราได้แÿดงü่าจำนüนอิÿระ
α(Cay(X,A)) ของไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B มีค่าเท่ากับ |A| ในกรณีที่ A = {0} มากไปกü่านั้น
เราได้Āาขอบเขตบนของดีกรีเข้าและดีกรีออกของแต่ละจุดยอดในไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B โดยที่
ในคüามเป็นจริงแล้üเราได้ü่าค่าของขอบเขตบนนี้จะเท่ากับดีกรีเข้าและดีกรีออกในกรณีที่พีชคณิต B มี
ÿมาชิกไม่เกิน 4 ตัü

Abstract

In this independent study, we are interested in studying some properties and indepen-
dent numbers of Cayley digraphs of B-algebras. We find all B-algebras with no more than
4 elements. Then we show that the independent number α(Cay(X,A)) of a Cayley di-
graph of B-algebras is equal to |A| in the case when A = {0}. Moreover, we find an upper
bound of the in-degree and out-degree of each vertex in Cayley digraphs of B-algebras.
In fact, we obtain the equality in the case when the B-algebra contains no more than 4
elements.
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บทที่ 1

บทนำ (Introduction)

ในการค้นคü้าอิÿระนี้ได้รับแรงบันดาลใจจากการýึกþาบทคüาม [1] ของ J. Neggers และ H.S. Kim ที่ได้
นำเÿนอและýึกþาÿมบัติของพีชคณิต B และบทคüาม [2] ของ K. Limkul และ S. Panma ที่ได้แÿดงüิธี
Āาค่าของจำนüนอิÿระของไดกราฟเคย์เลย์ โดยเราÿนใจที่จะýึกþาไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B ทั้งĀมด
ที่มีÿมาชิกไม่เกิน 4 ตัü และĀาจำนüนอิÿระของไดกราฟเคย์เลย์ดังกล่าü

üัตถุประÿงค์ของการค้นคü้าอิÿระ

1. เพื่อýึกþาÿมบัติบางประการของไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B

2. เพื่อýึกþาพีชคณิต B ทั้งĀมดที่มีÿมาชิกไม่เกิน 4 ตัü

3. เพื่อตรüจÿอบÿมมติฐานที่ü่าไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B จะประกอบด้üยองค์ประกอบเชื่อมโยง
ที่เป็นüัฏจักร

4. เพื่อĀาจำนüนอิÿระของไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B

ขอบเขตของการค้นคü้าอิÿระ

ในการýึกþาครั้งนี้จะýึกþาพีชคณิต B ทั้งĀมดที่มีÿมาชิกไม่เกิน 4 ตัü

üิธีการดำเนินการค้นคü้าอิÿระ

1. ýึกþาคüามรู้พื้นฐานที่เกี่ยüข้องกับพีชคณิต B และไดกราฟเคย์เลย์

2. ýึกþางานüิจัยที่เกี่ยüข้องกับพีชคณิต B และไดกราฟเคย์เลย์

3. ýึกþาไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B

4. Āาจำนüนอิÿระของไดกราฟของพีชคณิต B

ประโยชน์ที่คาดü่าจะได้รับจากการค้นคü้าอิÿระ

1. ได้ทราบลักþณะไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B

2. ได้ทราบÿมบัติบางประการของไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B

3. ได้ทฤþฎีบทใĀม่ที่เกี่ยüข้องกับไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B



บทที่ 2

คüามรู้พื้นฐาน (Preliminaries)

2.1 พีชคณิต B

บทนิยาม 2.1 ใĀ้ X เป็นเซตที่ไม่เป็นเซตü่าง จะกล่าüü่า ∗ เป็น การดำเนินการทüิภาค (binary opera-
tion) บนเซต X ก็ต่อเมื่อ ∗ เป็นฟังก์ชันจาก X ×X ไป X

บทนิยาม 2.2 ใĀ้ X เป็นเซตที่ไม่เป็นเซตü่างและ ∗ เป็นการดำเนินการทüิภาคบน X และใĀ้ 0 ∈ X

จะกล่าüü่า (X, ∗, 0) เป็น พีชคณิต B (B-algebra) ก็ต่อเมื่อ ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

(i) x ∗ x = 0

(ii) x ∗ 0 = x

(iii) (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y))

ตัüอย่าง 2.3 (พีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 1 ตัü)
ใĀ้ X =

{
0
}
และนิยาม ∗ บนเซต X ดังตารางต่อไปนี้

∗ 0

0 0

จะแÿดงü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B

(i) จะแÿดงü่า x ∗ x = 0 ÿำĀรับทุก x ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0

ดังนั้น x ∗ x = 0 ÿำĀรับทุก x ∈ X

(ii) จะแÿดงü่า x ∗ 0 = x ÿำĀรับทุก x ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0

ดังนั้น x ∗ 0 = x ÿำĀรับทุก x ∈ X

(iii) จะแÿดงü่า (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)) ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค พิจารณาตารางต่อไปนี้

x y z x ∗ y (x ∗ y) ∗ z 0 ∗ y z ∗ (0 ∗ y) x ∗ (z ∗ (0 ∗ y))
0 0 0 0 0 0 0 0
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ดังนั้น (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)) ทุก x, y, z ∈ X

ÿรุปได้ü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B

ตัüอย่าง 2.4 (พีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 2 ตัü)
ใĀ้ X =

{
0, 1

}
และนิยาม ∗ บนเซต X ดังตารางต่อไปนี้

∗ 0 1

0 0 1

1 1 0

จะแÿดงü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B

(i) จะแÿดงü่า x ∗ x = 0 ÿำĀรับทุก x ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0 และ 1 ∗ 1 = 0

ดังนั้น x ∗ x = 0 ÿำĀรับทุก x ∈ X

(ii) จะแÿดงü่า x ∗ 0 = x ÿำĀรับทุก x ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0 และ 1 ∗ 0 = 1

ดังนั้น x ∗ 0 = x ÿำĀรับทุก x ∈ X

(iii) จะแÿดงü่า (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)) ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค พิจารณาตารางต่อไปนี้

x y z x ∗ y (x ∗ y) ∗ z 0 ∗ y z ∗ (0 ∗ y) x ∗ (z ∗ (0 ∗ y))
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 1 0 1 1

0 1 0 1 1 1 1 1

1 0 0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 0 1 0 0

1 0 1 1 0 0 1 0

1 1 0 0 0 1 1 0

1 1 1 0 1 1 0 1

ดังนั้น (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)) ทุก x, y, z ∈ X

ÿรุปได้ü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B
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ตัüอย่าง 2.5 ใĀ้ X =
{
0, 1, 2

}
และนิยาม ∗ บนเซต X ดังตารางต่อไปนี้

∗ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 0 1

2 2 2 0

จะแÿดงü่า (X, ∗, 0) ไม่เป็นพีชคณิต B

จากตารางการดำเนินการทüิภาค
พิจารณา (0 ∗ 1) ∗ 2 = 1 ∗ 2 = 1 และ 0 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 1)) = 0 ∗ (2 ∗ 1) = 0 ∗ 2 = 2

จะได้ü่า (0 ∗ 1) ∗ 2 = 1 ̸= 2 = 0 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 1))
ซึ่งไม่ÿอดคล้องกับข้อ (iii) ของบทนิยาม 2.2 ของพีชคณิต B

ดังนั้น (X, ∗, 0) ไม่เป็นพีชคณิต B

ตัüอย่าง 2.6 (พีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 3 ตัü)
ใĀ้ X =

{
0, 1, 2

}
และนิยาม ∗ บนเซต X ดังตารางต่อไปนี้

∗ 0 1 2

0 0 2 1

1 1 0 2

2 2 1 0

(i) จะแÿดงü่า x ∗ x = 0 ÿำĀรับทุก x ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0, 1 ∗ 1 = 0 และ 2 ∗ 2 = 0

ดังนั้น x ∗ x = 0 ÿำĀรับทุก x ∈ X

(ii) จะแÿดงü่า x ∗ 0 = x ÿำĀรับทุก x ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0, 1 ∗ 0 = 1 และ 2 ∗ 0 = 2

ดังนั้น x ∗ 0 = x ÿำĀรับทุก x ∈ X

(iii) จะแÿดงü่า (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)) ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค พิจารณาตารางต่อไปนี้
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x y z x ∗ y (x ∗ y) ∗ z 0 ∗ y z ∗ (0 ∗ y) x ∗ (z ∗ (0 ∗ y))
0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 2 2 2 2

2 2 2 0 1 1 1 1

0 0 1 0 2 0 1 2

0 1 0 2 2 2 1 2

1 0 0 1 1 0 0 1

0 0 2 0 1 0 2 1

0 2 0 1 1 1 2 1

2 0 0 2 2 0 0 2

0 1 1 2 1 2 2 1

1 0 1 1 0 0 1 0

1 1 0 0 0 2 1 0

0 2 2 1 2 1 1 2

2 0 2 2 0 0 2 0

2 2 0 0 0 1 2 0

0 1 2 2 0 2 0 0

0 2 1 1 0 1 0 0

1 0 2 1 2 0 2 2

1 2 0 2 2 1 2 2

2 0 1 2 1 0 1 1

2 1 0 1 1 2 1 1

1 1 2 0 1 2 0 1

1 2 1 2 1 1 0 1

2 1 1 1 0 2 2 0

1 2 2 2 0 1 1 0

2 1 2 1 2 2 0 2

2 2 1 0 2 1 0 2

ดังนั้น (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)) ทุก x, y, z ∈ X

ÿรุปได้ü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B
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ตัüอย่าง 2.7 (พีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 4 ตัü แบบที่ 1)
ใĀ้ X =

{
0, 1, 2, 3

}
และนิยาม ∗ บนเซต X ดังตารางต่อไปนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 0 3 2

2 2 3 0 1

3 3 2 1 0

(i) จะแÿดงü่า x ∗ x = 0 ÿำĀรับทุก x ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0, 1 ∗ 1 = 0, 2 ∗ 2 = 0 และ 3 ∗ 3 = 0

ดังนั้น x ∗ x = 0 ทุก x ∈ X

(ii) จะแÿดงü่า x ∗ 0 = x ÿำĀรับทุก x ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0, 1 ∗ 0 = 1, 2 ∗ 0 = 2 และ 3 ∗ 0 = 3

ดังนั้น x ∗ 0 = x ทุก x ∈ X

(iii) จะแÿดงü่า (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)) ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค พิจารณาตารางต่อไปนี้
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x y z x ∗ y (x ∗ y) ∗ z 0 ∗ y z ∗ (0 ∗ y) x ∗ (z ∗ (0 ∗ y))
0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 1 1 0 1

2 2 2 0 2 2 0 2

3 3 3 0 3 3 0 3

0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 2 0 2 0 0 2

0 0 3 0 3 0 0 3

1 1 0 0 0 1 1 0

2 2 0 0 0 2 2 0

3 3 0 0 0 3 3 0

2 2 1 0 1 2 3 1

3 3 1 0 1 3 2 1

1 1 2 0 2 1 3 2

1 1 3 0 3 1 2 3

2 2 3 0 3 2 1 3

3 3 2 0 2 3 1 2

1 0 0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 0 1 0 0

0 2 2 2 0 2 0 0

0 3 3 3 0 3 0 0

1 2 2 3 1 2 0 1

1 3 3 2 1 3 0 1

2 0 0 2 2 0 0 2

2 1 1 3 2 1 0 2

2 3 3 1 2 3 0 2

3 0 0 3 3 0 0 3

3 1 1 2 3 1 0 3

3 2 2 1 3 2 0 3

0 1 0 1 1 1 1 1

0 2 0 2 2 2 2 2

0 3 0 3 3 3 3 3

1 0 1 1 0 0 1 0
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x y z x ∗ y (x ∗ y) ∗ z 0 ∗ y z ∗ (0 ∗ y) x ∗ (z ∗ (0 ∗ y))
1 2 1 3 2 2 3 2

1 3 1 2 3 3 2 3

2 0 2 2 0 0 2 0

2 1 2 3 1 1 3 1

2 3 2 1 3 3 1 3

3 0 3 3 0 0 3 0

3 1 3 2 1 1 2 1

3 2 3 1 2 2 1 2

0 1 2 1 3 1 3 3

0 2 1 2 3 2 3 3

1 0 2 1 3 0 2 3

1 2 0 3 3 2 2 3

2 0 1 2 3 0 1 3

2 1 0 3 3 1 1 3

0 1 3 1 2 1 2 2

0 3 1 3 2 3 2 2

1 0 3 1 2 0 3 2

1 3 0 2 2 3 3 2

3 0 1 3 2 0 1 2

3 1 0 2 2 1 1 2

0 2 3 2 1 2 1 1

0 3 2 3 1 3 1 1

2 0 3 2 1 0 3 1

2 3 0 1 1 3 3 1

3 0 2 3 1 0 2 1

3 2 0 1 1 2 2 1

1 2 3 3 0 2 1 0

1 3 2 2 0 3 1 0

2 1 3 3 0 1 2 0

2 3 1 1 0 3 2 0

3 1 2 2 0 1 3 0

3 2 1 1 0 2 3 0

ดังนั้น (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)) ทุก x, y, z ∈ X
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ÿรุปได้ü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B

ตัüอย่าง 2.8 (พีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 4 ตัü แบบที่ 2)
ใĀ้ X =

{
0, 1, 2, 3

}
และนิยาม ∗ บนเซต X ดังตารางต่อไปนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 1 3 2

1 1 0 2 3

2 2 3 0 1

3 3 2 1 0

(i) จะแÿดงü่า x ∗ x = 0 ÿำĀรับทุก x ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0, 1 ∗ 1 = 0, 2 ∗ 2 = 0 และ 3 ∗ 3 = 0

ดังนั้น x ∗ x = 0 ÿำĀรับทุก x ∈ X

(ii) จะแÿดงü่า x ∗ 0 = x ÿำĀรับทุก x ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0, 1 ∗ 0 = 1, 2 ∗ 0 = 2 และ 3 ∗ 0 = 3

ดังนั้น x ∗ 0 = x ÿำĀรับทุก x ∈ X

(iii) จะแÿดงü่า (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)) ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค พิจารณาตารางต่อไปนี้
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x y z x ∗ y (x ∗ y) ∗ z 0 ∗ y z ∗ (0 ∗ y) x ∗ (z ∗ (0 ∗ y))
0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 1 1 0 1

2 2 2 0 3 3 1 3

3 3 3 0 2 2 1 2

0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 2 0 3 0 2 3

0 0 3 0 2 0 3 2

1 1 0 0 0 1 1 0

2 2 0 0 0 3 2 0

3 3 0 0 0 2 3 0

2 2 1 0 1 3 3 1

3 3 1 0 1 2 2 1

1 1 2 0 3 1 3 3

1 1 3 0 2 1 2 2

2 2 3 0 2 3 0 2

3 3 2 0 3 2 0 3

1 0 0 1 1 0 0 1

0 1 1 1 0 1 0 0

0 2 2 3 1 3 1 1

0 3 3 2 1 2 1 1

1 2 2 2 0 3 1 0

1 3 3 3 0 2 1 0

2 0 0 2 2 0 0 2

2 1 1 3 2 1 0 2

2 3 3 1 3 2 1 3

3 0 0 3 3 0 0 3

3 1 1 2 3 1 0 3

3 2 2 1 2 3 1 2

0 1 0 1 1 1 1 1

0 2 0 3 3 3 2 3

0 3 0 2 2 2 3 2

1 0 1 1 0 0 1 0
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x y z x ∗ y (x ∗ y) ∗ z 0 ∗ y z ∗ (0 ∗ y) x ∗ (z ∗ (0 ∗ y))
1 2 1 2 3 3 3 3

1 3 1 3 2 2 2 2

2 0 2 2 0 0 2 0

2 1 2 3 1 1 3 1

2 3 2 1 2 2 0 2

3 0 3 3 0 0 3 0

3 1 3 2 1 1 2 1

3 2 3 1 3 3 0 3

0 1 2 1 2 1 3 2

0 2 1 3 2 3 3 2

1 0 2 1 2 0 2 2

1 2 0 2 2 3 2 2

2 0 1 2 3 0 1 3

2 1 0 3 3 1 1 3

0 1 3 1 3 1 2 3

0 3 1 2 3 2 2 3

1 0 3 1 3 0 3 3

1 3 0 3 3 2 3 3

3 0 1 3 2 0 1 2

3 1 0 2 2 1 1 2

0 2 3 3 0 3 0 0

0 3 2 2 0 2 0 0

2 0 3 2 1 0 3 1

2 3 0 1 1 2 3 1

3 0 2 3 1 0 2 1

3 2 0 1 1 3 2 1

1 2 3 2 1 3 0 1

1 3 2 3 1 2 0 1

2 1 3 3 0 1 2 0

2 3 1 1 0 2 2 0

3 1 2 2 0 1 3 0

3 2 1 1 0 3 3 0

ดังนั้น (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)) ทุก x, y, z ∈ X
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ÿรุปได้ü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B

ตัüอย่าง 2.9 (พีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 4 ตัü แบบที่ 3)
ใĀ้ X =

{
0, 1, 2, 3

}
และนิยาม ∗ บนเซต X ดังตารางต่อไปนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 2 1 3

1 1 0 3 2

2 2 3 0 1

3 3 1 2 0

(i) จะแÿดงü่า x ∗ x = 0 ÿำĀรับทุก x ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0, 1 ∗ 1 = 0, 2 ∗ 2 = 0 และ 3 ∗ 3 = 0

ดังนั้น x ∗ x = 0 ÿำĀรับทุก x ∈ X

(ii) จะแÿดงü่า x ∗ 0 = x ÿำĀรับทุก x ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0, 1 ∗ 0 = 1, 2 ∗ 0 = 2 และ 3 ∗ 0 = 3

ดังนั้น x ∗ 0 = x ÿำĀรับทุก x ∈ X

(iii) จะแÿดงü่า (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)) ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค พิจารณาตารางต่อไปนี้
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x y z x ∗ y (x ∗ y) ∗ z 0 ∗ y z ∗ (0 ∗ y) x ∗ (z ∗ (0 ∗ y))
0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 2 2 3 2

2 2 2 0 1 1 3 1

3 3 3 0 3 3 0 3

0 0 1 0 2 0 1 2

0 0 2 0 1 0 2 1

0 0 3 0 3 0 3 3

1 1 0 0 0 2 1 0

2 2 0 0 0 1 2 0

3 3 0 0 0 3 3 0

2 2 1 0 2 1 0 2

3 3 1 0 2 3 2 2

1 1 2 0 1 2 0 1

1 1 3 0 3 2 2 3

2 2 3 0 3 1 1 3

3 3 2 0 1 3 1 1

1 0 0 1 1 0 0 1

0 1 1 2 3 2 3 3

0 2 2 1 3 1 3 3

0 3 3 3 0 3 0 0

1 2 2 3 2 1 3 2

1 3 3 2 1 3 0 1

2 0 0 2 2 0 0 2

2 1 1 3 1 2 3 1

2 3 3 1 2 3 0 2

3 0 0 3 3 0 0 3

3 1 1 1 0 2 3 0

3 2 2 2 0 1 3 0

0 1 0 2 2 2 1 2

0 2 0 1 1 1 2 1

0 3 0 3 3 3 3 3

1 0 1 1 0 0 1 0
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x y z x ∗ y (x ∗ y) ∗ z 0 ∗ y z ∗ (0 ∗ y) x ∗ (z ∗ (0 ∗ y))
1 2 1 3 1 1 0 1

1 3 1 2 3 3 2 3

2 0 2 2 0 0 2 0

2 1 2 3 2 2 0 2

2 3 2 1 3 3 1 3

3 0 3 3 0 0 3 0

3 1 3 1 2 2 2 2

3 2 3 2 1 1 1 1

0 1 2 2 0 2 0 0

0 2 1 1 0 1 0 0

1 0 2 1 3 0 2 3

1 2 0 3 3 1 2 3

2 0 1 2 3 0 1 3

2 1 0 3 3 2 1 3

0 1 3 2 1 2 2 1

0 3 1 3 1 3 2 1

1 0 3 1 2 0 3 2

1 3 0 2 2 3 3 2

3 0 1 3 1 0 1 1

3 1 0 1 1 2 1 1

0 2 3 1 2 1 1 2

0 3 2 3 2 3 1 2

2 0 3 2 1 0 3 1

2 3 0 1 1 3 3 1

3 0 2 3 2 0 2 2

3 2 0 2 2 1 2 2

1 2 3 3 0 1 1 0

1 3 2 2 0 3 1 0

2 1 3 3 0 2 2 0

2 3 1 1 0 3 2 0

3 1 2 1 3 2 0 3

3 2 1 2 3 1 0 3

ดังนั้น (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)) ทุก x, y, z ∈ X
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ÿรุปได้ü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B

ตัüอย่าง 2.10 (พีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 4 ตัü แบบที่ 4)
ใĀ้ X =

{
0, 1, 2, 3

}
และนิยาม ∗ บนเซต X ดังตารางต่อไปนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 3 2 1

1 1 0 3 2

2 2 1 0 3

3 3 2 1 0

(i) จะแÿดงü่า x ∗ x = 0 ÿำĀรับทุก x ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0, 1 ∗ 1 = 0, 2 ∗ 2 = 0 และ 3 ∗ 3 = 0

ดังนั้น x ∗ x = 0 ÿำĀรับทุก x ∈ X

(ii) จะแÿดงü่า x ∗ 0 = x ÿำĀรับทุก x ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0, 1 ∗ 0 = 1, 2 ∗ 0 = 2 และ 3 ∗ 0 = 3

ดังนั้น x ∗ 0 = x ÿำĀรับทุก x ∈ X

(iii) จะแÿดงü่า (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)) ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X

จากตารางการดำเนินการทüิภาค พิจารณาตารางต่อไปนี้
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x y z x ∗ y (x ∗ y) ∗ z 0 ∗ y z ∗ (0 ∗ y) x ∗ (z ∗ (0 ∗ y))
0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 3 3 2 3

2 2 2 0 2 2 0 2

3 3 3 0 1 1 2 1

0 0 1 0 3 0 1 3

0 0 2 0 2 0 2 2

0 0 3 0 1 0 3 1

1 1 0 0 0 3 1 0

2 2 0 0 0 2 2 0

3 3 0 0 0 1 3 0

2 2 1 0 3 2 3 3

3 3 1 0 3 1 0 3

1 1 2 0 2 3 3 2

1 1 3 0 1 3 0 1

2 2 3 0 1 2 1 1

3 3 2 0 2 1 1 2

1 0 0 1 1 0 0 1

0 1 1 3 2 3 2 2

0 2 2 2 0 2 0 0

0 3 3 1 2 1 2 2

1 2 2 3 1 2 0 1

1 3 3 2 3 1 2 3

2 0 0 2 2 0 0 2

2 1 1 1 0 3 2 0

2 3 3 3 0 1 2 0

3 0 0 3 3 0 0 3

3 1 1 2 1 3 2 1

3 2 2 1 3 2 0 3

0 1 0 3 3 3 1 3

0 2 0 2 2 2 2 2

0 3 0 1 1 1 3 1

1 0 1 1 0 0 1 0
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x y z x ∗ y (x ∗ y) ∗ z 0 ∗ y z ∗ (0 ∗ y) x ∗ (z ∗ (0 ∗ y))
1 2 1 3 2 2 3 2

1 3 1 2 1 1 0 1

2 0 2 2 0 0 2 0

2 1 2 1 3 3 3 3

2 3 2 3 1 1 1 1

3 0 3 3 0 0 3 0

3 1 3 2 3 3 0 3

3 2 3 1 2 2 1 2

0 1 2 3 1 3 3 1

0 2 1 2 1 2 3 1

1 0 2 1 3 0 2 3

1 2 0 3 3 2 2 3

2 0 1 2 1 0 1 1

2 1 0 1 1 3 1 1

0 1 3 3 0 3 0 0

0 3 1 1 0 1 0 0

1 0 3 1 2 0 3 2

1 3 0 2 2 1 3 2

3 0 1 3 2 0 1 2

3 1 0 2 2 3 1 2

0 2 3 2 3 2 1 3

0 3 2 1 3 1 1 3

2 0 3 2 3 0 3 3

2 3 0 3 3 1 3 3

3 0 2 3 1 0 2 1

3 2 0 1 1 2 2 1

1 2 3 3 0 2 1 0

1 3 2 2 0 1 1 0

2 1 3 1 2 3 0 2

2 3 1 3 2 1 0 2

3 1 2 2 0 3 3 0

3 2 1 1 0 2 3 0

ดังนั้น (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)) ทุก x, y, z ∈ X
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ÿรุปได้ü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B

บทตั้ง 2.11 [1] ใĀ้ (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B ÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X ถ้า x ∗ z = y ∗ z แล้ü x = y

ข้อÿังเกต 2.12 จากบทตั้ง 2.11 จะได้ü่าÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X ถ้า x ̸= y แล้ü x ∗ z ̸= y ∗ z ดังนั้น

(i) ในแต่ละĀลักของตารางการดำเนินการทüิภาคจะมีÿมาชิกไม่ซ้ำกัน

(ii) ในแต่ละĀลักของตารางการดำเนินการทüิภาคจะมีÿมาชิกใน X ครบทุกตัü

บทตั้ง 2.13 [1] ใĀ้ (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B ÿำĀรับทุก x, y ∈ X ถ้า x ∗ y = 0 แล้ü x = y

บทตั้ง 2.14 [1] ใĀ้ (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B ÿำĀรับทุก x, y ∈ X ถ้า 0 ∗ x = 0 ∗ y แล้ü x = y

ข้อÿังเกต 2.15 จากบทตั้ง 2.14 จะได้ü่าÿำĀรับทุก x, y ∈ X ถ้า x ̸= y แล้ü 0 ∗ x ̸= 0 ∗ y ดังนั้น

(i) ในแถü 0 ของตารางการดำเนินการทüิภาคจะมีÿมาชิกไม่ซ้ำกัน

(ii) ในแถü 0 ของตารางการดำเนินการทüิภาคจะมีÿมาชิกใน X ครบทุกตัü

2.2 ไดกราฟเคย์เลย์

บทนิยาม 2.16 ไดกราฟ (digraph) D = (V,E) ประกอบด้üยเซตจำกัดที่ไม่เป็นเซตü่าง V = V (D)

โดยจะเรียกÿมาชิกใน V ü่า จุดยอด (vertex) และเซตจำกัด E = E(D) เป็นเซตของคู่อันดับของÿมาชิก
ใน V โดยจะเรียกÿมาชิกใน E ü่า เÿ้นเชื่อม (arc)

ตัüอย่าง 2.17 [2] ใĀ้ V =
{
a, b, c, d

}
และ E =

{
(a, d), (b, a), (c, d), (c, b), (d, b)

}

จะได้ü่า D = (V,E) เป็นไดกราฟที่มีเซตของจุดยอดเป็น V และเซตของเÿ้นเชื่อมเป็น E ซึ่งÿามารถ
แทนด้üยแผนภาพดังรูปต่อไปนี้

a b

cd

ไดกราฟ D = (V,E)

บทนิยาม 2.18 ใĀ้ D และ H เป็นไดกราฟ
จะกล่าüü่า H เป็น ไดกราฟย่อย (subdigraph) ของ D ก็ต่อเมื่อ V (H) ⊆ V (D) และ E(H) ⊆ E(D)

บทนิยาม 2.19 ใĀ้ D = (V,E) เป็นไดกราฟ และ u ∈ V (D) จะกล่าüü่า u ตกกระทบ (incident) กับ
(u, x) และ (x, u) ÿำĀรับทุก (u, x), (x, u) ∈ E(D)
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บทนิยาม 2.20 ใĀ้ D = (V,E) เป็นไดกราฟ
กึ่งüิถี (semipath) ใน D คือลำดับของจุดยอดÿลับกับเÿ้นเชื่อมโดยเริ่มต้นและÿิ้นÿุดด้üยจุดยอด และจุด
ยอดที่อยู่บนลำดับจะตกกระทบกับเÿ้นเชื่อมที่อยู่ในลำดับติดกัน

บทนิยาม 2.21 ใĀ้ D = (V,E) เป็นไดกราฟ
จะกล่าüü่า D เป็น ไดกราฟเชื่อมโยง (connected digraph) ก็ต่อเมื่อ จุดยอด 2 จุดใด ๆ ใน V มีกึ่งüิถี
ที่เชื่อมระĀü่างÿองจุดยอดนั้น

บทนิยาม 2.22 ใĀ้ D = (V,E) เป็นไดกราฟ
ÿ่üนประกอบ (component) ของ D คือ ไดกราฟย่อยเชื่อมโยงของ D ที่ไม่เป็นไดกราฟย่อยของไดกราฟ
เชื่อมโยงอื่นใน D

บทนิยาม 2.23 ใĀ้ D = (V,E) เป็นไดกราฟ และ x ∈ V (D)

(i) ดีกรีเข้า (in-degree) ของ x แทนด้üยÿัญลักþณ์
−→
d (x) คือ

−→
d (x) =

∣∣∣
{
y : (y, x) ∈ E(D)

}∣∣∣

(ii) ดีกรีออก (out-degree) ของ x แทนด้üยÿัญลักþณ์
←−
d (x) คือ

←−
d (x) =

∣∣∣
{
y : (x, y) ∈ E(D)

}∣∣∣

บทนิยาม 2.24 [2] ใĀ้ D = (V,E) เป็นไดกราฟ

(i) ใĀ้ u, v ∈ V (D) โดยที่ u ̸= v

จะกล่าüü่า u และ v อิÿระต่อกัน (independent) ก็ต่อเมื่อ (u, v) /∈ E(D) และ (v, u) /∈ E(D)

(ii) ใĀ้ S เป็นเซตย่อยที่ไม่เป็นเซตü่างของ V
จะกล่าüü่า S เป็น เซตอิÿระ (independent) ของ D ก็ต่อเมื่อ u และ v เป็นอิÿระต่อกัน ÿำĀรับ
ทุก u, v ∈ S

บทนิยาม 2.25 [2] ใĀ้ D = (V,E) เป็นไดกราฟ
จำนüนอิÿระ (independent number) ของ D แทนด้üยÿัญลักþณ์ α(D) คือ

α(D) = max
{
|S| : S เป็นเซตอิÿระของ D

}

ตัüอย่าง 2.26 [2] ใĀ้ D = (V,E) เป็นไดกราฟ
โดยที่ V =

{
a, b, c, d, e, f, g

}
และ E =

{
(a, d), (b, a), (e, d), (e, b), (d, b), (f, c), (f, g), (g, c)

}

จะได้ü่า D เป็นไดกราฟดังรูป

a b c

d e f

g
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จากรูปจะได้ü่า
จุด b และจุด c เป็นอิÿระต่อกัน
จุด a และจุด c เป็นอิÿระต่อกัน
จุด a และจุด e เป็นอิÿระต่อกัน
จุด e และจุด c เป็นอิÿระต่อกัน
จุด d และจุด b ไม่เป็นอิÿระต่อกัน
เซตย่อย S = {a} เป็นเซตอิÿระของ D
เซตย่อย S = {b, c} เป็นเซตอิÿระของ D
เซตย่อย S = {a, e, c} เป็นเซตอิÿระของ D
เซตย่อย S = {a, b, e, d} ไม่เป็นเซตอิÿระของ D
เมื่อพิจารณาเซตอิÿระทั้งĀมดของ D แล้üจะได้ü่า จำนüนอิÿระ α(D) = 3

ข้อÿังเกต 2.27 ใĀ้ D = (V,E) เป็นไดกราฟ
(i) ถ้า S เป็นเซตย่อยของ V โดยที่ |S| = 1 แล้ü S เป็นเซตอิÿระของ D
(ii) จำนüนอิÿระ α(D) มากกü่าĀรือเท่ากับ 1 เÿมอ

บทนิยาม 2.28 [2] ใĀ้ X เป็นเซตที่ไม่เป็นเซตü่างและ ∗ เป็นการดำเนินการทüิภาคบน X และใĀ้ A เป็น
เซตย่อยของ X กำĀนดใĀ้ ไดกราฟเคย์เลย์ (Cayley digraph) ของ X ÿัมพันธ์กับ A แทนด้üยÿัญลักþณ์
Cay(X,A) คือไดกราฟที่มีเซตของจุดยอดเป็น V (Cay(X,A)) = X และเซตของเÿ้นเชื่อมเป็น

E(Cay(X,A)) =
{
(x, x ∗ a)|x ∈ X, a ∈ A

}



บทที่ 3

ผลการýึกþา (Main results)

3.1 พีชคณิต B ที่มีÿมาชิกไม่เกิน 4 ตัü

ในĀัüข้อนี้เราจะĀาพีชคณิต B ที่เป็นไปได้ทั้งĀมดที่มีÿมาชิกไม่เกิน 4 ตัü

บทตั้ง 3.1 (พีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 1 ตัü)
ใĀ้ X =

{
0
}
และ ∗ เป็นการดำเนินการบนเซต X จะได้ü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B ก็ต่อเมื่อ ∗

กำĀนดดังตารางต่อไปนี้
∗ 0

0 0

บทพิÿูจน์: ใĀ้ X =
{
0
}
และ ∗ เป็นการดำเนินการบนเซต X

จากตัüอย่าง 2.3 จะเĀ็นได้ชัดü่าบทตั้ง 3.1 เป็นจริง

บทตั้ง 3.2 (พีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 2 ตัü)
ใĀ้ X =

{
0, 1

}
และ ∗ เป็นการดำเนินการบนเซต X จะได้ü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B ก็ต่อเมื่อ ∗

กำĀนดดังตารางต่อไปนี้
∗ 0 1

0 0 1

1 1 0

บทพิÿูจน์: ใĀ้ X =
{
0, 1

}
และ ∗ เป็นการดำเนินการบนเซต X

จากตัüอย่าง 2.4 จะได้ü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B เมื่อ ∗ กำĀนดดังตารางการดำเนินการทüิภาคข้างต้น
ในทางกลับกันÿมมติü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B

จากบทนิยาม 2.2 (i) จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0 และ 1 ∗ 1 = 0

จากบทนิยาม 2.2 (ii) จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0 และ 1 ∗ 0 = 1

พิจารณาĀลัก 1 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 1 ∗ 1 = 0 จะได้ü่า 0 ∗ 1 = 1

ดังนั้นจะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1

0 0 1

1 1 0
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จากตัüอย่าง 2.4 จะได้ü่าตารางการดำเนินการทüิภาคนี้ÿอดคล้องกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

ÿรุปได้ü่าบทตั้ง 3.2 เป็นจริง

บทตั้ง 3.3 (พีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 3 ตัü)
ใĀ้ X =

{
0, 1, 2

}
และ ∗ เป็นการดำเนินการบนเซต X จะได้ü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B

ก็ต่อเมื่อ ∗ กำĀนดดังตารางต่อไปนี้
∗ 0 1 2

0 0 2 1

1 1 0 2

2 2 1 0

บทพิÿูจน์: ใĀ้ X =
{
0, 1, 2

}
และ ∗ เป็นการดำเนินการบนเซต X

จากตัüอย่าง 2.6 จะได้ü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B เมื่อ ∗ กำĀนดดังตารางการดำเนินการทüิภาคข้างต้น
ในทางกลับกันÿมมติü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B

จากบทนิยาม 2.2 (i) จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0, 1 ∗ 1 = 0 และ 2 ∗ 2 = 0

จากบทนิยาม 2.2 (ii) จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0, 1 ∗ 0 = 1 และ 2 ∗ 0 = 2

จะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2

0 0

1 1 0

2 2 0

พิจารณาĀลัก 1 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 1 ∗ 1 = 0

จะได้ü่า 0 ∗ 1 = 1 และ 2 ∗ 1 = 2 Āรือ 0 ∗ 1 = 2 และ 2 ∗ 1 = 1

กรณีที่ 1 : 0 ∗ 1 = 1 และ 2 ∗ 1 = 2

พิจารณาแถü 0 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.15 (i) และจาก 0 ∗ 0 = 0 และ 0 ∗ 1 = 1 จะได้ü่า 0 ∗ 2 = 2

พิจารณาĀลัก 2 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 0

2 2 0

จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 0 ∗ 2 = 2 และ 2 ∗ 2 = 0 จะได้ü่า 1 ∗ 2 = 1

พิจารณา (0 ∗ 2) ∗ 1 = 2 ∗ 1 = 2 และ 0 ∗ (1 ∗ (0 ∗ 2)) = 0 ∗ (1 ∗ 2) = 0 ∗ 1 = 1
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จะได้ü่า (0 ∗ 2) ∗ 1 = 2 ̸= 1 = 0 ∗ (1 ∗ (0 ∗ 2)) เกิดข้อขัดแย้งกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

ดังนั้นกรณีที่ 1 ไม่เกิดขึ้น
กรณีที่ 2 : 0 ∗ 1 = 2 และ 2 ∗ 1 = 1

พิจารณาแถü 0 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.15 (i) และจาก 0 ∗ 0 = 0 และ 0 ∗ 1 = 2 จะได้ü่า 0 ∗ 2 = 1

พิจารณาĀลัก 2 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 0 ∗ 2 = 1 และ 2 ∗ 2 = 0 จะได้ü่า 1 ∗ 2 = 2

ดังนั้นจะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2

0 0 2 1

1 1 0 2

2 2 1 0

จากตัüอย่าง 2.6 จะได้ü่าตารางการดำเนินการทüิภาคนี้ÿอดคล้องกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

ÿรุปได้ü่าบทตั้ง 3.3 เป็นจริง

บทตั้ง 3.4 (พีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 4 ตัü)
ใĀ้ X =

{
0, 1, 2, 3

}
และ ∗ เป็นการดำเนินการบนเซต X จะได้ü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B ก็ต่อเมื่อ

∗ กำĀนดดังĀนึ่งในตาราง 4 แบบดังนี้
แบบที่ 1

∗ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 0 3 2

2 2 3 0 3

3 3 2 1 0

แบบที่ 2
∗ 0 1 2 3

0 0 1 3 2

1 1 0 2 3

2 2 3 0 1

3 3 2 1 0

แบบที่ 3
∗ 0 1 2 3

0 0 2 1 3

1 1 0 3 2

2 2 3 0 1

3 3 1 2 0
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แบบที่ 4
∗ 0 1 2 3

0 0 3 2 1

1 1 0 3 2

2 2 1 0 3

3 3 2 1 0

บทพิÿูจน์: ใĀ้ X =
{
0, 1, 2, 3

}
และ ∗ เป็นการดำเนินการบนเซต X

จากตัüอย่าง 2.7 จะได้ü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B เมื่อ ∗ กำĀนดดังĀนึ่งในตารางการดำเนินการทüิภาค
4 แบบข้างต้น

ในทางกลับกันÿมมติü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B

จากบทนิยาม 2.2 (i) จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0, 1 ∗ 1 = 0, 2 ∗ 2 = 0 และ 3 ∗ 3 = 0

จากบทนิยาม 2.2 (ii) จะได้ü่า 0 ∗ 0 = 0, 1 ∗ 0 = 1, 2 ∗ 0 = 2 และ 3 ∗ 0 = 3

จะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0

1 1 0

2 2 0

3 3 0

พิจารณาĀลัก 1 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 1 ∗ 1 = 0 จะได้ü่า 0 ∗ 1 = 1 Āรือ 0 ∗ 1 = 2 Āรือ 0 ∗ 1 = 3

กรณีที่ 1 : 0 ∗ 1 = 1

พิจารณาแถü 0 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.15 (i) และจาก 0 ∗ 0 = 0 และ 0 ∗ 1 = 1

จะได้ü่า 0 ∗ 2 = 2 และ 0 ∗ 3 = 3 Āรือ 0 ∗ 2 = 3 และ 0 ∗ 3 = 2

กรณีที่ 1.1 : 0 ∗ 2 = 2 และ 0 ∗ 3 = 3

จะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 0

2 2 0

3 3 0

พิจารณาĀลัก 1 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 0 ∗ 1 = 1 และ 1 ∗ 1 = 0

จะได้ü่า 2 ∗ 1 = 2 และ 3 ∗ 1 = 3 Āรือ 2 ∗ 1 = 3 และ 3 ∗ 1 = 2
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กรณีที่ 1.1.1 : 2 ∗ 1 = 2 และ 3 ∗ 1 = 3

พิจารณาĀลัก 2 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 0 ∗ 2 = 2 และ 2 ∗ 2 = 0

จะได้ü่า 1 ∗ 2 = 1 Āรือ 1 ∗ 2 = 3 นั่นคือ 1 ∗ 2 ̸= 2

พิจารณา (1 ∗ 1) ∗ 2 = 0 ∗ 2 = 2 และ 1 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 1)) = 1 ∗ (2 ∗ 1) = 1 ∗ 2 ̸= 2

จะได้ü่า (1 ∗ 1) ∗ 2 = 2 ̸= 1 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 1)) เกิดข้อขัดแย้งกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

ดังนั้นกรณีที่ 1.1.1 ไม่เกิดขึ้น
กรณีที่ 1.1.2 : 2 ∗ 1 = 3 และ 3 ∗ 1 = 2

จะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 0

2 2 3 0

3 3 2 0

พิจารณาĀลัก 2 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 0 ∗ 2 = 2 และ 2 ∗ 2 = 0

จะได้ü่า 1 ∗ 2 = 1 และ 3 ∗ 2 = 3 Āรือ 1 ∗ 2 = 3 และ 3 ∗ 2 = 1

กรณีที่ 1.1.2.1 : 1 ∗ 2 = 1 และ 3 ∗ 2 = 3

พิจารณา (0 ∗ 1) ∗ 2 = 1 ∗ 2 = 1 และ 0 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 1) = 0 ∗ (2 ∗ 1) = 0 ∗ 2 = 2

จะได้ü่า (0 ∗ 1) ∗ 2 = 1 ̸= 2 = 0 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 1) เกิดข้อขัดแย้งกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

ดังนั้นกรณีที่ 1.1.2.1 ไม่เกิดขึ้น
กรณีที่ 1.1.2.2 : 1 ∗ 2 = 3 และ 3 ∗ 2 = 1

จะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 0 3

2 2 3 0

3 3 2 1 0

พิจารณาĀลัก 3 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 0 ∗ 3 = 3 และ 3 ∗ 3 = 0

จะได้ü่า 1 ∗ 3 = 1 และ 2 ∗ 3 = 2 Āรือ 1 ∗ 3 = 2 และ 2 ∗ 3 = 1

กรณีที่ 1.1.2.2.1 : 1 ∗ 3 = 1 และ 2 ∗ 3 = 2

พิจารณา (0 ∗ 3) ∗ 1 = 3 ∗ 1 = 2 และ 0 ∗ (1 ∗ (0 ∗ 3)) = 0 ∗ (1 ∗ 3) = 0 ∗ 1 = 1

จะได้ü่า (0 ∗ 3) ∗ 1 = 2 ̸= 1 = 0 ∗ (1 ∗ (0 ∗ 3)) เกิดข้อขัดแย้งกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

ดังนั้นกรณีที่ 1.1.2.2.1 ไม่เกิดขึ้น
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กรณีที่ 1.1.2.2.2 : 1 ∗ 3 = 2 และ 2 ∗ 3 = 1

ดังนั้นจะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 0 3 2

2 2 3 0 1

3 3 2 1 0

จากตัüอย่าง 2.7 จะได้ü่าตารางการดำเนินการทüิภาคนี้ÿอดคล้องกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

กรณีที่ 1.2 : 0 ∗ 2 = 3 และ 0 ∗ 3 = 2

จะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 1 3 2

1 1 0

2 2 0

3 3 0

พิจารณาĀลัก 1 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 0 ∗ 1 = 1 และ 1 ∗ 1 = 0

จะได้ü่า 2 ∗ 1 = 2 และ 3 ∗ 1 = 3 Āรือ 2 ∗ 1 = 3 และ 3 ∗ 1 = 2

กรณีที่ 1.2.1 : 2 ∗ 1 = 2 และ 3 ∗ 1 = 3

พิจารณาĀลัก 2 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 0 ∗ 2 = 3 และ 2 ∗ 2 = 0

จะได้ü่า 1 ∗ 2 = 1 Āรือ 1 ∗ 2 = 2 นั่นคือ 1 ∗ 2 ̸= 3

พิจารณา (1 ∗ 1) ∗ 2 = 0 ∗ 2 = 3 และ 1 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 1)) = 1 ∗ (2 ∗ 1) = 1 ∗ 2 ̸= 3

จะได้ü่า (1 ∗ 1) ∗ 2 = 3 ̸= 1 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 1)) เกิดข้อขัดแย้งกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

ดังนั้นกรณีที่ 1.2.1 ไม่เกิดขึ้น
กรณีที่ 1.2.2 : 2 ∗ 1 = 3 และ 3 ∗ 1 = 2

จะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 1 3 2

1 1 0

2 2 3 0

3 3 2 0

พิจารณาĀลัก 2 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 0 ∗ 2 = 3 และ 2 ∗ 2 = 0
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จะได้ü่า 1 ∗ 2 = 1 และ 3 ∗ 2 = 2 Āรือ 1 ∗ 2 = 2 และ 3 ∗ 2 = 1

กรณีที่ 1.2.2.1 : 1 ∗ 2 = 1 และ 3 ∗ 2 = 2

พิจารณา (0 ∗ 1) ∗ 2 = 1 ∗ 2 = 1 และ 0 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 1)) = 0 ∗ (2 ∗ 1) = 0 ∗ 3 = 2

จะได้ü่า (0 ∗ 1) ∗ 2 = 1 ̸= 2 = 0 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 1)) เกิดข้อขัดแย้งกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

ดังนั้นกรณีที่ 1.2.2.1 ไม่เกิดขึ้น
กรณีที่ 1.2.2.2 : 1 ∗ 2 = 2 และ 3 ∗ 2 = 1

จะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 1 3 2

1 1 0 2

2 2 3 0

3 3 2 1 0

พิจารณาĀลัก 3 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 0 ∗ 3 = 2 และ 3 ∗ 3 = 0

จะได้ü่า 1 ∗ 3 = 1 และ 2 ∗ 3 = 3 Āรือ 1 ∗ 3 = 3 และ 2 ∗ 3 = 1

กรณีที่ 1.2.2.2.1 : 1 ∗ 3 = 1 และ 2 ∗ 3 = 3

พิจารณา (1 ∗ 2) ∗ 3 = 2 ∗ 3 = 3 และ 1 ∗ (3 ∗ (0 ∗ 2)) = 1 ∗ (3 ∗ 3) = 1 ∗ 0 = 1

จะได้ü่า (1 ∗ 2) ∗ 3 = 3 ̸= 1 = 1 ∗ (3 ∗ (0 ∗ 2)) เกิดข้อขัดแย้งกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

ดังนั้นกรณีที่ 1.2.2.2.1 ไม่เกิดขึ้น
กรณีที่ 1.2.2.2.2 : 1 ∗ 3 = 3 และ 2 ∗ 3 = 1

ดังนั้นจะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 1 3 2

1 1 0 2 3

2 2 3 0 1

3 3 2 1 0

จากตัüอย่าง 2.8 จะได้ü่าตารางการดำเนินการทüิภาคนี้ÿอดคล้องกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

กรณีที่ 2 : 0 ∗ 1 = 2

พิจารณาแถü 0 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.15 (i) และจาก 0 ∗ 0 = 0 และ 0 ∗ 1 = 2

จะได้ü่า 0 ∗ 2 = 1 และ 0 ∗ 3 = 3 Āรือ 0 ∗ 2 = 3 และ 0 ∗ 3 = 1

กรณี 2.1 : 0 ∗ 2 = 1 และ 0 ∗ 3 = 3
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จะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 2 1 3

1 1 0

2 2 0

3 3 0

พิจารณาĀลัก 1 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 0 ∗ 1 = 2 และ 1 ∗ 1 = 0

จะได้ü่า 2 ∗ 1 = 1 และ 3 ∗ 1 = 3 Āรือ 2 ∗ 1 = 3 และ 3 ∗ 1 = 1

กรณีที่ 2.1.1 : 2 ∗ 1 = 1 และ 3 ∗ 1 = 3

พิจารณาĀลัก 2 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 0 ∗ 2 = 1 และ 2 ∗ 2 = 0

จะได้ü่า 1 ∗ 2 = 2 Āรือ 1 ∗ 2 = 3 นั่นคือ 1 ∗ 2 ̸= 1

พิจารณา (1 ∗ 0) ∗ 2 = 1 ∗ 2 ̸= 1 และ 1 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 1)) = 1 ∗ (2 ∗ 2) = 1 ∗ 0 = 1

จะได้ü่า (1 ∗ 0) ∗ 2 ̸= 1 = 1 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 1)) เกิดข้อขัดแย้งกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

ดังนั้นกรณีที่ 2.1.1 ไม่เกิดขึ้น
กรณีที่ 2.1.2 : 2 ∗ 1 = 3 และ 3 ∗ 1 = 1

จะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 2 1 3

1 1 0

2 2 3 0

3 3 1 0

พิจารณาĀลัก 2 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 0 ∗ 2 = 1 และ 2 ∗ 2 = 0

จะได้ü่า 1 ∗ 2 = 2 และ 3 ∗ 2 = 3 Āรือ 1 ∗ 2 = 3 และ 3 ∗ 2 = 2

กรณีที่ 2.1.2.1 : 1 ∗ 2 = 2 และ 3 ∗ 2 = 3

พิจารณา (3 ∗ 1) ∗ 2 = 1 ∗ 2 = 2 และ 3 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 1)) = 3 ∗ (2 ∗ 2) = 3 ∗ 0 = 3

จะได้ü่า (3 ∗ 1) ∗ 2 = 2 ̸= 3 = 3 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 1)) เกิดข้อขัดแย้งกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

ดังนั้นกรณีที่ 2.1.2.1 ไม่เกิดขึ้น
กรณีที่ 2.1.2.2 : 1 ∗ 2 = 3 และ 3 ∗ 2 = 2
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จะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 2 1 3

1 1 0 3

2 2 3 0

3 3 1 2 0

พิจารณาĀลัก 3 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 0 ∗ 3 = 3 และ 3 ∗ 3 = 0

จะได้ü่า 1 ∗ 3 = 1 และ 2 ∗ 3 = 2 Āรือ 1 ∗ 3 = 2 และ 2 ∗ 3 = 1

กรณีที่ 2.1.2.2.1 : 1 ∗ 3 = 1 และ 2 ∗ 3 = 2

พิจารณา (0 ∗ 1) ∗ 3 = 2 ∗ 3 = 2 และ 0 ∗ (3 ∗ (0 ∗ 1)) = 0 ∗ (3 ∗ 2) = 0 ∗ 2 = 1

จะได้ü่า (0 ∗ 1) ∗ 3 = 2 ̸= 1 = 0 ∗ (3 ∗ (0 ∗ 1)) เกิดข้อขัดแย้งกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

ดังนั้นกรณีที่ 2.1.2.2.1 ไม่เกิดขึ้น
กรณีที่ 2.1.2.2.2 : 1 ∗ 3 = 2 และ 2 ∗ 3 = 1

ดังนั้นจะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 2 1 3

1 1 0 3 2

2 2 3 0 1

3 3 1 2 0

จากตัüอย่าง 2.9 จะได้ü่าตารางการดำเนินการทüิภาคนี้ÿอดคล้องกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

กรณีที่ 2.2 : 0 ∗ 2 = 3 และ 0 ∗ 3 = 1

พิจารณา (1 ∗ 1) ∗ 2 = 0 ∗ 2 = 3 และ 1 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 1)) = 1 ∗ (2 ∗ 2) = 1 ∗ 0 = 1

จะได้ü่า (1 ∗ 1) ∗ 2 = 3 ̸= 1 = 1 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 1)) เกิดข้อขัดแย้งกับบทนิยาม2.2 (iii) ของพีชคณิต B

ดังนั้นกรณีที่ 2.2 ไม่เกิดขึ้น
กรณีที่ 3 : 0 ∗ 1 = 3

พิจารณาแถü 0 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.15 (i) และจาก 0 ∗ 0 = 0 และ 0 ∗ 1 = 3

จะได้ü่า 0 ∗ 2 = 1 และ 0 ∗ 3 = 2 Āรือ 0 ∗ 2 = 2 และ 0 ∗ 3 = 1

กรณีที่ 3.1 : 0 ∗ 2 = 1 และ 0 ∗ 3 = 2

พิจารณา (0 ∗ 3) ∗ 0 = 2 ∗ 0 = 2 และ 0 ∗ (0 ∗ (0 ∗ 3)) = 0 ∗ (0 ∗ 2) = 0 ∗ 1 = 3

จะได้ü่า (0 ∗ 3) ∗ 0 = 2 ̸= 3 = 0 ∗ (0 ∗ (0 ∗ 3)) เกิดข้อขัดแย้งกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

ดังนั้นกรณีที่ 3.1 ไม่เกิดขึ้น
กรณีที่ 3.2 : 0 ∗ 2 = 2 และ 0 ∗ 3 = 1
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จะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 3 2 1

1 1 0

2 2 0

3 3 0

พิจารณาĀลัก 1 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 0 ∗ 1 = 3 และ 1 ∗ 1 = 0

จะได้ü่า 2 ∗ 1 = 2 และ 3 ∗ 1 = 1 Āรือ 2 ∗ 1 = 1 และ 3 ∗ 1 = 2

กรณีที่ 3.2.1 : 2 ∗ 1 = 2 และ 3 ∗ 1 = 1

พิจารณาĀลัก 2 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 0 ∗ 2 = 2 และ 2 ∗ 2 = 0

จะได้ü่า 1 ∗ 2 = 1 Āรือ 1 ∗ 2 = 3 นั่นคือ 1 ∗ 2 ̸= 2

พิจารณา (0 ∗ 3) ∗ 2 = 1 ∗ 2 ̸= 2 และ 0 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 3)) = 0 ∗ (2 ∗ 1) = 0 ∗ 2 = 2

จะได้ü่า (0 ∗ 3) ∗ 2 ̸= 2 = 0 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 3)) เกิดข้อขัดแย้งกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

ดังนั้นกรณีที่ 3.2.1 ไม่เกิดขึ้น
กรณีที่ 3.2.2 : 2 ∗ 1 = 1 และ 3 ∗ 1 = 2

จะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 3 2 1

1 1 0

2 2 1 0

3 3 2 0

พิจารณาĀลัก 2 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 0 ∗ 2 = 2 และ 2 ∗ 2 = 0

จะได้ü่า 1 ∗ 2 = 1 และ 3 ∗ 2 = 3 Āรือ 1 ∗ 2 = 3 และ 3 ∗ 2 = 1

กรณีที่ 3.2.2.1 : 1 ∗ 2 = 1 และ 3 ∗ 2 = 3

พิจารณา (0 ∗ 3) ∗ 2 = 1 ∗ 2 = 1 และ 0 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 3)) = 0 ∗ (2 ∗ 1) = 0 ∗ 2 = 2

จะได้ü่า (0 ∗ 3) ∗ 2 = 1 ̸= 2 = 0 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 3)) เกิดข้อขัดแย้งกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

ดังนั้นกรณีที่ 3.2.2.1 ไม่เกิดขึ้น
กรณีที่ 3.2.2.2 : 1 ∗ 2 = 3 และ 3 ∗ 2 = 1
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จะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 3 2 1

1 1 0 3

2 2 1 0

3 3 2 1 0

พิจารณาĀลัก 3 ของตารางการดำเนินการทüิภาค
จากข้อÿังเกต 2.12 (i) และจาก 0 ∗ 3 = 1 และ 3 ∗ 3 = 0

จะได้ü่า 1 ∗ 3 = 3 และ 2 ∗ 3 = 2 Āรือ 1 ∗ 3 = 2 และ 2 ∗ 3 = 3

กรณีที่ 3.2.2.2.1 : 1 ∗ 3 = 3 และ 2 ∗ 3 = 2

พิจารณา (1 ∗ 3) ∗ 2 = 3 ∗ 2 = 1 และ 1 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 3)) = 1 ∗ (2 ∗ 1) = 1 ∗ 1 = 0

จะได้ü่า (1 ∗ 3) ∗ 2 = 1 ̸= 0 = 1 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 3)) เกิดข้อขัดแย้งกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

ดังนั้นกรณีที่ 3.2.2.2.1 ไม่เกิดขึ้น
กรณีที่ 3.2.2.2.2 : 1 ∗ 3 = 2 และ 2 ∗ 3 = 3

ดังนั้นจะได้ตารางการดำเนินการทüิภาคดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 3 2 1

1 1 0 3 2

2 2 1 0 3

3 3 2 1 0

จากตัüอย่าง 2.10 จะได้ü่าตารางการดำเนินการทüิภาคนี้ÿอดคล้องกับบทนิยาม 2.2 (iii) ของพีชคณิต B

ÿรุปได้ü่าบทตั้ง 3.4 เป็นจริง

ข้อÿังเกต 3.5 จากบทตั้ง 3.1-3.4 ถ้า X เป็นพีชคณิต B ที่มีÿมาชิกไม่เกิน 4 ตัü จะได้ü่าในแต่ละแถü
ของตารางการดำเนินการทüิภาคจะมีÿมาชิกไม่ซ้ำกัน ดังนั้นในแต่ละแถüของตารางการดำเนินการทüิภาค
จะมีÿมาชิกใน X ครบทุกตัü นั่นคือÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X ถ้า x ∗ y = x ∗ z แล้ü y = z

3.2 ไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B ที่มีÿมาชิกไม่เกิน 4 ตัü

ในĀัüข้อนี้เราจะแÿดงไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B ที่มีÿมาชิกไม่เกิน 4 ตัü โดยจะแÿดงเฉพาะกรณีที่
เซตย่อย A มีÿมาชิกเพียงĀนึ่งตัüเท่านั้น

ตัüอย่าง 3.6 (ไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 2 ตัü)
ใĀ้ X =

{
0, 1

}
เป็นพีชคณิต B และ ∗ กำĀนดดังตารางต่อไปนี้



32

∗ 0 1

0 0 1

1 1 0

กรณีที่ 1 : A =
{
0
}

จะได้ü่าไดกราฟเคย์เลย์ Cay(X,A) ประกอบด้üย
V (Cay(X,A)) =

{
0, 1

}
= X และ

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 0), (1, 1 ∗ 0)

}
=

{
(0, 0), (1, 1)

}

แÿดงดังรูป

0 1

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 2 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

กรณีที่ 2 : A =
{
1
}
แล้ü V (Cay(X,A)) =

{
0, 1

}
= X

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 1), (1, 1 ∗ 1)

}
=

{
(0, 1), (1, 0)

}

แÿดงดังรูป

0 1

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 1 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

ตัüอย่าง 3.7 (ไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 3 ตัü)
ใĀ้ X =

{
0, 1, 2

}
เป็นพีชคณิต B แÿดงได้ดังตารางต่อไปนี้

∗ 0 1 2

0 0 2 1

1 1 0 2

2 2 1 0

กรณีที่ 1 : A =
{
0
}
จะได้ü่าไดกราฟเคย์เลย์ Cay(X,A) ประกอบด้üย

V (Cay(X,A)) =
{
0, 1, 2

}
= X และ

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 0), (1, 1 ∗ 0), (2, 2 ∗ 0)

}
=

{
(0, 0), (1, 1), (2, 2)

}

แÿดงดังรูป
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0 1

2

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 3 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

กรณีที่ 2 : A =
{
1
}
แล้ü V (Cay(X,A)) =

{
0, 1, 2

}
= X

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 1), (1, 1 ∗ 1), (2, 2 ∗ 1)

}
=

{
(0, 2), (1, 0), (2, 1)

}

แÿดงดังรูป

0 1

2

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 1 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

กรณีที่ 3 : A =
{
2
}
แล้ü V (Cay(X,A)) =

{
0, 1, 2

}
= X

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 2), (1, 1 ∗ 2), (2, 2 ∗ 2)

}
=

{
(0, 1), (1, 2), (2, 0)

}

แÿดงดังรูป

0 1

2

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 1 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

ตัüอย่าง 3.8 (ไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 4 ตัü แบบที่ 1)
ใĀ้ X =

{
0, 1, 2, 3

}
โดยมี ∗ กำĀนดไü้ดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 0 3 2

2 2 3 0 1

3 3 2 1 0



34

กรณีที่ 1 : A =
{
0
}
แล้ü

V (Cay(X,A)) =
{
0, 1, 2, 3

}
= X และ

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 0), (1, 1 ∗ 0), (2, 2 ∗ 0), (3, 3 ∗ 0)

}
=

{
(0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3)

}

แÿดงได้ดังรูป

0 1

23

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 4 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

กรณีที่ 2 : A =
{
1
}
แล้ü V (Cay(X,A)) =

{
0, 1, 2, 3

}
= X

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 1), (1, 1 ∗ 1), (2, 2 ∗ 1), (3, 3 ∗ 1)

}
=

{
(0, 1), (1, 0), (2, 3), (3, 2)

}

แÿดงได้ดังรูป

0 1

23

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 2 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

กรณีที่ 3 : A =
{
2
}
แล้ü V (Cay(X,A)) =

{
0, 1, 2

}
= X

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 2), (1, 1 ∗ 2), (2, 2 ∗ 2), (3, 3 ∗ 2)

}
=

{
(0, 2), (1, 3), (2, 0), (3, 1)

}

แÿดงได้ดังรูป

0 1

32

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 2 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

กรณีที่ 4 : A =
{
3
}
แล้ü V (Cay(X,A)) =

{
0, 1, 2, 3

}
= X

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 3), (1, 1 ∗ 3), (2, 2 ∗ 3), (3, 3 ∗ 3)

}
=

{
(0, 3), (1, 2), (2, 1), (3, 0)

}

แÿดงได้ดังรูป
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0 1

23

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 2 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

ตัüอย่าง 3.9 (ไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 4 ตัü แบบที่ 2)
ใĀ้ X =

{
0, 1, 2, 3

}
โดยมี ∗ กำĀนดไü้ดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 1 3 2

1 1 0 2 3

2 2 3 0 1

3 3 2 1 0

กรณีที่ 1 : A =
{
0
}
แล้ü V (Cay(X,A)) =

{
0, 1, 2, 3

}
= X

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 0), (1, 1 ∗ 0), (2, 2 ∗ 0), (3, 3 ∗ 0)

}
=

{
(0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3)

}

แÿดงได้ดังรูป

0 1

23

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 4 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

กรณีที่ 2 : A =
{
1
}
แล้ü V (Cay(X,A)) =

{
0, 1, 2, 3

}
= X

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 1), (1, 1 ∗ 1), (2, 2 ∗ 1), (3, 3 ∗ 1)

}
=

{
(0, 1), (1, 0), (2, 3), (3, 2)

}

แÿดงได้ดังรูป

0 1

23
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ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 2 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

กรณีที่ 3 : A =
{
2
}
แล้ü V (Cay(X,A)) =

{
0, 1, 2

}
= X

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 2), (1, 1 ∗ 2), (2, 2 ∗ 2), (3, 3 ∗ 2)

}
=

{
(0, 3), (1, 2), (2, 0), (3, 1)

}

แÿดงได้ดังรูป

0 1

23

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 2 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

กรณีที่ 4 : A =
{
3
}
แล้ü V (Cay(X,A)) =

{
0, 1, 2, 3

}
= X

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 3), (1, 1 ∗ 3), (2, 2 ∗ 3), (3, 3 ∗ 3)

}
=

{
(0, 2), (1, 3), (2, 1), (3, 0)

}

แÿดงได้ดังรูป

0 3

12

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 2 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

ตัüอย่าง 3.10 (ไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 4 ตัü แบบที่ 3)
ใĀ้ X =

{
0, 1, 2, 3

}
โดยมี ∗ กำĀนดไü้ดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 2 1 3

1 1 0 3 2

2 2 3 0 1

3 3 1 2 0

กรณีที่ 1 : A =
{
0
}
แล้ü V (Cay(X,A)) =

{
0, 1, 2, 3

}
= X

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 0), (1, 1 ∗ 0), (2, 2 ∗ 0), (3, 3 ∗ 0)

}
=

{
(0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3)

}



37

แÿดงได้ดังรูป

0 1

23

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 4 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

กรณีที่ 2 : A =
{
1
}
แล้ü V (Cay(X,A)) =

{
0, 1, 2, 3

}
= X

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 1), (1, 1 ∗ 1), (2, 2 ∗ 1), (3, 3 ∗ 1)

}
=

{
(0, 2), (1, 0), (2, 3), (3, 1)

}

แÿดงได้ดังรูป

0 2

31

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 2 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

กรณีที่ 3 : A =
{
2
}
แล้ü V (Cay(X,A)) =

{
0, 1, 2

}
= X

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 2), (1, 1 ∗ 2), (2, 2 ∗ 2), (3, 3 ∗ 2)

}
=

{
(0, 1), (1, 3), (2, 0), (3, 2)

}

แÿดงได้ดังรูป

0 1

32

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 2 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

กรณีที่ 4 : A =
{
3
}
แล้ü V (Cay(X,A)) =

{
0, 1, 2, 3

}
= X

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 3), (1, 1 ∗ 3), (2, 2 ∗ 3), (3, 3 ∗ 3)

}
=

{
(0, 3), (1, 2), (2, 1), (3, 0)

}

แÿดงได้ดังรูป

0 1

23
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ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 2 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

ตัüอย่าง 3.11 (ไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 4 ตัü แบบที่ 4)
ใĀ้ X =

{
0, 1, 2, 3

}
โดยมี ∗ กำĀนดไü้ดังนี้

∗ 0 1 2 3

0 0 3 2 1

1 1 0 3 2

2 2 1 0 3

3 3 2 1 0

กรณีที่ 1 : A =
{
0
}
แล้ü V (Cay(X,A)) =

{
0, 1, 2, 3

}
= X

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 0), (1, 1 ∗ 0), (2, 2 ∗ 0), (3, 3 ∗ 0)

}
=

{
(0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3)

}

แÿดงได้ดังรูป

0 1

23

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 4 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

กรณีที่ 2 : A =
{
1
}
แล้ü V (Cay(X,A)) =

{
0, 1, 2, 3

}
= X

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 1), (1, 1 ∗ 1), (2, 2 ∗ 1), (3, 3 ∗ 1)

}
=

{
(0, 3), (1, 0), (2, 1), (3, 2)

}

แÿดงได้ดังรูป

0 1

23

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 2 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

กรณีที่ 3 : A =
{
2
}
แล้ü V (Cay(X,A)) =

{
0, 1, 2

}
= X

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 2), (1, 1 ∗ 2), (2, 2 ∗ 2), (3, 3 ∗ 2)

}
=

{
(0, 2), (1, 3), (2, 0), (3, 1)

}
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แÿดงได้ดังรูป

0 1

32

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 2 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

กรณีที่ 4 : A =
{
3
}
แล้ü V (Cay(X,A)) =

{
0, 1, 2, 3

}
= X

E(Cay(X,A)) =
{
(0, 0 ∗ 3), (1, 1 ∗ 3), (2, 2 ∗ 3), (3, 3 ∗ 3)

}
=

{
(0, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 0)

}

แÿดงได้ดังรูป

0 1

23

ดังนั้น α(Cay(X,A)) = 2 และÿำĀรับทุก x ∈ X จะได้ü่า
−→
d (x) = 1 และ

←−
d (x) = 1

ข้อÿังเกต 3.12 จากตัüอย่าง 3.6-3.11 จะได้ü่าไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B ที่มีÿมาชิกไม่เกิน 4 ตัü
โดยที่ |A| = 1 จะมีÿ่üนประกอบเป็นüัฏจักร ดังนั้นจำนüนอิÿระของไดกราฟเคย์เลย์จึงมีค่าเท่ากับผลรüม
ของจำนüนอิÿระของแต่ละüัฏจักรนั้น

3.3 ÿมบัติบางประการและจำนüนอิÿระของไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B

ในĀัüข้อนี้เราได้ผลลัพธ์ของจำนüนอิÿระของไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B ในกรณีที่เซตย่อย A =
{
0
}

และดีกรีเข้าและดีกรีออกของจุดยอดของไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B ÿำĀรับเซตย่อย A ใด ๆ

ทฤþฎีบท 3.13 ใĀ้ (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B และใĀ้ A เป็นเซตย่อยของ X โดยที่ |A| = 1 จะได้ü่า
α(Cay(X,A)) = |X| ก็ต่อเมื่อ A =

{
0
}

บทพิÿูจน์: ใĀ้ (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B และใĀ้ A เป็นเซตย่อยของ X โดยที่ |A| = 1

ÿมมติü่า α(Cay(X,A)) = |X|
จะได้ü่า X เป็นเซตอิÿระ
จะแÿดงü่า A =

{
0
}

ใĀ้ a ∈ A และ x ∈ X

จะได้ü่า (x, x ∗ a) ∈ E(Cay(X,A))
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ÿมมติโดยข้อขัดแย้งü่า x ∗ a ̸= x

จะได้ü่ามี y ∈ X โดยที่ y ̸= x ซึ่ง x ∗ a = y

ดังนั้น (x, y) ∈ E(Cay(X,A)) จะได้ü่า x และ y ไม่เป็นอิÿระต่อกัน
เกิดข้อขัดแย้งเนื่องจาก x, y ∈ X และ X เป็นเซตอิÿระ
ÿรุปได้ü่า x ∗ a = x ÿำĀรับทุก x ∈ X

จาก 0 ∈ X ดังนั้น 0 ∗ a = 0

จากบทตั้ง 2.13 จะได้ü่า a = 0 ∈
{
0
}

ดังนั้น A ⊆
{
0
}

จาก |A| = 1 จะได้ü่า A =
{
0
}

ในทางกลับกันÿมมติü่า A =
{
0
}

จะแÿดงü่า α(Cay(X,A)) = |X|
พิจารณา E(Cay(X,A)) =

{
(x, x ∗ a) : x ∈ X

}

=
{
(x, x ∗ 0) : x ∈ X

}

=
{
(x, x) : x ∈ X

}

ใĀ้ u, v ∈ X โดยที่ u ̸= v

จะได้ü่า (u, v) /∈ E(Cay(X,A)) และ (v, u) /∈ E(Cay(X,A))

ดังนั้น u และ v เป็นอิÿระต่อกัน
จะได้ü่า X เป็นเซตอิÿระ
ดังนั้น α(Cay(X,A)) = |X|
ÿรุปได้ü่า α(Cay(X,A)) = |X| ก็ต่อเมื่อ A =

{
0
}

ทฤþฎีบท 3.14 ใĀ้ (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B และใĀ้ A เป็นเซตย่อยของ X จะได้ü่า
←−
d (x) ≤ |A| และ

−→
d (x) ≤ |A| ÿำĀรับทุก x ∈ V (Cay(X,A))

บทพิÿูจน์: ใĀ้ (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B และใĀ้ A เป็นเซตย่อยของ X
ใĀ้ x ∈ V (Cay(X,A)) และÿมมติü่า A =

{
a1, ..., an

}
⊆ X ÿำĀรับบาง n ∈ N โดยที่ n ≤ |X|

จะแÿดงü่า
−→
d (x) ≤ |A|

พิจารณา−→
d (x) =

∣∣∣
{
y ∈ X : (y, x) ∈ E(Cay(X,A))

}∣∣∣

=
∣∣∣
{
y ∈ X : y ∗ ai = x ÿำĀรับบาง ai ∈ A เมื่อ i = 1, 2, ..., n

}∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

n⋃

i=1

{
y ∈ X : y ∗ ai = x

}∣∣∣∣∣

ใĀ้ i ∈
{
1, 2, ..., n

}
และ Ei =

{
y ∈ X : y ∗ ai = x

}

จะแÿดงü่า Ei ̸= ∅
ÿมมติโดยข้อขัดแย้งü่า Ei = ∅ นั่นคือ y ∗ ai ̸= x ÿำĀรับทุก y ∈ X

จะได้ü่า x ไม่อยู่ในĀลัก ai ในตารางการดำเนินการทüิภาค
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เกิดข้อขัดแย้งกับข้อÿังเกต 2.12 (ii) เนื่องจากในแต่ละĀลักต้องมีÿมาชิกใน X ครบทุกตัü
ดังนั้น Ei ̸= ∅
ต่อไปจะแÿดงü่า Ei มีÿมาชิกเพียงตัüเดียüเท่านั้น
ÿมมติü่ามี y, z ∈ X ซึ่ง y ∗ ai = x และ z ∗ ai = x

จะได้ü่า y ∗ ai = z ∗ ai
จากบทตั้ง 2.11 จะได้ü่า y = z

ดังนั้น Ei มีÿมาชิกเพียงตัüเดียüเท่านั้น
จะได้ü่า Ei ไม่เป็นเซตü่างและมีÿมาชิกเพียงตัüเดียüเท่านั้น ÿำĀรับทุก i = 1, 2, ..., n

ดังนั้น
−→
d (x) =

∣∣∣∣∣

n⋃

i=1

Ei

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

|Ei| = n = |A|

ÿรุปได้ü่า
−→
d (x) ≤ |A|

ต่อไปจะแÿดงü่า
←−
d (x) ≤ |A|

พิจารณา←−
d (x) =

∣∣∣
{
y ∈ X : (x, y) ∈ E(Cay(X,A))

}∣∣∣

=
∣∣∣
{
y ∈ X : x ∗ ai = y ÿำĀรับบาง ai ∈ A เมื่อ i = 1, 2, ..., n

}∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

n⋃

i=1

{
y ∈ X : x ∗ ai = y

}∣∣∣∣∣

ใĀ้ i ∈
{
1, 2, ..., n

}
และ Fi =

{
y ∈ X : x ∗ ai = y

}

จะเĀ็นได้ชัดü่า Fi =
{
x ∗ ai

}
ไม่เป็นเซตü่างและมีÿมาชิกเพียงตัüเดียüเท่านั้น

ดังนั้น
←−
d (x) =

∣∣∣∣∣

n⋃

i=1

Fi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

|Fi| = n = |A|

ÿรุปได้ü่า
←−
d (x) ≤ |A|

ในกรณีที่ X เป็นพีชคณิต B ที่มีÿมาชิกไม่เกิน 4 ตัü เราจะได้ผลลัพธ์ÿำĀรับดีกรีเข้าและดีกรีออกของจุด
ยอดของไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B ดังแÿดงในบทแทรกต่อไปนี้

บทแทรก 3.15 ใĀ้ (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B โดยที่ |X| ≤ 4 และใĀ้ A เป็นเซตย่อยของ X จะได้ü่า
←−
d (x) =

−→
d (x) = |A| ÿำĀรับทุก x ∈ V (Cay(X,A))

บทพิÿูจน์: ใĀ้ (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B โดยที่ |X| ≤ 4 และใĀ้ A เป็นเซตย่อยของ X
ใĀ้ x ∈ V (Cay(X,A)) และÿมมติü่า A =

{
a1, ..., an

}
⊆ X ÿำĀรับบาง n ∈ N โดยที่ n ≤ |X|

จะแÿดงü่า
−→
d (x) = |A|

จากพิÿูจน์ของทฤþฎีบท 3.14 พิจารณาเซต Ei =
{
y ∈ X : y ∗ ai = x

}
เมื่อ i = 1, 2, ..., n

ใĀ้ i, j ∈
{
1, 2, ..., n

}

จะแÿดงü่า Ei ∩ Ej = ∅ ÿำĀรับ i ̸= j

ÿมมติโดยข้อขัดแย้งü่า Ei ∩ Ej ̸= ∅
จะได้ü่ามี y ∈ X ซึ่ง y ∈ Ei ∩ Ej
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นั่นคือ y ∗ ai = x = y ∗ aj
จากข้อÿังเกต 3.5 จะได้ü่า ai = aj เกิดข้อขัดแย้งเนื่องจาก ai ̸= aj

ดังนั้น Ei ∩ Ej = ∅ ÿำĀรับ i ̸= j

จากพิÿูจน์ของทฤþฎีบท 3.14 และจาก Ei ∩ Ej = ∅ ÿำĀรับ i ̸= j

จะได้ü่า
−→
d (x) =

∣∣∣∣∣

n⋃

i=1

Ei

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

|Ei| = n = |A|

ÿรุปได้ü่า
−→
d (x) = |A|

ต่อไปจะแÿดงü่า
←−
d (x) = |A|

จากพิÿูจน์ของทฤþฎีบท 3.14 พิจารณาเซต Fi =
{
y ∈ X : x ∗ ai = y

}
เมื่อ i = 1, 2, ..., n

ใĀ้ i, j ∈
{
1, 2, ..., n

}

จะแÿดงü่า Fi ∩ Fj = ∅ ÿำĀรับ i ̸= j

ÿมมติโดยข้อขัดแย้งü่า Fi ∩ Fj ̸= ∅
จะได้ü่ามี y ∈ X ซึ่ง y ∈ Fi ∩ Fj

นั่นคือ x ∗ ai = y = x ∗ aj
จากข้อÿังเกต 3.5 จะได้ü่า ai = aj เกิดข้อขัดแย้งเนื่องจาก ai ̸= aj

ดังนั้น Fi ∩ Fj = ∅ ÿำĀรับ i ̸= j

จากพิÿูจน์ของทฤþฎีบท 3.14 และจาก Fi ∩ Fj = ∅ ÿำĀรับ i ̸= j

จะได้ü่า
←−
d (x) =

∣∣∣∣∣

n⋃

i=1

Fi

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

|Fi| = n = |A|

ÿรุปได้ü่า
←−
d (x) = |A|



บทที่ 4

ÿรุปผลการýึกþา (Conclusion)

การค้นคü้าอิÿระนี้เราได้ýึกþาไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B ที่มีÿมาชิกไม่เกิน 4 ตัü โดยที่เซตย่อย A

ของพีชคณิต B เป็นเซตที่มีÿมาชิกเพียงตัüเดียü โดยเราได้Āาพีชคณิต B ที่เป็นไปได้ทั้งĀมดที่มีÿมาชิกไม่
เกิน 4 ตัüและแÿดงไดกราฟเคย์เลย์ทั้งĀมดของพีชคณิต B ดังกล่าü นอกจากนี้เราได้พิÿูจน์ทฤþฎีบทที่
เกี่ยüข้องกับจำนüนอิÿระของไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B ÿำĀรับกรณีที่เซตย่อย A =

{
0
}
และ

ทฤþฎีบทที่เกี่ยüข้องกับดีกรีเข้าและดีกรีออกของไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B ÿำĀรับ A ที่เป็นเซต
ย่อยใด ๆ

บทตั้ง 4.1 (พีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 1 ตัü)
ใĀ้ X =

{
0
}
และ ∗ เป็นการดำเนินการบนเซต X จะได้ü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B ก็ต่อเมื่อ ∗

กำĀนดดังตารางต่อไปนี้
∗ 0

0 0

บทตั้ง 4.2 (พีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 2 ตัü)
ใĀ้ X =

{
0, 1

}
และ ∗ เป็นการดำเนินการบนเซต X จะได้ü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B ก็ต่อเมื่อ ∗

กำĀนดดังตารางต่อไปนี้
∗ 0 1

0 0 1

1 1 0

บทตั้ง 4.3 (พีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 3 ตัü)
ใĀ้ X =

{
0, 1, 2

}
และ ∗ เป็นการดำเนินการบนเซต X จะได้ü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B

ก็ต่อเมื่อ ∗ กำĀนดดังตารางต่อไปนี้
∗ 0 1 2

0 0 2 1

1 1 0 2

2 2 1 0

บทตั้ง 4.4 (พีชคณิต B ที่มีÿมาชิก 4 ตัü)
ใĀ้ X =

{
0, 1, 2, 3

}
และ ∗ เป็นการดำเนินการบนเซต X จะได้ü่า (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B ก็ต่อเมื่อ

∗ กำĀนดดังĀนึ่งในตาราง 4 แบบดังนี้
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แบบที่ 1
∗ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 0 3 2

2 2 3 0 3

3 3 2 1 0

แบบที่ 2
∗ 0 1 2 3

0 0 1 3 2

1 1 0 2 3

2 2 3 0 1

3 3 2 1 0

แบบที่ 3
∗ 0 1 2 3

0 0 2 1 3

1 1 0 3 2

2 2 3 0 1

3 3 1 2 0

แบบที่ 4
∗ 0 1 2 3

0 0 3 2 1

1 1 0 3 2

2 2 1 0 3

3 3 2 1 0

ข้อÿังเกต 4.5 ถ้า X เป็นพีชคณิต B ที่มีÿมาชิกไม่เกิน 4 ตัü จะได้ü่าในแต่ละแถüของตารางการดำเนิน
การทüิภาคจะมีÿมาชิกไม่ซ้ำกัน ดังนั้นในแต่ละแถüของตารางการดำเนินการทüิภาคจะมีÿมาชิกใน X

ครบทุกตัü นั่นคือÿำĀรับทุก x, y, z ∈ X ถ้า x ∗ y = x ∗ z แล้ü y = z

ข้อÿังเกต 4.6 ไดกราฟเคย์เลย์ของพีชคณิต B ที่มีÿมาชิกไม่เกิน 4 ตัü โดยที่ |A| = 1 จะมีÿ่üนประกอบ
เป็นüัฏจักร ดังนั้นจำนüนอิÿระของไดกราฟเคย์เลย์จึงมีค่าเท่ากับผลรüมของจำนüนอิÿระของแต่ละ
üัฏจักรนั้น

ทฤþฎีบท 4.7 ใĀ้ (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B และใĀ้ A เป็นเซตย่อยของ X โดยที่ |A| = 1 จะได้ü่า
α(Cay(X,A)) = |X| ก็ต่อเมื่อ A =

{
0
}

ทฤþฎีบท 4.8 ใĀ้ (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B และใĀ้ A เป็นเซตย่อยของ X จะได้ü่า
←−
d (x) ≤ |A| และ

−→
d (x) ≤ |A| ÿำĀรับทุก x ∈ V (Cay(X,A))



45

บทแทรก 4.9 ใĀ้ (X, ∗, 0) เป็นพีชคณิต B โดยที่ |X| ≤ 4 และใĀ้ A เป็นเซตย่อยของ X จะได้ü่า
←−
d (x) =

−→
d (x) = |A| ÿำĀรับทุก x ∈ V (Cay(X,A))
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