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กิตติกรรมประกาศ 

งานคนควาอิสระฉบับนี้เปนสวนหนึ่งของการศึกษาในกระบวนวิชาการคนควาอิสระ (206499) ตาม

หลักสูตรปริญญาวิทยาศาสตรบัณฑิต สาขาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยเชียงใหม โดยมี

วัตถุประสงคเพ่ือใหนักศึกษาไดศึกษาคนควาประยุกตใชทฤษฎีและแนวคิดทางคณิตศาสตรในการทําการคนควา

อิสระ ซึ่งผูคนควาไดศึกษาในเรื่อง การหาอนุพันธและปริพันธของบางฟงกชันโดยใชการแปลงเชิงเสน 

ผูคนควาขอขอบพระคุณ ประธานกรรมการสอบและในฐานะอาจารยที่ปรึกษางานคนควาอิสระ ที่

อนุเคราะหทั้งแรงกาย แรงใจ สละเวลาอันมีคาใหคําปรึกษา คําแนะนํา คําอธิบายในสวนที่ผูคนควาไมเขาใจ ให

ความรูและคําแนะนําที่เกี่ยวของกับการทํางานคนควาอิสระ การนําเสนอและรูปเลมรายงานตลอดจนตรวจสอบ

ความสมบูรณถูกตองการคนควาอิสระนี้จนประสบความสําเร็จตามวัตถุประสงคทุกประการ 

ทั้งนี้ขอกราบขอบพระคุณ บิดา มารดา ผูมีพระคุณ ที่ใหกําลังใจ กําลังสติปญญาอยางสม่ำเสมอตลอดการ

ทำงานตั้งแตเริ่มตนจนสําเร็จลุลวงตามวัตถุประสงค 

ขอขอบคุณคณาจารยภาควิชาคณิตศาสตรที่ไดกรุณาอบรมสั่งสอนวิชาความรูทั้งในและนอกตําราใหแกผู

คนควาอันเปนประโยชนและสามารถนํามาประยุกตใชในการศึกษาคนควาอิสระในครั้งนี้ 

ขอขอบคุณเพ่ือน พ่ี นอง ภาควิชาคณิตศาสตรตลอดจนผูมีสวนเกี่ยวของทุกทานที่มิไดกลาวถึงท่ีให

กําลังใจ ใหความรูใหการชวยเหลือ เปนผลใหงานคนควาอิสระนี้ออกมาเปนไปตามรูปแบบและวัตถุประสงคทุก

ประการ 

นายพงศกร กุลประดิษฐ 
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บทคัดยอ 

ในการศึกษาอิสระนี้ เราหาวิธีการใชพีชคณิตเชิงเสนเพื่อหาปริพันธของฟงกชันบางประเภท โดยการสราง

การแปลงเมทริกซที่ไดจากการเลือกฐานหลักและปริภูมิเวกเตอรที่สอดคลองกับประเภทของฟงกชันนั้น เราไดวิธีใน

การเลือกฐานหลักและปริภูมิเวกเตอรรวมถึงสูตรทั่วไปในการหาปริพันธของฟงกชันเหลานี้  

 

Abstract 

In this independent study, we investigate how linear algebra can be used to integrate 

certain types of functions. For each of these function types, we construct a matrix 

transformation derived from the selection of associative bases and vector spaces. We obtain 

alternative methods to solve these integrals as well as some integral formulas. 
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บทที ่1 

บทนำ (Introduction) 

Rogers  1  ไดกลาวถึงการประยุกตใชพีชคณิตเชิงเสนในแคลคูลัส โดยมีการกลางถึงการหาปริพันธโดย

การประยุกตของการแปลงเชิงเสนพรอมตัวอยางงาย ๆ ในป 2005 Sprows  2  กลาวถึงหลักการนี้เชนกัน โดย

เนนไปที่แนวคิดในการหาปริพันธของฟงกชัน 2 cos(3 )xe x  ซึ่งปกติแลวตองใชการหาปริพันธแบบแยกสวน 

ทั้งนีเ้ราสามารถหาปริพันธของบางฟงกชันไดโดยการสรางฐาน B  และปริภูมิเวกเตอร V  ที่สอดคลอง

และการแปลงเชิงเสน :T V V  โดยนำไปสรางเมทริกซของการแปลงเชิงเสน  BT และ   1BT
  

ในการศึกษานี้ เราจะสรุปหลักการของเมทริกซการแปลงเชิงเสนที่นำมาประยุกตในการหาปริพันธของ

ฟงกชันบางรูปแบบ เชน ,k nxx e  cos( ),x kx  sin( ),x kx cos( ),nxe kx  และ cos( )nxxe kx  ซ่ึงโดยปกติแลว

ฟงกชันเหลานี้ตองใชเทคนิคการหาปริพันธแบบแยกสวน 

วัตถุประสงคของการคนควาอิสระ (objective) 

1. เพ่ือศึกษาและสรางการแปลงเชิงเสนและเมทริกซการแปลงเชิงเสน 

2. เพ่ือใชเมทริกซที่ไดในการหาอนุพันธและปริพันธของฟงกชันบางรูปแบบ 

ขอบเขตของการคนควาอิสระ 

 การคนความีจุดมุงหมายเพื่อใชในการหาปริพันธของบางฟงกชันบางรูปแบบที่ซับซอนใหสามารถแกไข

ปญหาไดงายมากยิ่งขึ้นโดยใชความรูจากพีชคณิตเชิงเสน 

วิธีการดำเนินการคนควาอิสระ 

1. ศึกษาความรูพื้นฐานพีชคณิตเชิงเสน เชน การแปลงเชิงเสนและเมทริกซ 

2. ศึกษางานวิจัยที่เก่ียวของ 

3. ตั้งสมมติฐาน และทำการพิสูจนโดยการใชการแปลงเชิงเสนในการหาอนุพันธและปริพันธของรูปแบบ

ฟงกชัน 

4. เขียนรูปเลม และตรวจสอบความถูกตอง 
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ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากการคนควาอิสระ (expected benefits and application) 

1. ไดทบทวนความรูจากพีชคณิตเชิงเสน และแคลคูลัส และสามารถนำไปประยุกตใช 

2. ไดทราบสมบัติตาง ๆ ในการสรางการแปลงเชิงเสนและเมทริกซ การหาอนุพันธและปริพันธของฟงกชัน

บางรูปแบบ 
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บทที ่2 

ความรูพื้นฐาน (Preliminaries) 

นิยาม 2.1 ให V เปนเซตที่ไมเปนเซตวาง พรอมดวยการดำเนินการ 2 ชนิด คือ การบวก   ระหวางสมาชิกของ 

V  และการคูณ  ระหวางสมาชิกของ สนาม (field)  กับสมาชิกของ V  เรียก V  พรอมดวยการดำเนินการ

ทั้งสองวา ปริภูมิเวกเตอร (vector space) ถาการดำเนินการทั้งสองชนิด สอดคลองกับสมบัติ 10 ขอ ตอไปนี้ 

สำหรับสมาชิก , ,u v w  ใด ๆ ใน V  และสมาชิก ,a b  ใด ๆ ใน  

1.  u v V   

2.  u v v u    

3.  ( ) ( )u v w v u w      

4.  มีสมาชิก 0v  ใน V  ซ่ึง 0v  สำหรับทุก ๆ สมาชิก u  ใน V   

5.  สำหรับแตละสมาชิก u  ใน V  มีสมาชิกใน V  เพียงตัวเดียวเทานั้น เขียนแทนดวย u  โดยที่ 0v  

6.  a u V  

7.  ( ) ( ) ( )a u v a u a v    

8.  ( ) ( ) ( )a b u a u b u    

9.  ( )ab u a b u  

10. มีสมาชิก 1 ใน ซ่ึง 1 u u  สำหรบัทุก ๆ สมาชิก u V  

เราเรียกสมาชิก v V วา เวกเตอร (vector) ใน V  และสมาชิก a  ในสนาม วา สเกลาร (scalar) 

สำหรับการศึกษาครั้งนี้ เราพิจารณาปริภูมิเวกเตอรบนสนาม   เทานั้น  

เพ่ือความสะดวกเราจะเขียนแทนการบวก   ดวย  สำหรับ a u  เราจะเขียนแทนดวย au  สำหรบั

ทุกเวกเตอร u  และ a  

นิยาม 2.2 ให V  เปนปริภูมิเวกเตอร และ S  เปนเซตยอยที่ไมเปนเซตวางของ V  เรียก S  วาเปน ปริภูมิยอย 

(subspace) ของ V ก็ตอเมื่อ S  เปนปริภูมิเวกเตอร  
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ทฤษฎีบท 2.3  3  กำหนดให V  เปนปริภูมิเวกเตอร และ S  เปนเซตยอยที่ไมเปนเซตวางของ V  จะไดวา S      

เปนปริภูมิยอยของ V  ก็ตอเมื่อ  

1.  ถา u S  และ v S  แลว u v S   

2.  ถา u S  และ a  แลว au S  

ตัวอยาง 2.4 ตัวอยางของปริภูมิเวกเตอร 

1. n  โดยใชการบวกของเวกเตอร และการคูณดวยสเกลารตามปกติ  

2. 1
1 1 0{ | ( ) ,n n

n n nP p p x a x a x a x a
      }ia   

( ) { : |C f f  เปนฟงกชันตอเนื่อง}  

( ) ( ) { : |nC f f  สามารถหาอนุพันธอันดับที่ n  ได และ ( )nf  ตอเนื่อง}   

ภายใตการบวกแบบทีละจุด (pointwise addition) และการคูณดวยสเกลารกับฟงกชันตามปกติจะไดวา 

nP  เปนปริภูมิยอยของ ( ) ( )nC  เปนปริภูมิยอยของ ( )C       

นิยาม 2.5 ให 1{ ,S v  2 , ,v   }nv  เปนเซตยอยของปริภูมิเวกเตอร V  จะกลาววา เวกเตอร v  ใน V เปน 

ผลรวมเชิงเสน (linear combination) ของ S  ก็ตอเมื่อ มีสเกลาร ที่ 1,a  2 , ,a   na  ที่ทำให       

1 1 2 2 n nv a v a v a v    

เรานิยามสัญลักษณ 1 1 2 2{ } { | }n n iSpan S a v a v a v a     ดังนั้น { }Span S  เปนเซตยอยของ 

V  ยิ่งไปกวานั้น { }Span S  เปนปริภูมิยอยของ V  

นิยาม 2.6 ให V เปนปริภูมิเวกเตอร และ 1{ ,S v  2 , ,v   }nv  เปนเซตยอยของ V  จะเรียก S  วา แผทั่ว 

(span) V  ก็ตอเมื่อทุก ๆ เวกเตอรใน V  เปนผลรวมเชิงเสนของเวกเตอรใน S  นั่นคือ { }Span S V  

นิยาม 2.7 ให V  เปนปริภูมิเวกเตอร และ 1{ ,S v  2 , ,v   }nv  เปนเซตยอยของ V  และ 1,a  2 , ,a   na  

เปนสเกลารใด ๆ 

ถา 1 1 2 2 ... 0n na v a v a v     แลว 1 2 0na a a    จะเรียก S  วาเปน อิสระเชิงเสน 

(linearly independent) 

ถา 1 1 2 2 ... 0n na v a v a v     และมีจำนวนเต็ม i  บางตัวที่ 0na   แลวจะเรียก S  วา ไมเปนอิสระ

เชิงเสน (linearly dependent)  
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นิยาม 2.8 ให V  เปนปริภูมิเวกเตอร และ 1 2{ , , , }nB v v v   เปนเซตยอยของ V  จะเรียก B  วาเปน ฐาน 

(basis) ของ V  ก็ตอเมื่อ  

1.  B  แผทั่ว V  

2.  B  เปนอิสระเชิงเสน 

ตัวอยาง 2.9 ตัวอยางฐานของปริภูมิเวกเตอร 

1. {1,  ,x  2}x เปนฐานของ 2P  

2. {(1,0), (0,1)}  เปนฐานของ 2         

นิยาม 2.10 ให V  เปนปริภูมิเวกเตอรมิติจำกัด แลว มิติ (dimension) ของ V  เขียนแทนดวย dim( )V

หมายถึง จำนวนเวกเตอรที่อยูในฐานของ V  สำหรับกรณทีี ่  0V   จะนิยามให dim( ) 0V   และจะเรียก

ปริภูมิเวกเตอร V  วาม ีมิติจำกัด (finite dimension) ถา dim( )V n  สำหรับบาง n  

ทฤษฎีบท 2.11  3  ให V  เปนปริภูมิเวกเตอร และ B  เปนฐานของ V  แลวทุก v V  จะสามารถเขียนในรูป

ผลรวมเชิงเสนของสมาชิกใน B  ไดเพียงแบบเดียวเทานั้น 

นิยาม 2.12 ให V  เปนปริภูมิเวกเตอร และ 1{ ,B v  2 , ,v   }nv  เปนฐานของ V  สำหรับ v V  ถา 

1 1 2 2 ... n nv c v c v c v     เมื่อ 1,c 2 ,...,c  nc   แลว เวกเตอรพิกัดของ 𝑉 ที่สอดคลองกับฐาน B  

(coordinate vector of v  with respect to the basis B ) เขียนแทนดวย  Bv  นิยามโดย 

 
1

2
B

n

c
c

v

c

 
 
 
 
 
 

 

ตัวอยาง 2.13 พิจารณาฐาน {1,  ,x  2}x  สำหรับปริภูมิเวกเตอร 2P  จะไดวา 

2

0
3 1

3
B

x x
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นิยาม 2.14 ให V  และ W  เปนปริภูมิเวกเตอรบน  เรียกฟงกชัน :T V W  วาเปน การแปลงเชิงเสน 

(linear transformation) จาก V  ไปยัง W  ถา T  สอดคลองกับสมบัติ 2 ขอ ตอไปนี้  

1. ( ) ( ) ( )T u v T u T v    สำหรับทุกเวกเตอร u  และ v  ใน V  

2. ( ) ( )T cv cT v  สำหรับทุกเวกเตอร v  ใน V  และทุก c  

ตัวอยาง 2.15 ให n  นิยาม ( ): ( ) ( )nT C C  โดย ( )( ) nT f f  สำหรับทุก ( ) ( )nf C  แลว T  

เปนการแปลงเชิงเสน  

พิสูจน พิจารณา ( ) ( ) ( )
1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n nT f f f f f f T f T f        สำหรับทุก 1f  และ 2f  ใน 

( ) ( )nC  และ ( ) ( )( ) ( ) ( )n nT cf cf cf cT f    สำหรับทุก ( ) ( )nf C  และทุกสเกลาร c  ดังนั้น T  เปน

การแปลงเชิงเสน            

นิยาม 2.16 ให V  เปนปริภูมิเวกเตอร และ 1{ ,B v  2 , ,v   }nv  เปนฐานของ V  ถา :T V V  เปน การ

แปลงเชิงเสนแลว เมทริกซของการแปลงเชิงเสน T  ที่สอดคลองกับฐาน B  (matrix representation of T  

with respect to basis B ) กำหนดโดย 

    1 2[ ( )] [ ( )] [ ( )]B B n BB
T T v T v T v  

ทฤษฎีบท 2.17  3  ให V  เปนปริภูมิเวกเตอร และ 1{ ,B v  2 , ,v   }nv  เปนฐานของ V   

ถา :T V V  เปนการแปลงเชิงเสนแลว      ( )
B B B

T v T v  สำหรับทุก v  ใน V  

นิยาม 2.18 ให :T V W  และ T  เปนการแปลงเชิงเสน ถามี :S W V  โดยที่ VS T I  และ 

WT S I  เมื่อ :VI V V  และ :WI W W  แลวจะเรียก S  วาตัวผกผันของ T  (the inverse of T ) 

ซึ่งจะเขียนแทน S  ดวย 1T   

ทฤษฎีบท 2.19  3  ถา :T V W  เปนการแปลงเชิงเสน และ T  เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งและทั่วถึงแลว 1T   

เปนการแปลงเชิงเสน  

ทฤษฎีบท 2.20  3  ถา :T V W  เปนการแปลงเชิงเสน แลว T  หาตัวผกผันได ก็ตอเมื่อ T  เปนฟงกชันหนึ่ง

ตอหนึ่งและทั่วถึง 
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ทฤษฎีบท 2.21  3  ให :T V V  เปนการแปลงเชิงเสน และ B  เปนฐานของ V  จะไดวา  

1. T  หาตัวผกผันได ก็ตอเมื่อ เมทริกซ  BT  มีเมทริกซผกผัน  

2. ถา 1T   หาคาได แลว   1 1( )
B B

T T      

ตัวอยาง 2.22 กำหนดการแปลงเชิงเสน 2 2:T   นิยามโดย 

1 2 1 2 1 2( , ) ( , 2 4 )T x x x x x x     สำหรับทุก 1 2( , )x x    และ {(1,1),B   (1, 2)}  

เปนฐานของ 2  

เนื่องจาก 1 2 1 2( , ) ( ,T x x x x    1 22 4 )x x   

จะไดวา (1,1) (2,2)T     และ (1,2) (3,6)T     

ให     1

2

(1,1) (2,2)
B B

a
T

a
 

   
 

 

พิจารณา 1 2(2,2) (1,1) (1,2)a a   

   1 2 1 2( , 2 )a a a a    

จะไดวา 1 2 2a a   และ 1 22 2a a   

จากการแกระบบสมการ จะไดวา ผลเฉลย คือ 1 2a   และ 2 0a   

ดังนั้น     2
(1,1) (2,2)

0B B
T  

   
 

 ในทำนองเดียวกัน จะไดวา  

    0
(1,2) (2,2)

3B B
T  

   
 

ดังนั้น เมทริกซของการแปลงเชิงเสน T  ที่สอดคลองกับฐาน B  คือ  

    2 0
(1,1) [ (1,2)]

0 3BB B
T T T         

 

จะไดวา  

1

1 0
2([ ] )
10
3

BT
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จากทฤษฎีบท 2.21 จะไดวา  

 1 1

1 0
2([ ] )
10
3

BB
T T 

 
 

      
 
  

  

ตัวอยาง 2.23 ให : n nT P P  นิยามโดย ( ( )) ( )T p x p x  สำหรับทุก ( ) np x P  แลว 

 

( 1) ( 1)

0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3
0 0 0 0

0
0 0 0 0 0

B

n n

T

n

  

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

เมื่อ {1,B  ,x  2 ,...,x  }nx  เปนฐานของ nP  

พิสูจน เห็นไดชัดวา T  เปนการแปลงเชิงเสน 

ตอไปจะหาเมทริกซ ของการแปลงเชิงเสน T  ที่สอดคลองกับฐาน B  

พิจารณา 

 (1) 0,T   ( ) 1,T x   2( ) 2 ,...,T x x   1( )n nT x nx   

นั่นคือ 

 

( 1) 1

0
0
0

(1) ,

0
0

B

n

T

 

 
 
 
 

  
 
 
 
 

  

( 1) 1

1
0
0

( ) ,

0
0

B

n

T x

 

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 2

( 1) 1

0
2
0

( ) ,...,

0
0

B

n

T x

 

 
 
 
 

     
 
 
 
 

 

( 1) 1

0
0
0

( )

0

n

B

n

T x

n
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ดังนั้น เมทริกซของการแปลงเชิงเสน T  ที่สอดคลองกับฐาน B  คือ 

   2[ (1)] [ ( )] ( ) [ ( )]nB B BB B
T T T x T x T x       

  

( 1) ( 1)

0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3
0 0 0 0

0
0 0 0 0 0

B

n n

T

n

  

 
 
 
 

  
 
 
 
 

  

ตัวอยาง 2.24 การหาอนุพันธของ 23 7x  โดยใชเมทริกซ  BT  

จาก ตัวอยาง 2.23 จะไดวา 

  
0 1 0
0 0 2
0 0 0

B
T

 
   
  

 

 

โดยทฤษฎีบท 2.17 จะไดวา 

 2 2(3 7 ) 3 7
BB B

T x T x          

   
0 1 0 3 0
0 0 2 0 14
0 0 0 7 0

     
           
          

 

ดังนั้น 

2 2 2(3 7 ) (3 7 ) (0)1 (14) (0) 14d x T x x x x
dx
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บทที ่3 

ผลการศึกษา (Main results) 

ในบทนี้เราจะศึกษาวิธีการปริพันธของฟงกชัน โดยการประยุกตความรูจากวิชาพีชคณิตเชิงเสน โดยเริ่ม

จากฟงกชันที่อยูในรูป k nxx e dx  เมื่อ ,k n  โดยปกติแลวการจะหาคาตองใชวิธีการหาปริพันธแบบแยกสวน 

k  ครั้ง แตถาหากใชทฤษฎีบทที่ศึกษาตอไปนี้ จะสามารถหาคาของปริพันธของฟงกชันไดโดยงายโดยในที่นี้ เราจะ

ศึกษากรณี 2k   

บทตั้ง 3.1 สำหรับทุก 0 n   ให { }V Span B  เมื่อ { ,nxB e   ,nxxe  2 }nxx e  และนิยามการแปลงเชิง

เสน :T V V  โดย ( )T f f   สำหรับทุก f V แลว 

 
1 0

0 2
0 0

B

n
T n

n

 
   
  

 

พิสูจน เราสามารถตรวจสอบไดวา B  เปนอิสระเชิงเสน ซึ่งทำใหไดวา B  เปนฐานของ V  

ตอไปจะหาเมทริกซของการแปลงเชิงเสน T  ที่สอดคลองกับฐาน B  

พิจารณา 

 ( )nx nxT e ne   

( )nx nx nxT xe nxe e   

2 2( ) 2nx nx nxT x e nx e xe   

นั่นคือ 

 ( ) 0 ,
0

nx

B

n
T e

 
      
  

 

1
( ) ,

0

nx

B
T xe n

 
      
  

 2

0
( ) 2nx

B
T x e

n

 
      
  

 

ดังนั้น เมทริกซของการแปลงเชิงเสน T  ที่สอดคลองกับฐาน B  คือ 

   2[ ( )] [ ( )] ( )nx nx nx
B BB B

T T e T xe T x e       
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1 0

0 2
0 0

B

n
T n

n

 
   
  

 

ตัวอยาง 3.2 การหาอนุพันธของ 5 5 2 53 6 7x x xe xe x e   โดยใชบทตั้ง 3.1 

จากบทตั้ง 3.1 จะไดวา 

 
5 1 0
0 5 2
0 0 5

B
T

 
   
  

 

โดยทฤษฎีบท 2.17 จะไดวา 

 5 5 2 5 5 5 2 5(3 6 7 ) 3 6 7x x x x x x
BB B

T e xe x e T e xe x e            

 
5 1 0 3 9
0 5 2 6 16
0 0 5 7 35

     
             
          

 

ดังนั้น 

5 5 2 5 5 5 2 5(3 6 7 ) (3 6 7 )x x x x x xd e xe x e T e xe x e
dx

      

    5 5 2 59 16 35x x xe xe x e         

ทฤษฎีบท 3.3 สำหรับทุก 0 n   และ , ,a b c  

2 2
2 3 2

2 2nx nx nx nx nx nx Ca b c b c cae bxe cx e dx e xe x e
n n n n n n

                 
     

  

พิสูจน เราจะสรางปริภูมิเวกเตอร V  และฐาน B  ดังนี้ 

ให { ,nxB e  ,nxxe  2 }nxx e  และ { }V Span B  

จากบทตั้ง 3.1 จะไดวา B  เปนฐานของ V  

พิจารณาการแปลงเชิงเสน :T V V  นยิามโดย ( )T f f   สำหรับทุก f V  
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จากบทตั้ง 3.1 จะไดวา 

 
1 0

0 2
0 0

B

n
T n

n

 
   
  

 

เนื่องจาก  det 0
B

T   

ดังนั้น 

  

2

1
2

1 1 2

1 20

10 0

B

n n n

T
n n

n



  
 
   
 
 
  

 

จากทฤษฎีบท 2.21 จะไดวา   1 1
B B

T T      

ดังนั้น 

  11 2 1 2( ) ( )nx nx nx nx nx nx
BB B B

a
T ae bxe cx e T ae bxe cx e T b

c

 

 
                  
  

 

 

2 3

2

2

2

a b c
n n n
b c
n n
c
n

   
 
   
 
 
  

 

จะไดวา 

1 2 2
2 3 2

2 2( )nx nx nx nx nx nxa b c b c cT ae bxe cx e e xe x e
n n n n n n

                  
     

 

โดยปกติแลว การหาปริพันธไมจำกัดเขตนั้น เราตองบวกคาคงท่ี C  ทางดานขวามือ ซึ่งในที่นี้เราไมสามารถทำได

เพราะจะทำให 1T   ไมเปนการแปลงเชิงเสน 
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เราจะบวกคาคงที่ C  ในการเขียนคำตอบสุดทายดังนี้ 

2 2
2 3 2

2 2nx nx nx nx nx nx Ca b c b c cae bxe cx e dx e xe x e
n n n n n n

                 
     

   

ตัวอยาง 3.4 การหาปริพันธของ 2 2 2 24 3 5x x xe xe x e dx   

โดยทฤษฎีบท 3.3 จะไดวา 

2 2 2 2 2 2 2 2
2 3 2

4 3 2(5) 3 2(5) 54 3 5
2 2 2 2 2 2

x x x x x xe xe x e dx e xe x e                 
       

   2 2 2 216 6 10 6 10 5
8 4 2

x x xe xe x e              
     

    

   
2 2 2 25 2 5

2

x x xe xe x e C 
         

สำหรับกรณี k nxx e dx  สามารถพิสูจนไดในทำนองเดียวกัน 

ขอสังเกต สำหรับจำนวนเต็ม ,k n  โดยที่ 0, 1k n   ให { }V Span B  เมื่อ 
2{ , , ,..., }nx nx nx k nxB e xe x e x e  และนิยาม :T V V  โดย ( )T f f   สำหรับทุก f V แลว 

 

( 1) ( 1)

1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 4
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

B

k k

n
n
n

T n
n

k
n
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ตอไปเราพิจารณาฟงกชันที่อยูในรูป cos( )x kx  และ sin( )x kx  เมื่อ 0 k    

บทตั้ง 3.5 สำหรับ 0 k   ให { }V Span B  เมื่อ {sin ,B kx  cos ,kx  sin ,x kx cos }x kx  และนิยาม 

:T V V  โดย ( )T f f   สำหรับทุก f V แลว 

 

0 1 0
0 0 1

0 0 0
0 0 0

B

k
k

T
k

k

 
 
 
 
 
 

 

พิสูจน กอนอ่ืนเราจะแสดงวา B  เปนฐานของ V  

ให 1 2 3 4, , ,a a a a    ซ่ึง 1 2 3 4sin cos sin cos 0a kx a kx a x kx a x kx         1  

เลือก 0x   จะไดวา 2 0a   

พิจารณา 

 1 3 4sin sin cos 0a kx a x kx a x kx           2  

หาอนุพันธเทียบกับ x  ตลอดสมการ (2)  จะไดวา 

    1 3 4cos cos sin sin cos 0a k kx a kx kx kx a kx kx kx          3  

เลือก 0,x   ,
2

x
k


  x
k


  แทนใน  3  ตามลำดับ จะไดระบบสมการเชิงเสน 

1 4 0a k a    

3 4 0
2

a a 
    

1 3 4 0ka a a     

ซึ่งเมื่อแกระบบสมการเชิงเสนนี้แลวจะไดวา     

1 2 3 4 0a a a a     ดังนั้น B  เปนอิสระเชิงเสน 

จะไดวา B  เปนฐานของ V  

จากนิยาม :T V V  โดย ( )T f f   สำหรับทุก f V  

จะไดวา T  เปนการแปลงเชิงเสน 
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ตอไปจะหาเมทริกซของการแปลงเชิงเสน T  ที่สอดคลองกับฐาน B  

พิจารณา 

(sin ) cosT kx k kx  

(cos ) sinT kx k kx   

( sin ) cos sinT x kx kx kx kx   

( cos ) sin cosT x kx kx kx kx    

จะไดวา 

 

0

(sin ) ,
0
0

B

k
T kx

 
 
 
 
 
 

   0
(cos ) ,

0
0

B

k

T kx

 
 
 
 
 
 

  

1
0

( sin )
0B

T x kx

k

 
 
 
 
 
 

 และ  

0
1

( cos )

0

B
T x kx

k

 
 
 
 
 
 

 

 

ดังนั้น เมทริกซของการแปลงเชิงเสน T  ที่สอดคลองกับฐาน B  คือ 

         

0 1 0
0 0 1

(sin ) (cos ) ( sin ) ( cos )
0 0 0
0 0 0

B B B B B

k
k

T T kx T kx T x kx T x kx
k

k

 
 
      
 
 

 

             

ตัวอยาง 3.6 การหาอนุพันธของ  cos 6x x  โดยการประยุกตใชบทตั้ง 3.5 

โดย ทฤษฎีบท 2.17 จะไดวา 

     ( cos 6 ) cos 6
BB B

T x x T x x        

  

0 6 1 0 0 0
6 0 0 1 0 1
0 0 0 6 0 6
0 0 6 0 1 0
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ดังนั้น 

           ( cos 6 ) ( cos 6 ) (0)sin 6 (1)cos 6 ( 6) sin 6 (0) cos 6d x x T x x x x x x x x
dx

       

   cos 6 6 sin 6x x x          

ทฤษฎีบท 3.7 สำหรับ 0 k   จะไดวา 

2

1 1cos cos sinx kxdx kx x kx C
k k

    

2

1 1sin sin cosx kxdx kx x kx C
k k

    

พิสูจน เราจะสรางปริภูมิเวกเตอร V  และฐาน B  ดังนี้ 

ให {sin ,B kx  cos ,kx  sin ,x kx cos }x kx  และ { }V Span B  

จากบทตั้ง 3.5 จะไดวา B  เปนฐานของ V  

ให :T V V  โดย ( )T f f   สำหรับทุก f V  

จะไดวา T  เปนการแปลงเชิงเสน 

จากบทตั้ง 3.5 จะไดวา 

 

0 1 0
0 0 1

0 0 0
0 0 0

B

k
k

T
k

k

 
 
 
 
 
 

 

เนื่องจาก  det 0
B

T   
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ดังนั้น 

 

2

21

1 10 0

1 10 0

10 0 0

10 0 0

B

k k

k kT

k

k



 
 
 
  

  
 
 
 
 
 

 

จากทฤษฎีบท 2.21 จะไดวา   1 1
B B

T T      

ดังนั้น 

   
211 1 c

0

0
0 1
0

( co )
1

1
0

s ( os )
B BB B

kT x kx T x kx T

k

 

 
  
  
             
  
  
  

 

จะไดวา 

1
2

1 1( cos ) cos sinT x kx kx x kx
k k

    

นั่นคือ 

2

1 1cos cos sinx kxdx kx x kx C
k k

          

สำหรับกรณี sinx kxdx  สามารถพิสูจนไดในทำนองเดียวกัน       

ตัวอยาง 3.8 การหาปริพันธของ  cos 5x x dx   

โดยทฤษฎีบท 3.7 จะไดวา   

     2

1 1cos 5 cos 5 sin 5
5 5

x x dx x x x C     

                       1 1cos 5 sin 5
25 5

x x x C    
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ตอไปเราจะหาคาของฟงกชันที่อยูในรูป cos( )nxe kx  และ sin( )nxe kx  เมื่อ ,n k   

โดยการประยุกตความรูจากวิชาพีชคณิตเชิงเสน  

บทตั้ง 3.9 สำหรับทุก ,n k  ซ่ึง n  และ k  ไมเปนศูนยพรอมกัน ให { }V Span B  เมื่อ { sin ,nxB e kx  

cos }nxe kx  และนิยามการแปลงเชิงเสน :T V V  โดย ( )T f f   สำหรับทุก f V แลว 

  B
n k

T
k n

 
  
 

 

พิสูจน กอนอ่ืนเราจะแสดงวา B  เปนฐานของ V  

ให 1 2,a a    ซ่ึง 1 2sin cos 0nx nxa e kx a e kx    

เลือก 0x   และ 
2

x
k


  ตามลำดับ จะไดระบบสมการเชิงเสน 2 0a   และ 2
1 0
n
ka e


  เนือ่งจาก 2 0
n
ke


  

จะไดวา 1 2 0a a   ดังนั้น B  เปนอิสระเชิงเสน 

และเนื่องจาก { }V Span B  

นั่นคือ B  เปนฐานของ V  

ตอไปจะหาเมทริกซของการแปลงเชิงเสน T  ที่สอดคลองกับฐาน B  

พิจารณา 

( sin ) sin cosnx nx nxT e kx ne kx ke kx   

( cos ) sin cosnx nx nxT e kx ke kx ne kx    

 

จะไดวา 

( sin )nx

B

n
T e kx

k
        

 และ ( cos )nx

B

k
T e kx

n
        

 

ดังนั้น เมทริกซของการแปลงเชิงเสน T  ที่สอดคลองกับฐาน B  คือ 

  ( sin ) ( cos )nx nx
B B B

n k
T T e kx T e kx

k n
              

     



19 
 

ตัวอยาง 3.10 การหาอนุพันธของ 3 cos 4xe x  โดยการประยุกตใชบทตั้ง 3.9 

จะไดวา 

   3 4
4 3B

T
 

  
 

 

โดย ทฤษฎีบท 2.17 จะไดวา 

 3 3( cos4 ) cos4x x
BB B

T e x T e x        

        
3 4 0 4
4 3 1 3

      
      
     

 

ดังนั้น 

3 3 3 3( cos4 ) ( cos4 ) 4 sin 4 3 cos4x x x xd e x T e x e x e x
dx

         

โดยปกติแลวการจะหาปริพันธของฟงกชันในทฤษฎีบทที่จะกลาวตอไปนี้ ตองใชวิธีการหาปริพันธแบบ

แยกสวนแตถาหากใชทฤษฎีบทที่ศึกษาตอไปนี้ จะสามารถหาคาของปริพันธของฟงกชันได โดยไมจำเปนตองใชการ

หาปริพันธแบบแยกสวน 

ทฤษฎีบท 3.11 สำหรับทุก ,n k  ซ่ึง n  และ k  ไมเปนศูนยพรอมกัน จะไดวา 

2 2 2 2cos sin cosnx nx nxk ne kxdx e kx e kx C
n k n k

  
   

พิสูจน เราจะสรางปริภูมิเวกเตอร V  และฐาน B  ดังนี้ 

ให { sin ,nxB e kx  cos }nxe kx  และ { }V Span B  

จากบทตั้ง 3.9 จะไดวา B  เปนฐานของ V  

ให :T V V  โดย ( )T f f   สำหรับทุก f V  

จะไดวา T  เปนการแปลงเชิงเสน 

จากบทตั้ง 3.9 จะไดวา 

  B
n k

T
k n
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เนื่องจาก  det 0
B

T   

ดังนั้น 

 
2 2 2 21

2 2

2 2 2 2

1
B

n k
n k n k n kT
k n k nn k

n k n k



 
               

 

จากทฤษฎีบท 2.21 จะไดวา   1 1
B B

T T      

 
2 211 1

2 2

0
( cos ) ( cos )

1
nx nx

BB B B

k
n kT e kx T e kx T
n

n k

 

 
                      
  

 

 

จะไดวา 

1
2 2 2 2( cos ) sin cosnx nx nxk nT e kx e kx e kx
n k n k

  
 

 

2 2 2 2cos sin cosnx nx nxk ne kxdx e kx e kx C
n k n k

  
       

ตัวอยาง 3.12 การหาปริพันธของ 4 cos3xe xdx  

โดยทฤษฎีบท 3.11 จะไดวา 

4 4 4
2 2 2 2

3 4cos3 sin3 cos3
4 3 4 3

x x xe xdx e x e x C   
   

                      4 43 4sin( 3 ) cos( 3 )
25 25

x xe x e x C                                                              

 สำหรับกรณี sinnxe kxdx  สามารถพิสูจนไดในทำนองเดียวกัน     

ทฤษฎีบท 3.13 สำหรับทุก ,n k  ซ่ึง n  และ k  ไมเปนศูนยพรอมกัน จะไดวา 

2 2 2 2sin sin cosnx nx nxn ke kxdx e kx e kx C
n k n k
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ตอไปจะเราจะพิจารณาฟงกชันที่อยูในรูป cos ,nxxe kx  sinnxxe kx  เมื่อ ,n k  

บทตั้ง 3.14 สำหรับทุก ,n k  ซ่ึง n  และ k  ไมเปนศูนยพรอมกัน ให { }V Span B  เมื่อ { sin ,nxB e kx  

cos ,nxe kx  sin ,nxxe kx  cos }nxxe kx  และนิยามการแปลงเชิงเสน :T V V  โดย ( )T f f   สำหรับทุก 

f V แลว 

  

1 0
0 1

0 0
0 0

B

n k
k n

T
n k
k n

 
 
 
 
 
 

 

พิสูจน เราจะแสดงวา B  เปนฐานของ V  

ให 1 2 3 4, , ,a a a a   ซ่ึง  

1 2 3 4( sin ) ( cos ) ( sin ) ( cos ) 0nx nx nx nxa e kx a e kx a xe kx a xe kx          (1)  

เลือก 0x   จะไดวา 2 0a   

พิจารณา 

 1 3 4( sin ) ( sin ) ( cos ) 0nx nx nxa e kx a xe kx a xe kx        (2)  

 

หาอนุพันธเทียบกับ x  ตลอดสมการ (2)  จะไดวา 

 1 3 4cos ( cos sin ) ( sin cos ) 0ka kx a kx kx kx a kx kx kx         (3)  

เลือก ,
2

x
k


  0x   และ x
k


  แทนใน (3)  ตามลำดับ จะไดระบบสมการเชิงเสน  

3 4 0
2

a a 
   

1 4 0ka a   

1 3 4 0ka a a        

ซึ่งเมื่อหาคำตอบแลวจะไดวา 1 2 3 4 0a a a a      

ดังนั้น B  เปนอิสระเชิงเสน 
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เนื่องจาก { }V Span B  จะไดวา B  เปนฐานของ V  

ตอไปจะหาเมทริกซของการแปลงเชิงเสน T  ที่สอดคลองกับฐาน B  

พิจารณา 

( sin ) sin cosnx nx nxT e kx ne kx ke kx   

( cos ) sin cosnx nx nxT e kx ke kx ne kx    

( sin ) sin sin cosnx nx nx nxT xe kx e kx nxe kx kxe kx    

( cos ) cos sin cosnx nx nx nxT xe kx e kx kxe kx nxe kx    

จะไดวา 

( sin ) ,
0
0

nx

B

n
k

T e kx

 
 
      
 
 

 ( cos ) ,
0
0

nx

B

k
n

T e kx

 
 
      
 
 

 

1
0

( sin ) ,nx

B
T xe kx

n
k

 
 
      
 
 

 

0
1

( cos )nx

B
T xe kx

k
n

 
 
      
 
 

 

ดังนั้น เมทริกซของการแปลงเชิงเสน T  ที่สอดคลองกับฐาน B  คือ 

  ( sin ) ( cos ) ( sin ) ( cos )nx nx nx nx
B B B B B

T T e kx T e kx T xe kx T xe kx                   

         

1 0
0 1

0 0
0 0

n k
k n

n k
k n

 
 
 
 
 
 

         

 

 

 



23 
 

ตัวอยาง 3.15 การหาอนุพันธของ 3 cos 4xxe x  โดยการประยุกตบทตั้ง 3.14 

จะไดวา 

  

3 4 1 0
4 3 0 1
0 0 3 4
0 0 4 3

B
T

 
 
 
 
 
 

 

โดย ทฤษฎีบท 2.17 จะไดวา 

 3 3( cos4 ) cos4x x
BB B

T xe x T xe x        

    

3 4 1 0 0 0
4 3 0 1 0 1
0 0 3 4 0 4
0 0 4 3 1 3

     
     
      
      
     
     

 

ดังนั้น 

3 3 3 3 3( cos4 ) ( cos4 ) cos4 4 sin 4 3 cos4x x x x xd xe x T xe x e x xe x xe x
dx

       

ทฤษฎีบท 3.16 สำหรับทุก ,n k  ซ่ึง n  และ k  ไมเปนศูนยพรอมกัน จะไดวา 

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2cos sin cos sin
( ) ( )

nx nx nx nxnk n k kxe kxdx e kx e kx xe kx
n k n k n k

 
  

    

  2 2 cosnxn xe kx C
n k

 


 

พิสูจน เราจะสรางปริภูมิเวกเตอร V  และฐาน B  ดังนี้ 

ให { sin , cos , sin , cos }nx nx nx nxB e kx e kx xe kx xe kx  และ { }V Span B  

จากบทตั้ง 3.14 จะไดวา B  เปนฐานของ V  

นิยาม :T V V  โดย ( )T f f   สำหรับทุก f V  จะไดวา T  เปนการแปลงเชิงเสน 
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จากบทตั้ง 3.14 จะไดวา 

  

1 0
0 1

0 0
0 0

B

n k
k n

T
n k
k n

 
 
 
 
 
 

 

เนื่องจาก  det 0
B

T   

ดังนั้น 

    

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) 2
( ) ( ) 21

( ) 0 0 ( ) ( )
0 0 ( ) ( )

B B

n n k k n k n k nk
k n k n n k nk n k

T adj T
n k n n k k n k

k n k n n k



     
       
   
 

    

 

จากทฤษฎีบท 2.21 จะไดวา   1 1
B B

T T      

ดังนั้น 

1 1( cos ) ( cos )nx nx

B B B
T xe kx T xe kx             

 

2 2 2

2 2

2 2 21

2 2

2 2

2
( )

0
0 ( )
0
1

B

nk
n k
n k
n kT
k

n k
n

n k



   
    
       
   
      

 
  

. 

จะไดวา 

2 2
1

2 2 2 2 2 2 2 2

2( cos ) sin cos sin
( ) ( )

nx nx nx nxnk n k kT xe kx e kx e kx xe kx
n k n k n k

  
   

  
 

              2 2 cosnxn xe kx
n k




 

 



25 
 

นั่นคือ 

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2cos sin cos sin
( ) ( )

nx nx nx nxnk n k kxe kxdx e kx e kx xe kx
n k n k n k

 
  

    

       2 2 cosnxn xe kx C
n k

 


        

ตัวอยาง 3.17 การหาปริพันธของ 4 cos3xxe xdx  

 โดยทฤษฎีบท 3.16 จะไดวา 

 
2 2

4 4 4 4
2 2 2 2 2 2 2 2

2(4)(3) ( 4) 3 3cos3 sin3 cos3 sin3
(4 3 ) (4 3 ) 4 3

x x x xxe xdx e x e x xe x 
   

    

            4
2 2

4 cos3
4 3

xxe x C 


  

   4 4 4 424 1 3 4sin3 cos3 sin3 cos3
625 25 25 25

x x x xe x e x xe x xe x C       

 

สำหรับกรณี sinnxxe kxdx  สามารถพิสูจนไดในทำนองเดียวกัน 

ทฤษฎีบท 3.18 สำหรับทุก ,n k  ซ่ึง n  และ k  ไมเปนศูนยพรอมกัน จะไดวา 

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2sin sin cos sin
( ) ( )

nx nx nx nxn k nk nxe kxdx e kx e kx xe kx
n k n k n k
 

  
    

 2 2 cosnxk xe kx C
n k
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บทที่ 4  

สรุปผลการศึกษา (Conclusion) 

จากการศึกษาคนควา เราพบวาการหาปริพันธของบางฟงกชันที่ตองใชการหาปริพันธแบบแยกสวนนั้น เรา

สามารถใชการคูณเมทริกซในการหาปริพันธไดโดยการสรางปริภูมิเวกเตอร V  และฐาน B  ที่สอดคลองกับฟงกชัน

นั้น จากนั้นสรางเมทริกซ  BT  จากการแปลงเชิงเสน ( )T f f   ซึ่งจะทำใหไดเมทริกซ   1BT
  โดยเมทริกซนี้

ทำหนาทีเ่สมือนการหาปริพันธ  

ทำใหเราสามารถหาสูตรทั่วไปในการปริพันธของบางฟงกชันบางรูปแบบได เชน ,k nxx e  cos( ),x kx  

sin( ),x kx cos( ),nxe kx  และ cos( )nxxe kx  อยางไรก็ตาม ฟงกชันบางรูปแบบอาจตองใชทฤษฎีบทอื่น ๆ มา

ชวยในการสรางเมทริกซ  BT    
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