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บทคัดย่อ

ในการค้นคü้าอิÿระนี้เราได้แรงบันดาลใจจากการýึกþาบทคüามของ Mac-Farlane เรื่อง ไฮเพอร์โบ
ลิกคüอเทอร์เนียน เราได้นิยามไฮเพอร์โบลิกนารายาณาคüอเทอร์เนียน และได้ýึกþาคüามÿัมพันธ์ระĀü่าง
ไฮเพอร์โบลิกนารายาณาคüอเทอร์เนียนและÿังยุคของมัน นอกจากนี้ เรายังĀานอร์ม ÿูตร Binet ผลรüม
จำกัด และฟังก์ชันก่อกำเนิดของไฮเพอร์โบลิกนารายาณาคüอเทอร์เนียน

In this independent study, we were inspired by studying Mac-Farlane’s paper on hy-
perbolic quaternions. We defined hyperbolic Narayana quaternions and explored the rela-
tionship between hyperbolic Narayana quaternions and their conjugates. Additionally, we
determined the norm, Binet formula, finite sum, and the generating function of hyperbolic
Narayana quaternions.
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บทที่ 1

บทนำ (Introduction)

ลำดับฟีโบนัชชีคือ ลำดับที่แต่ละตัüเลขเป็นผลรüมของตัüเลขÿองตัüก่อนĀน้า ตัüเลขที่เป็นÿ่üน
Āนึ่งของลำดับฟีโชนัชชีเรียกü่าตัüเลขฟีโชนัชชี ซึ่งโดยทั่üไปจะแทน ด้üย Fn ลำดับโดยทั่üไปเริ่มต้นจาก 0

และ 1 ลำดับฟีโบนัชชีถูกนำมาใช้ในÿาขาüิทยาýาÿตร์ต่าง ๆ เช่น üิýüกรรมýาÿตร์ และ ÿถาปัตยกรรมýาÿตร์
ตัüอย่างเช่นการแก้ปัญĀากระต่ายของฟีโบนัชชี “ถ้ากระต่ายĀนึ่งคู่ออกลูกได้เดือนละคู่ และลูกกระต่าย
ÿามารถแพร่พันธ์ุต่อได้ในเดือนที่ÿองĀลังเกิด ผ่านไปĀนึ่งปีจะมีกระต่ายกี่คู่” ÿามารถแก้ไขปัญĀาได้ด้üย
ÿมการ

Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2

โดยที่ F0 = 0 และ F1 = 1

Horadam [5] ได้ขยายจำนüนฟีโบนัชชี ดังนี้ ÿำĀรับจำนüนจริงบüก p และ q ลำดับของจำนüน
(p, q)-ฟีโบนัชชี กำĀนดโดย

Fn = pFn−1 + qFn−2, n ≥ 2

โดยที่ F0 = 0, F1 = 1

ถ้า p = 1 = q แล้üจะได้จำนüนฟีโบนัชชี
ถ้า p = k และ q = 1 แล้üจะได้จำนüน k-ฟีโบนัชชี

จำนüนนารายาณาได้ถูกแนะนำโดย นารายาณานักคณิตýาÿตร์ชาüอินเดียในýตüรรþที่ 14 ขณะ
ที่ýึกþาปัญĀาฝูงüัüและลูกüัü ปัญĀาüัüของนารายาณาเป็นปัญĀาที่คล้ายคลึงกับปัญĀากระต่ายของฟีโบ
นัชชี ซึ่งใĀ้ไü้ดังนี้ “üัüจะออกลูกĀนึ่งตัüทุกปีและจะเริ่มออกลูกในปีที่ÿี่ โดยจะออกลูกĀนึ่งตัüในช่üงต้นปี
ของแต่ละปี Āลังจากผ่านไป 20 ปีจะมีลูกทั้งĀมดกี่ตัü?” ปัญĀานี้ÿามารถĀาคำตอบได้ในลักþณะเดียüกับ
ปัญĀากระต่ายของฟีโบนัชชี ใĀ้ n แทนจำนüนปี ปัญĀาของนารายาณาÿามารถเขียนในรูปคüามÿัมพันธ์
เüียนเกิด

Nn = Nn−1 +Nn−3, n ≥ 3 (1.1)

โดยที่ N0 = 0, N1 = 1 และ N2 = 1

จำนüนนารายาณา 12 พจน์แรก คือ 0, 1, 1, 1, 2, 3, 4, 6, 9, 13, 19, 28,...
ลำดับนี้เรียกü่าลำดับนารายาณา (Āรือเรียกอีกอย่างü่าลำดับฟีโบนัชชี-นารายาณาĀรือลำดับüัüของนารา
ยาณา)
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คüอเทอร์ เนียนถูกแนะนำโดย เซอร์üิลเลียม โรüัน แฮมิลตัน [4] กลางýตüรรþที่ 19 เป็นตัü
เลขไฮเพอร์คอมเพล็กซ์ÿี่มิติ คüอเทอร์เนียนถูกนำมาใช้กันอย่างแพร่Āลายในด้านเทคโนโลยีขั้นÿูง เช่น
คอมพิüเตอร์กราฟิก การประมüลผลÿัญญาณ Āุ่นยนต์ และอื่น ๆ อีกมากมาย คüอเทอร์เนียนเป็นพีชคณิต
ที่มีÿมบัติการจัดĀมู่แต่ไม่มีÿมบัติการÿลับที่ภายใต้การคูณ ถูกนิยามดังนี้

H = {q = q0 + q1i+ q2j+ q3k | q0, q1, q2, q3 ∈ R}

โดยที่ i, j, และ k เป็นĀน่üยจินตภาพÿอดคล้องกับเงื่อนไข

i2 = j2 = k2 = ijk = −1, ij = k = −ji, jk = i = −kj, ki = j = −ik

ฟีโบนัชชีคüอเทอร์เนียนได้รับการýึกþาโดยผู้เขียนĀลายคน ซึ่งนิยามดังนี้

QFn = Fn + Fn+1i+ Fn+2j+ Fn+3k

โดยที่ Fn คือจำนüนฟีโบนัชชีพจน์ที่ n
(p, q)-ฟีโบนัชชีคüอเทอร์เนียนถูกนิยามโดย Ipek [6] คือ

QFn = Fn + Fn+1i+ Fn+2j+ Fn+3k

โดยที่ Fn คือจำนüน (p, q)-ฟีโบนัชชีพจน์ที่ n
อเล็กซานเดอร์ แมค-ฟาร์เลน [8] นิยามไฮเพอร์โบลิกคüอเทอร์เนียนเป็นครั้งแรกในปี ค.ý. 1891

ไฮเพอร์โบลิกคüอเทอร์เนียน เป็นจำนüนเชิงซ้อนÿี่มิติ เช่นเดียüกับคüอเทอร์เนียน แต่ไฮเพอร์โบลิกคüอ
เทอร์เนียนไม่มีÿมบัติการจัดĀมู่และไม่มีÿมบัติการÿลับที่ภายใต้การคูณ ไฮเพอร์โบลิกคüอเทอร์เนียน [8]
กำĀนดโดย

K = {q = q0 + q1i+ q2j+ q3k | q0, q1, q2, q3 ∈ R}

โดยที่ i, j, และ k เป็นĀน่üยจินตภาพÿอดคล้องกับเงื่อนไข

i2 = j2 = k2 = ijk = 1, ij = k = −ji, jk = i = −kj, ki = j = −ik

ใĀ้ p = p0 + ip1 + jp2 + kp3 และ q = q0 + iq1 + jq2 + kq3 แล้ü การบüก การลบ การคูณด้üย
ÿเกลาร์ และการคูณ นิยามดังนี้

การบüกและการลบ

p± q = (p0 ± q0) + i(p1 ± q1) + j(p2 ± q2) + k(p3 ± q3)

การคูณด้üยÿเกลาร์

λp = λp0 + iλp1 + jλp2 + kλp3
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การคูณ

pq =(p0q0 + p1q1 + p2q2 + p3q3) + i(p0q1 + p1q0 + p2q3 − p3q2)

+ j(p0q2 − p1q3 + p2q0 + p3q1) + k(p0q3 + p1q2 − p2q1 + p3q0)

โคýอล [7] ได้ýึกþาเรื่องไฮเพอร์โบลิกคüอเทอร์เนียน และคุณÿมบัติพีชคณิตของพüกมัน
ในปี ค.ý. 2018 อัยดิน [2] ได้ใĀ้คำจำกัดคüามของไฮเพอร์โบลิก k-ฟีโบนัชชีคüอเทอร์เนียน และ

ได้ตรüจÿอบÿมบัติทางพีชคณิตบางประการของไฮเพอร์โบลิก k-ฟีโบนัชชีคüอเทอร์เนียนอีกด้üย ในปีค.ý.
2020 Yagmur ได้นิยามไฮเพอร์โบลิก (p, q)-ฟีโบนัชชีคüอเทอร์เนียนดังนี้

HQFn = Fn + Fn+1i+ Fn+2j+ Fn+3k

โดยที่ Fn คือจำนüน (p, q)-ฟีโบนัชชี และ i, j, k ÿอดคล้องกับ

i2 = j2 = k2 = ijk = 1, ij = k = −ji, jk = i = −kj, ki = j = −ik

เป้าĀมายของการค้นคü้าอิÿระนี้คือ นิยามจำนüนไฮเพอร์โบลิกนารายาณาคüอเทอร์ เนียน และýึกþา
ÿมบัติต่าง ๆ ของจำนüนไฮเพอร์โบลิกนารายาณาคüอเทอร์เนียน



บทที่ 2

คüามรู้พื้นฐาน (Preliminaries)

ทฤþฎีบท 2.1 [9] ÿูตร Binet ของจำนüนนารายาณาพจน์ที่ n คือ

Nn = rn+1

(r−s)(r−t) +
sn+1

(s−r)(s−t) +
tn+1

(t−r)(t−s)

โดยที่ r, s, และ t เป็นรากของÿมการ x3 − x2 − 1 = 0

ทฤþฎีบท 2.2 ผลบüก n+ 1 พจน์แรกของจำนüนนารายาณา คือ

n∑

k=0

Nk = Nn+1 +Nn +Nn−1 − 1

พิÿูจน.์ โดยใช้อุปนัยเชิงคณิตýาÿตร์ ใĀ้ p(n) แทนข้อคüาม

n∑

k=0

Nk = N0 +N1 +N2 + ...+Nn

จาก
1∑

k=0

Nk = N0 +N1 = 1 = N2 +N1 +N0 − 1

ดังนั้น p(1) เป็นจริง
ใĀ้ m ∈ N และ p(m) เป็นจริง นั่นคือ

m∑

k=0

Nk = Nm+1 +Nm +Nm−1 − 1

พิจารณา
m+1∑

k=0

Nk =
m∑

k=0

Nk +Nm+1 = Nm+1 +Nm +Nm−1 − 1 +Nm+1

= (Nm+1 +Nm−1) +Nm+1 +Nm − 1

= Nm+2 +Nm+1 +Nm − 1

นั่นคือ p(m+ 1) เป็นจริง
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ทฤþฎีบท 2.3 [3] ใĀ้ n ≥ 1 แล้üข้อคüามต่อไปนี้เป็นจริง

1. N1 +N2 +N3 + ...+Nn = Nn+3 − 1

2. N1 +N4 +N7 + ...+N3n−2 = N3n−1

3. N2 +N5 +N8 + ...+N3n−1 = N3n

4. N3 +N6 +N9 + ...+N3n = N3n+1 − 1

บทนิยาม 2.4 [1] ใĀ้ {an} = {a0, a1, a2, ...} เป็นลำดับของค่าคงตัü และ x ∈ R แล้üอนุกรม

∞∑

k=0

akx
k = a0 + a1x+ a2x

2 + ..., |x| < R

เราจะเรียกฟังก์ชัน A(x) =
∑∞

k=0 akx
k ü่าฟังก์ชันก่อกำเนิด (generating function) ของลำดับ {an}

เมื่อ R เป็นค่าที่ทำใĀ้อนุกรมลู่เข้า



บทที่ 3

ผลการýึกþา (Main results)

ก่อนอื่นเราจะนิยามไฮเพอร์โบลิกนารายาณาคüอเทอร์เนียน ดังนี้

บทนิยาม 3.1 ใĀ้ n ≥ 0 เป็นจำนüนเต็ม ไฮเพอร์โบลิกนารายาณาคüอเทอร์เนียน กำĀนดโดย

HNn = Nn +Nn+1i+Nn+2j+Nn+3k

โดยที่ Nn คือจำนüนนารายาณาพจน์ที่ n และ i, j, k ÿอดคล้องกับเงื่อนไข

i2 = j2 = k2 = ijk = 1, ij = k = −ji, jk = i = −kj, ki = j = −ik

จำนüนไฮเพอร์โบลิกนารายาณาÿามพจน์แรกคือ

HN0 = i+ j+ k, HN1 = 1 + i+ j+ 2k, HN2 = 1 + i+ 2j+ 3k,...

ใĀ้ HNn = Nn+Nn+1i+Nn+2j+Nn+3k และ HNm = Nm+Nm+1i+Nm+2j+Nm+3k
เป็นไฮเพอร์โบลิกนารายาณาคüอเทอร์เนียน แล้üการบüก การลบ การคูณด้üยÿเกลาร์ และการคูณ
นิยามดังนี้
การบüกและการลบ

HNn ±HNm = (Nn ±Nm) + i(Nn+1 ±Nm+1) + j(Nn+2 ±Nm+2) + k(Nn+3 ±Nm+3)

การคูณด้üยÿเกลาร์

λHNn = λNn + iλNn+1 + jλNn+2 + kλNn+3

การคูณ

(HNn)(HNm) =(NnNm +Nn+1Nm+1 +Nn+2Nm+2 +Nn+3Nm+3)

+ i(NnNm+1 +Nn+1Nm +Nn+2Nm+3 −Nn+3Nm+2)

+ j(NnNm+2 −Nn+1Nm+3 +Nn+2Nm +Nn+3Nm+1)

+ k(NnNm+3 +Nn+1Nm+2 −Nn+2Nm+1 +NN+3Nm)

ÿังยุคของจำนüนไฮเพอร์โบลิกนารายาณาคüอเทอร์เนียน นิยามดังนี้

HNn = Nn −Nn+1i−Nn+2j−Nn+3k
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ต่อไปเราจะýึกþาคüามÿัมพันธ์ระĀü่างไฮเพอร์โบลิกนารายาณาคüอเทอร์เนียนและÿังยุคของมัน

ทฤþฎีบท 3.2 ใĀ้ n ≥ 0 เป็นจำนüนเต็ม จะได้ü่า

HNn +HNn =2Nn (3.1)

HNn −HNn =2(HNn −Nn) (3.2)

HNn(HNn) =N2
n −N2

n+1 −N2
n+2 −N2

n+3 (3.3)

พิÿูจน.์ พิจารณาÿมการ (3.1) จะได้

HNn +HNn =(Nn +Nn+1i+Nn+2j+Nn+3k) + (Nn −Nn+1i−Nn+2j−Nn+3k)

=2Nn

ต่อไปจะแÿดงü่าÿมการ (3.2) เป็นจริง

HNn −HNn =(Nn +Nn+1i+Nn+2j+Nn+3k)− (Nn −Nn+1i−Nn+2j−Nn+3k)

=2(Nn+1i+Nn+2j+Nn+3k)

=2(Nn +Nn+1i+Nn+2j+Nn+3k−Nn)

=2(HNn −Nn)

ÿุดท้ายจะแÿดงü่าÿมการ (3.3) เป็นจริง

HNn(HNn) =(Nn +Nn+1i+Nn+2j+Nn+3k)(Nn −Nn+1i−Nn+2j−Nn+3k)

=N2
n −NnNn+1i−NnNn+2j−NnNn+3k

+NnNn+1i− (Nn+1i)2 −Nn+1Nn+2ij−Nn+1Nn+3ik

+NnNn+2j−Nn+2Nn+1ji− (Nn+2j)2 −Nn+2Nn+3jk

+NnNn+3k −Nn+3Nn+1ki−Nn+3Nn+2kj− (Nn+3k)2

=N2
n − (Nn+1i)2 −Nn+1Nn+2ij−Nn+1Nn+3ik−Nn+2Nn+1ji− (Nn+2j)2

−Nn+2Nn+3jk−Nn+3Nn+1ki−Nn+3Nn+2kj− (Nn+3k)2

=N2
n − (Nn+1i)2 −Nn+1Nn+2ij−Nn+1Nn+3ik+Nn+2Nn+1ij− (Nn+2j)2

−Nn+2Nn+3jk+Nn+3Nn+1ik+Nn+3Nn+2jk− (Nn+3k)2

ดังนั้น HNn(HNn) = N2
n −N2

n+1 −N2
n+2 −N2

n+3
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บทแทรกต่อไปนี้ใĀ้ÿูตรนอร์มของไฮเพอร์โบลิกนารายาณาคüอเทอร์เนียน

บทแทรก 3.3 ใĀ้ n ≥ 0 เป็นจำนüนเต็ม จะได้ü่า

||HNn|| =
√

|N2
n −N2

n+1 −N2
n+2 −N2

n+3|

พิÿูจน.์ โดยทฤþฎีบท 3.2 จะได้ü่า

||HNn|| =
√

HNn(HNn)

=
√

|N2
n −N2

n+1 −N2
n+2 −N2

n+3|

ดังนั้น ||HNn|| =
√

|N2
n −N2

n+1 −N2
n+2 −N2

n+3|

ทฤþฎีบทต่อไปนี้ใĀ้ÿูตร Binet ของไฮเพอร์โบลิกนารายาณาคüอเทอร์เนียน

ทฤþฎีบท 3.4 ใĀ้ n ≥ 0 เป็นจำนüนเต็ม จะได้ü่า

HNn = rn+1(1+ri+r2j+r3k)
(r−s)(r−t) + sn+1(1+si+s2j+s3k)

(s−r)(s−t) + tn+1(1+ti+t2j+t3k)
(t−r)(t−s)

โดยที่ r, s, และ t เป็นรากของÿมการ x3 − x2 − 1 = 0

พิÿูจน.์ โดยทฤþฎีบท 2.1 จะได้ü่า

HNn =Nn +Nn+1i+Nn+2j+Nn+3k

=(
rn+1

(r − s)(r − t)
+

sn+1

(s− r)(s− t)
+

tn+1

(t− r)(t− s)
)

+ (
rn+2

(r − s)(r − t)
+

sn+2

(s− r)(s− t)
+

tn+2

(t− r)(t− s)
)i

+ (
rn+3

(r − s)(r − t)
+

sn+3

(s− r)(s− t)
+

tn+3

(t− r)(t− s)
)j

+ (
rn+4

(r − s)(r − t)
+

sn+4

(s− r)(s− t)
+

tn+4

(t− r)(t− s)
)k

=
rn+1(1 + ri+ r2j+ r3k)

(r − s)(r − t)
+

sn+1(1 + si+ s2j+ s3k)
(s− r)(s− t)

+
tn+1(1 + ti+ t2j+ t3k)

(t− r)(t− s)
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ทฤþฎีบทต่อไปนี้จะพิจารณาผลรüมจำกัดของไฮเพอร์โบลิกนารายาณาคüอเทอร์เนียน

ทฤþฎีบท 3.5 ใĀ้ n ≥ 0 เป็นจำนüนเต็ม จะได้ü่า

n∑

k=0

HNk = HNn+1 +HNn +HNn−1 −HN1

พิÿูจน.์ โดยทฤþฎีบท 2.2 จะได้

n∑

k=0

HNk = HN0 +HN1 +HN2 + ...+HNn

= (N0 +N1i+N2j+N3k) + (N1 +N2i+N3j+N4k)

+ (N2 +N3i+N4j+N5k) + ...+ (Nn +Nn+1i+Nn+2j+Nn+3k)

= (N0 +N1 +N2 + ...+Nn) + i(N1 +N2 +N3 + ...+Nn+1)

+ j(N2 +N3 +N4 + ...+Nn+2) + k(N3 +N4 +N5 + ...+Nn+3)

=
n∑

k=0

Nk + i
n+1∑

k=0

Nk + j

(
n+2∑

k=0

Nk − 1

)
+ k

(
n+3∑

k=0

Nk − 2

)

= (Nn+1 +Nn +Nn−1 − 1) + i(Nn+2 +Nn+1 +Nn − 1)

+ j(Nn+3 +Nn+2 +Nn+1 − 2) + k(Nn+4 +Nn+3 +Nn+2 − 3)

= (Nn+1 +Nn+2i+Nn+3j+Nn+4k) + (Nn +Nn+1i+Nn+2j+Nn+3k)

+ (Nn−1 +Nni+Nn+1j+Nn+2k)− (1 + i+ 2j+ 3k)

= HNn+1 +HNn +HNn−1 −HN2

ทฤþฎีบท 3.6 ใĀ้ n ≥ 0 เป็นจำนüนเต็ม จะได้ü่า

n∑

k=0

HN3k = HN3n+1 − 1− k (3.4)

n∑

k=0

HN3k+1 = HN3n+2 − j− k (3.5)

n∑

k=0

HN3k+2 = HN3n+3 −HN0 (3.6)
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พิÿูจน.์ จะแÿดงü่าÿมการ (3.4) เป็นจริง โดยทฤþฎีบท 2.3 จะได้

n∑

k=0

HN3k = HN0 +HN3 +HN6 + ...+HN3n

= (N0 +N1i+N2j+N3k) + (N3 +N4i+N5j+N6k)

+ (N6 +N7i+N8j+N9k) + (N3n +N3n+1i+N3n+2j+N3n+3k)

= (N0 +N3 +N6 + ...+N3n) + (N1 +N4 +N7 + ...+N3n+1)i

+ (N2 +N5 +N8 + ...+N3n+2)j+ (N3 +N6 +N9 + ...+N3n+3)k

= (N0 +N3 +N6 + ...+N3n) + (N1 +N4 +N7 + ...+N3(n+1)−2)i

+ (N2 +N5 +N8 + ...+N3(n+1)−1)j+ (N3 +N6 +N9 + ...+N3(n+1))k

= (N3n+1 − 1) + (N3(n+1)−1)i+ (N3(n+1))j+ (N3(n+1)+1 − 1)k

= (N3n+1 +N3n+2i+N3n+3j+N3n+4k)− 1− k

= HN3n+1 − 1− k

ต่อไปจะแÿดงü่าÿมการ (3.5) เป็นจริง โดยทฤþฎีบท 2.3 จะได้

n∑

k=0

HN3k+1 = HN1 +HN4 +HN7 + ...+HN3n+1

= (N1 +N2i+N3j+N4k) + (N4 +N5i+N6j+N7k)

+ (N7 +N8i+N9j+N10k) + (N3n+1 +N3n+2i+N3n+3j+N3n+4k)

= (N1 +N4 +N7 + ...+N3n+1) + (N2 +N5 +N8 + ...+N3n+2)i

+ (N3 +N6 +N9 + ...+N3n+3)j+ (N4 +N7 +N10 + ...+N3n+4)k

= (N1 +N4 +N7 + ...+N3(n+1)−2) + (N2 +N5 +N8 + ...+N3(n+1)−1)i

+ (N3 +N6 +N9 + ...+N3(n+1))j+ (N1 +N4 +N7 +N10 + ...+N3(n+2)−2 − 1)k

= (N3(n+1)−1) + (N3(n+1))i+ (N3(n+1)+1 − 1)j+ (N3(n+2)−1 − 1)k

= (N3n+2 +N3n+3i+N3n+4j+N3n+5k)− j− k

= HN3n+2 − j− k
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ÿุดท้ายจะแÿดงü่าÿมการ (3.6) เป็นจริง โดยทฤþฎีบท 2.3 จะได้

n∑

k=0

HN3k+2 = HN2 +HN5 +HN8 + ...+HN3n+2

= (N2 +N3i+N4j+N5k) + (N5 +N6i+N7j+N8k)

+ (N8 +N9i+N10j+N11k) + (N3n+2 +N3n+3i+N3n+4j+N3n+5k)

= (N2 +N5 +N8 + ...+N3n+2) + (N3 +N6 +N9 + ...+N3n+3)i

+ (N4 +N7 +N10 + ...+N3n+4)j+ (N5 +N8 +N11 + ...+N3n+5)k

= (N2 +N5 +N8 + ...+N3(n+1)−1) + (N3 +N6 +N9 + ...+N3(n+1))i

+ (N1 +N4 +N7 +N10 + ...+N3(n+2)−2 − 1)j

+ (N2 +N5 +N8 +N11 + ...+N3(n+2)−1 − 1)k

= (N3(n+1)) + (N3(n+1)+1 − 1)i+ (N3(n+2)−1 − 1)j+ (N3(n+2) − 1)k

= (N3n+3 +N3n+4i+N3n+5j+N3n+6k)− (i+ j+ k)

= HN3n+3 −HN0

บทตั้งต่อไปนี้จำเป็นÿำĀรับการพิÿูจน์ทฤþฎีบท 3.8

บทตั้ง 3.7 ใĀ้ n ≥ 3 เป็นจำนüนเต็ม จะได้ü่า

HNn = HNn−1 +HNn−3

พิÿูจน.์ โดยÿมการ (1.1) จะได้

HNn =Nn +Nn+1i+Nn+2j+Nn+3k

=Nn−1 +Nn−3 + (Nn +Nn−2)i+ (Nn+1 +Nn−1)j+ (Nn+2 +Nn)k

=Nn−1 +Nn−3 +Nni+Nn−2i+Nn+1j+Nn−1j+Nn+2k+Nnk

=(Nn−1 +Nni+Nn+1j+Nn+2k) + (Nn−3 +Nn−2i+Nn−1j+Nnk)

=HNn−1 +HNn−3
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ทฤþฎีบท 3.8 ฟังก์ชันก่อกำเนิดของนารายาณาคüอเทอร์เนียน กำĀนดโดย

∞∑

n=0

HNnx
n =

i+ j+ k+ x(1 + k) + x2(j+ k)
1− x− x3

พิÿูจน.์

ใĀ้

f(x) =
∞∑

n=0

HNnx
n = HN0 +HN1x+HN2x

2 +HN3x
3 + ...

แล้ü

xf(x) = HN0x+HN1x
2 +HN2x

3 +HN3x
4 + ...

x3f(x) = HN0x
3 +HN1x

4 +HN2x
5 +HN3x

6 + ...

โดยบทตั้ง 3.7 จะได้ü่า

f(x)− xf(x)− x3f(x) =HN0 + x(HN1 −HN0) + x2(HN2 −HN1)

+ x3(HN3 −HN2 −HN0) + x4(HN4 −HN3 −HN1) + ...

=HN0 + x(HN1 −HN0) + x2(HN2 −HN1)

f(x)(1− x− x3) =i+ j+ k+ x(1 + i+ j+ 2k− i− j− k)

+ x2(1 + i+ 2j+ 3k− 1− i− j− 2k)

f(x) =
i+ j+ k+ x(1 + k) + x2(j+ k)

1− x− x3



บทที่ 4

ÿรุปผลการýึกþา (Conclusion)

ในการค้นคü้าอิÿระนี้ เราได้นิยามไฮเพอร์ โบลิกนารายาณาคüอเทอร์ เนียนและได้แÿดงคüาม
ÿัมพันธ์ระĀü่างไฮเพอร์โบลิกนารายาณาคüอเทอร์เนียนและÿังยุคของมัน ได้Āาค่านอร์ม ÿูตร Binet
ผลรüมจำกัด ผลรüมจำกัดโดยมีดัชนีเป็น 3k, 3k+1, 3k+2 และได้Āาฟังก์ชันก่อกำเนิดของไฮเพอร์โบ
ลิกนารายาณาคüอเทอร์เนียน เพื่อเป็นการต่อยอดทฤþฎีใĀม่ที่จะเกิดขึ้นในอนาคตต่อไป
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Abstract

In this independent study, we were inspired by studying Mac-Farlane’s paper on hyperbolic quaternions. We defined hyperbolic Narayana quaternions and explored the relationship between
hyperbolic Narayana quaternions and their conjugates. Additionally, we determined the norm, Binet formula, finite sum, and the generating function of hyperbolic Narayana quaternions.

1. Introduction

The Narayana numbers was introduced by the Indian mathematician Narayana in the 14th century, while
studying the problem of a herd of cows and calves, Narayana’s cows problem is a problem similar to the
Fibonacci’s rabbit problem which can be given as follows: A cow produces one calf every year and beginning
in its fourth year, each calf produces one calf at the beginning of each year. How many calves are there
altogether after 20 years?

This problem can be solved in the same way that Fibonacci solved its problem about rabbits. If n is the year,
then the Narayana problem can be modelled by the recurrence

Nn+3 = Nn+2 +Nn, n � 0,

where N0 = 0, N1 = 1, N2 = 1
The first few terms are 0, 1, 1, 1,2,3, 4, 6, 9, 13, 19,28..., This sequence is called Narayana sequence (also
called Fibonacci-Narayana sequence or Narayana’s cows sequence).
Alexander Mac-Farlane Örst described hyperbolic quaternions in 1891, and these numbers are not associative.
Kurt Godel used the name of these quaternions in 1949, but the author actually implied split quaternions
in his definition. Hyperbolic quaternions, just like real quaternions, are a generalization of complex numbers
by four real numbers. Moreover, just like real quaternions, hyperbolic quaternions are not commutative, but
hyperbolic quaternions have zero divisors.

2. Objective

1. To define the hyperbolic Narayana quaternion.

2. To study various properties of hyperbolic Narayana quaternions.

3. Definition

Let n � 0 be an integer. Hyperbolic Narayana quaternion is given by

HNn = Nn +Nn+1i +Nn+2j +Nn+3k.

where Nn are the nth Narayana number and i, j, k satisfy the equalities

i
2 = j

2 = k
2 = ijk = 1, ij = k = �ji, jk = i = �kj, ki = j = �ik.

The first few hyperbolic Narayana quaternion can be written as:

HN0 = i + j + k, HN1 = 1 + i + j + 2k, HN2 = 1 + i + 2j + 3k,...

4. Binet formula

Let n � 0 be an integer. Then

HNn =
r
n+1(1+ri+r2j+r3k)

(r�s)(r�t) + s
n+1(1+si+s2j+s3k)

(s�r)(s�t) + t
n+1(1+ti+t2j+t3k)

(t�r)(t�s)

where r, s, and t are the roots of equation x
3 � x

2 � 1 = 0.

5. Relationship between the hyperbolic

Narayana quaternion and its conjugate.

Let n � 0 be an integer. Then

HNn +HNn =2Nn

HNn �HNn =2(HNn �Nn)

HNn(HNn) =N
2
n
�N

2
n+1 �N

2
n+2 �N

2
n+3.

6. Norm

Let n � 0 be an integer. Then

||HNn|| =
p
|N 2

n
�N

2
n+1 �N

2
n+2 �N

2
n+3|.

7. Finite sum

Let n � 0 be an integer. Then
nX

k=0

HNk = HNn+1 +HNn +HNn�1 �HN1

nX

k=0

HN3k = HN3n+1 � 1� k

nX

k=0

HN3k+1 = HN3n+2 � j� k

nX

k=0

HN3k+2 = HN3n+3 �HN0.

8. Generating function

The generating function of hyperbolic Narayana quaternion
1X

n=0

HNnx
n =

i + j + k + x(1 + k) + x
2(j + k)

1� x� x3
.

Conclusion

In this independent study, we have defined the hyperbolic Narayana quaternion. The relationship between the hyperbolic Narayana quaternion and its conjugate has been shown. The norm,
Binet formula, finite sum and the generating function of the hyperbolic Narayana quaternion were determined.
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