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ทำการค้นคว้าอิสระ ซึ่งผู้ค้นคว้าได้ศึกษา เรื่อง ฟังก์ชันสาทิสสัณฐานแบบเข้มเฉพาะส่วนจากวิถีไปยังวัฏจักร 
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รายงาน และให้คำปรึกษาตลอดจนตรวจสอบความถูกต้องพิจารณาแก้ไข จนทำให้การค้นคว้าอิสระนี้เสร็จสิ้น
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สั่งสอน และให้ความรู้ทั้งในและนอกตำราเรียนให้แก่ผู้ค้นคว้า อันเป็นประโยชน์และสามารถนำมาประยุกต์ใช้

ในการศึกษาค้นคว้าอิสระในครั ้งนี ้ และขอขอบคุณเพื ่อน ๆ ภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ 
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 หากผลงานการค้นคว้าอิสระฉบับนี้ได้รับคำชื่นชมหรือเกิดคุณประโยชน์ประการใด ผู้ค้นคว้าขอมอบ
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บทคัดย่อ 

 

 ฟังก์ชันสาทิสสัณฐาน (homomorphism) จากกราฟ G  ไปยังกราฟ G  เป็นฟังก์ชัน f  จาก 

( )V G  ไป ( )V G  ที่ซึ่งคงÿภาพเÿ้นเชื่อม นั่นคือถ้า { , } ( )x y E G  แล้ü { ( ), ( )} ( )f x f y E G  และจะ

เรียกฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐาน f  ü่าเป็น ฟังก์ชันสาทิสสัณฐานแบบเข้มเฉพาะส่วน  (locally strong 

homomorphism) ถ้า { ( ), ( )} ( )f x f y E G  แล้üÿำĀรับทุก ๆ 1( ( ))x f f x−  จะมี 1( ( ))y f f y−  

โดยที่ { , } ( )x y E G    และÿำĀรับทุก ๆ 1( ( ))y f f y−  จะมี 1( ( ))x f f x−  โดยที่ { , } ( )x y E G    

ในการค้นคü้าอิÿระนี้ เราýึกþาจำนüนฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจากüิถีไปยังüัฏจักร 

Abstract 

A homomorphism from a graph G  to a graph G  is a mapping f  from ( )V G  to 

( )V G  which preserves edges,  i .e . ,  i f { , } ( )x y E G  impl ies { ( ), ( )} ( )f x f y E G .  A 

homomorphism f  is called locally strong if { ( ), ( )} ( )f x f y E G  implies that for all 
1( ( ))x f f x−  t h e r e  e x i s t s  1( ( ))y f f y−  s u ch  t h a t  { , } ( )x y E G   ,  a nd  f o r  a l l 
1( ( ))y f f y−  there exists 1( ( ))x f f x−  such that { , } ( )x y E G   . In this independent 

study, we determine the number of locally strong homomorphisms from paths to cycles. 
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บทที่ 1 
บทนำ 

 
การค้นคü้าอิÿระนี้เป็นการýึกþาĀาจำนüนฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจากüิถี mP  ไป

ยังüัฏจักร nC  ซึ ่งอ้างอิงคüามรู้จากการýึกþาเรื ่อง Locally strong endomorphism of paths ของ          

Sr. Arworn, U. Knauer, S. Leeratanavalee 
 
วัตถุประสงค ์
 เพื่อĀาจำนüนฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจากüิถี mP  ไปยังüัฏจักร nC  ÿำĀรับแต่ละ

จำนüนนับ m  ใด ๆ และ 3n   
 
ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ  
 ไดจ้ำนüนฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจากüิถี mP  ไปยังüัฏจักร nC  ÿำĀรับแต่ละจำนüน

นับ m  ใด ๆ และ 3n   
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บทที่ 2  
ความรู้พื้นฐาน 

 
 ในบทนี้ เราจะใĀ้นิยามพื้นฐานที่ใช้ในการคน้คว้าอิÿระ 
1. ทฤษฎีกราฟเบื้องต้น 
บทนิยาม 1.1  กราฟ (graphs) G ประกอบด้วยเซต 2 เซตคือ 
                     1. ( )V G  เป็นเซตจำกัดที่ไม่เป็นเซตว่าง เรียกÿมาชิกของ ( )V G ว่า จุดยอด (vertices)  

2. ( )E G  เป็นเซตของคู่ไม่อันดับของÿมาชิกใน ( )V G  เรียกÿมาชิกของ เส้นเชื่อม (edges)  
บทนิยาม 1.2  ถ้า { , } ( )a b E G  แล้ว เราจะกล่าวว่า a  ประชิดกัน (adjacent point) กับ b  
 Āรือ a  และ b  กระทบ (incident) กับ { , }a b  
 Āรือ { , }a b  กระทบกับ a  และ b  
บทนิยาม 1.3  แนวเดิน (walks) คือ ลำดับÿลับระĀว่างจุดยอดและเÿ้นเชื่อมที่เริ่มต้นและÿิ้นÿุดด้วยจุดยอด 

โดยที่แต่ละเÿ้นเชื่อมกระทบจุดยอดก่อนĀน้าและจุดยอดตามĀลังที่อยู่ถัดกันในลำดับ 
บทนิยาม 1.4  รอยเดิน (trails) คือ แนวเดินที่เÿ้นเชื่อมทั้งĀมดแตกต่างกัน และ วิถี (paths) คือแนวเดินที่    

จุดยอดทุกจุดแตกต่างกัน 
บทนิยาม 1.5  วงจร (circuits) คือ แนวเดินที่เÿ้นเชื่อมทั้งĀมดแตกต่างกัน โดยมีจุดยอดเริ่มต้นและÿิ้นÿุด

เป็นจุดยอดเดียวกัน และ วัฏจักร (cycles) คือ วงจรที่ไม่มีจุดยอดใดปรากฎมากกว่า 1 ครั้ง 

ยกเว้นจุดยอดเริ่มต้นและจุดยอดÿิ้นÿุด 
บทนิยาม 1.6 กำĀนด nP  เป็นกราฟที่ = −( ) {0,1,..., 1}nV P n   

และ = − −( ) {{0,1},{1,2},...,{ 2, 1}}nE P n n  
  เรียก nP  ว่า วิถีที่มี n  จุดยอด 

 

  
ภาพที่ 1.1 กราฟวิถีที่มี n  จุดยอด ( nP ) 

บทนิยาม 1.7 กำĀนด nC  เป็นกราฟที่ = −( ) {0,1,..., 1}nV C n   
และ = +  −( ) {{ , 1} | {0,..., 1}nE C i i i n  และ +  เป็นการดำเนินการการบวกภายใต้ 
มอดุโล }n  เมื่อ 3n   

  เรียก nC  ว่า วัฏจักรที่มี n  จุดยอด 

 
ภาพที่ 1.2 กราฟวัฏจักรที่มี n  จุดยอด ( nC ) 

x



3 
 

2. ฟังก์ชันสาทิสสัณฐาน 
บทนิยาม 2.1 

ใĀ ้  G  และ G  เป ็นกราฟ จะกล ่าวว ่า  : ( ) ( )f V G V G→  เป ็นฟังก ์ช ันสาท ิสส ัณฐาน          

(homomorphism) จาก G  ไป G  ถ้า { , } ( )x y E G  แล้ว { ( ), ( )} ( )f x f y E G  
Āรือ กล่าวว่า f  คงสภาพเส้นเชื่อม (preserves edges) 
 
ตัวอย่าง 2.1 กำĀนด 4P  และ 4C  และใĀ้ 4 4: ( ) ( )f V P V C→  ดังรูป 

 
จะเĀ็นว่า 4{0,1} ( )E P  และ 4{ (0), (1)} {1,0} ( )f f E C=   
   4{1,2} ( )E P  และ 4{ (1), (2)} {0,3} ( )f f E C=   

    4{2,3} ( )E P  และ 4{ (2), (3)} {3,2} ( )f f E C=   
 ดังนั้น f  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานจาก 4P  ไปยัง 4C  
 
ตัวอย่าง 2.2 กำĀนด 4P  และ 4C  และใĀ้ 4 4: ( ) ( )f V P V C→  ดังรูป 

 
เนื่องจากมี 4{1,2} ( )E P  แต่ว่า 4{ (1), (2)} {0,2} ( )f f E C=   
ดังนั้น f  ไม่เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานจาก 4P  ไปยัง 4C  
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บทนิยาม 2.2 
ใĀ้ G  และ G  เป็นกราฟ และ : ( ) ( )f V G V G→  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐาน จะกล่าüü่า f  เป็น

ฟังก์ชันสาทิสสัณฐานแบบเข้มเฉพาะส่วน (locally strong homomorphism) จาก G ไป G  
ถ้า { ( ), ( )} ( )f x f y E G   แล้üทุก 1( ( ))x f f x−  จะม ี 1( ( ))y f f y−  ซึ่ง { , } ( )x y E G    
    และทุก 1( ( ))y f f y−  จะมี 1( ( ))x f f x−  ซึ่ง { , } ( )x y E G    
กำĀนด ( , )LSH G G  คือ เซตของฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจาก G ไป G  
 
ตัüอย่าง 2.3 กำĀนด 3P  และ 4C  และใĀ้ 3 4: ( ) ( )f V P V C→  ดังรูป 

 
จะเĀ็นü่า 4{ (0), (1)} {1,0} ( )f f E C=    
และ 1 1( (0)) (1) {0,2}f f f− −= =   
และ 1 1( (1)) (0) {1}f f f− −= =  
ซึ่งÿำĀรับทุก 1( (0)) {0,2}x f f− =  จะม ี 1( (1)) {1}y f f− =  ที่ทำใĀ้ 3{ , } ( )x y E P    
และÿำĀรับทุก 1( (1)) {1}y f f− =  จะมี 1( (0)) {0,2}x f f− =  ที่ทำใĀ้ 3{ , } ( )x y E P    

 ดังนั้น f  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจาก 3P  ไป 4C  
 
ตัüอย่าง 2.4 กำĀนด 3P  และ 3C  และใĀ้ 3 3: ( ) ( )f V P V C→  ดังรูป 

 
จะเĀ็นü่ามี 3{ (0), (2)} {0,2} ( )f f E C=    
ซึ่ง  1( (0)) {0}f f− =   
และ 1( (2)) {2}f f− =  
แต่  3{0,2} ( )E P  

 ดังนั้น f  ไม่เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจาก 3P  ไป 3C  
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บทที่ 3 
ผลการศึกษา 

 
 การค้นคü้าอิÿระนี้เป็นการýึกþาĀาจำนüนฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจากüิถี mP  ไป

ยังüัฏจักร nC  ซึ ่งอ้างอิงคüามรู้จากการýึกþาเรื ่อง Locally strong endomorphism of paths ของ          

Sr. Arworn, U. Knauer, S. Leeratanavalee  

 
ขั้นแรก เราจะĀาจำนüนฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจาก 1P  ไปยัง nC  โดยที่ 3n   
 
บทตั้ง 1 ใĀ้ n  และ 3n   จะได้ü่า 1( , )nLSH P C n=  
พิสูจน์  ใĀ้ {0,1,..., 1}i n −  

จะเĀ็นü่า 1: ( ) ( )i nf V P V C→  โดยที่ (0)if i=  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจาก

üิถี 1P  ไปยังüัฏจักร nC   
 ดังนั้น 1( , ) ( )n nLSH P C V C n= =  
           # 
 
ตัวอย่าง 3.1 จำนüนฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจากüิถี 1P  ไปยังüัฏจักร 3C   

กำĀนดใĀ้ 1 3: ( ) ( )if V P V C→  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจาก 1P  ไปยัง 3C  
จะเĀ็นü่า if  ÿามารถÿ่งจุดยอดใน 1P  ไปยังจุดยอดใน 3C  ได้ดังนี ้
กรณี 1 0 (0) 0f =  

 

กรณี 2 1(0) 1f =  

 

กรณี 3 2 (0) 2f =  

 
 นั่นคือ if  ÿามารถÿ่งจุดยอดใน 1P  ไปยังจุดยอดใน 3C  ได้ทั้งĀมด 3 รูปแบบ 
 ดังนั้น จำนüนฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจาก 1P  ไปยัง 3C  มีทั้งĀมด 3 ฟังก์ชัน 
 Āรือ 1 3 3( , ) ( ) 3LSH P C V C= =  
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ต่อไป จะĀาจำนüนฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจาก mP  ไปยัง nC  โดยที่ 1m  และ 3n   
 
บทนิยาม 2 ใĀ้ ,m n  และ 1m  และ 3n   
กำĀนด { | 1, ( 1)}L l l n l m=   − −  โดยที่ −( 1)l m  Āมายถึง − 1m  Āารด้üย l ลงตัü  
และ ÿำĀรับแต่ละ l L  

ถ้า 
1m
l
−

 เป็นจำนüนคี่ กำĀนดใĀ ้
10 {2 | 0,1,..., }

2
mil i
l
− = =   

 

 
1 1{2 | 0,1,..., } {2 | 1, 2,..., }

2 2
m mt il t i il t i
l l
− −   = + =  − =      

 ÿำĀรับ 0 t l   

 
1{(2 1) | 0,1,..., }

2
ml i l i
l
− = + =   

 

 
ภาพที่ 2.1 การแบ่งจุดใน ( )mV P  ออกเป็น 1l +  เซต ในกรณีที่ 

1m
l
−

 เป็นจำนüนคี ่

จะเĀ็นü่า 0, 1,..., l  เป็นผลแบ่งกั้นของ ( )mV P  

ถ้า 
1m
l
−

 เป็นจำนüนคู่ และกำĀนดใĀ้ 
10 {2 | 0,1,..., }

2
mil i
l
− = =   

 

 
1 1{2 | 0,1,..., 1} {2 | 1,2,..., }

2 2
m mt il t i il t i
l l
− −   = + = −  − =      

 ÿำĀรับ 0 t l   

 
1{(2 1) | 0,1,..., 1}

2
ml i l i
l
− = + = −  
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ภาพที่ 2.2 การแบ่งจุดใน ( )mV P  ออกเป็น 1l +  เซต ในกรณีที่ 

1m
l
−

 เป็นจำนüนคู ่

จะเĀ็นü่า 0, 1,..., l  เป็นผลแบ่งกั้นของ ( )mV P  
 
ตัวอย่าง 3.2 ฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจากüิถี 5P  ไปยังüัฏจักร 6C  

ใĀ้ 5m =  และ 6n =   
จะได้ { | 1, ( 1)} { | 5, 4} {1,2,4}L l l n l m l l l=   − − =   =  
กรณี 1 1l =   

พิจารณา 
1 4 2

2 2
m
l
−   = =      

 

จะเĀ็นü่า 
4 4
1
=  เป็นจำนüนคู ่

เราแบ่งจุดยอดใน 5P  ออกเป็น 2  เซต ดังนี ้
0 {2 | 0,1,2} {0,2,4}i i= = =  
1 {2 1| 0,1} {2 1| 1,2} {1,3} {1,3} {1,3}i i i i= + =  − = =  =  

 
กรณี 1 2l =   

พิจารณา 
1 4 1

2 4
m
l
−   = =      

 

จะเĀ็นü่า 
4 2
2
=  เป็นจำนüนคู ่

เราแบ่งจุดยอดใน 5P  ออกเป็น 3  เซต ดังนี ้
0 {4 | 0,1} {0,4}i i= = =  
1 {4 1| 0} {4 1| 1} {1,3}i i i i= + =  − = =  
2 {4 2 | 0} {2}i i= + = =  
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กรณี 1 4l =   

พิจารณา 
1 4 0

2 8
m
l
−   = =      

 

จะเĀ็นü่า 
4 1
4
=  เป็นจำนüนคี ่

เราแบ่งจุดยอดใน 5P  ออกเป็น 5  เซต ดังนี ้
0 {8 | 0} {0}i i= = =  
1 {8 1| 0} {1}i i= + = =  
2 {8 2 | 0} {2}i i= + = =  
3 {8 3 | 0} {3}i i= + = =  
4 {8 4 | 0} {4}i i= + = =  

 
 

บทตั้ง 3 ใĀ้ l L  และ ( )nr V C   
กำĀนด : ( ) ( )lr m nf V P V C→  โดยที่ 

( )lrf x r t= +  ถ้า x t  
และ : ( ) ( )lr m ng V P V C→  โดยที่ 

( ) ( )lrg x r l t= + −  ถ้า x t  
และกำĀนด { : , ( )}lr nF f l L r V C=    และ { : , ( )}lr nG g l L r V C=    
จะได้ ( , )m nF G LSH P C   และ F G n L= =  และ 2 ( , )m nn L LSH P C  
พิสูจน์ จะแÿดงü่า ( , )m nF LSH P C  
 ใĀ้ lrf F  ขั้นแรกจะแÿดงü่า lrf  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐาน 
 ใĀ้ { , } ( )mx y E P  

ÿมมติใĀ้ x t  จากบทนิยาม 4 จะได้ü่า 1y t +  Āรือ 1y t −  
จากการกำĀนด lrf  จะได้ü่า ( )lrf x r t= +  และ ( ) ( 1)lrf y r t= + +  Āรือ ( ) ( 1)lrf y r t= + −  
กรณี 1 ถ้า ( ) ( 1)lrf y r t= + +  
 จากบทนิยาม 2 ได้ü่า { , ( 1)} ( )nr t r t E C+ + +   
 นั่นคือ { ( ), ( )} ( )lr lr nf x f y E C  
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กรณี 2 ถ้า ( ) ( 1)lrf y r t= + −  
 จากบทนิยาม 2 ได้ü่า { , ( 1)} ( )nr t r t E C+ + −   
 นั่นคือ { ( ), ( )} ( )lr lr nf x f y E C  
ดังนั้น lrf  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐาน 

ต่อไปจะแÿดงü่า ( , )lr m nf LSH P C  โดยจะแบ่งออกเป็น 2 กรณี คือ 
1m
l
−

 เป็นจำนüนคี ่

และ 
1m
l
−

 เป็นจำนüนคู ่

ถ้า 
1m
l
−

 เป็นจำนüนคี ่

 ใĀ้ { ( ), ( )} ( )lr lr nf x f y E C  
 ได้ü่า ( )lrf x r t= +  และ ( ) ( 1)lrf y r t= + +  ÿำĀรับบาง {0,1,..., 1}t l −  
 Āรือ ( )lrf y r t= +  และ ( ) ( 1)lrf x r t= + +  ÿำĀรับบาง {0,1,..., 1}t l −  
 กรณี 1  ถ้า ( )lrf x r t= +  และ ( ) ( 1)lrf y r t= + +   
  จะได้ü่า 1( ( ))lr lrf f x t− =  และ 1( ( )) 1lr lrf f y t− = +  
  ใĀ้ 1( ( ))lr lrp f f x t− =  
  กรณี 1.1 ถ้า 0t =   
   แล้ü 1( ( )) 0lr lrf f x− =  และ 1( ( )) 1lr lrf f y− =  
   เĀ็นได้ชัดü่า ทุกÿมาชิกใน 0  จะมีบางÿมาชิกใน 1  ที่ประชิดกันเÿมอ 
   และ ทุกÿมาชิกใน 1  จะมีบางÿมาชิกใน 0  ที่ประชิดกันเÿมอ 

กรณี 1.2 ถ้า 0t   
   จะได้ü่า {2 | 0,1,..., } {2 | 1,2,..., }p t il t i k il t i k = + =  − =  
   กรณี 1.2.1 ถ้า {2 | 0,1,..., }p il t i k + =  
    จะได้ü่า 2p ul t= +  ÿำĀรับบาง {0,..., }u k  

จะเĀ็นü่ามี 

1

1
2 ( 1)
{2 ( 1) | 0,..., }
{2 ( 1) | 0,..., } {2 ( 1) | 1,..., }

1
( ( ))lr lr

s p
ul t
il t i k
il t i k il t i k

t
f f y−

= +
= + +
 + + =
 + + =  − + =

= +

=

  

ที่ซึ่ง { , } ( )mp s E P  

   กรณี 1.2.2 ถ้า {2 | 0,1,..., }p il t i k − =  
    จะได้ü่า 2p ul t= −  ÿำĀรับบาง {0,..., }u k  

จะเĀ็นü่ามี 
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1

1
2 ( 1)
{2 ( 1) | 0,..., }
{2 ( 1) | 0,..., } {2 ( 1) | 1,..., }

1
( ( ))lr lr

s p
ul t
il t i k
il t i k il t i k

t
f f y−

= −
= − +
 − + =
 + + =  − + =

= +

=

  

ที่ซึ่ง { , } ( )mp s E P  
   ดังนั้นÿำĀรับทุกÿมาชิก 1( ( ))lr lrp f f x−  จะมี 1( ( ))lr lrs f f y−   

ที่ทำใĀ้ { , } ( )mp s E P  
   ในทำนองเดียüกันÿามารถพิÿูจน์ได้ü่าÿำĀรับทุก 1( ( ))lr lrs f f y−   

จะมี 1( ( ))lr lrp f f x−  ที่ทำใĀ้ { , } ( )mp s E P  
กรณี 2  ถ้า ( )lrf y r t= +  และ ( ) ( 1)lrf x r t= + +   
 แล้üÿามารถพิÿูจน์ได้ในทำนองเดียüกับกรณีที่ 1 

ดังนั้น lrf  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน ถ้า 
1m
l
−

 เป็นจำนüนคี ่

ถ้า 
1m
l
−

 เป็นจำนüนคู่  

ÿามารถพิÿูจน์ได้ในทำนองเดียüกันกับกรณีที่ 
1m
l
−

 เป็นจำนüนคี ่

ได้ü่า lrf  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน ถ้า 
1m
l
−

 เป็นจำนüนคู ่

จากกรณี 1 และ 2 จะได้ü่า ( , )lr m nf LSH P C  
ดังนั้น ( , )m nF LSH P C  
 
ต่อไปจะแÿดงü่า ( , )m nG LSH P C  
ใĀ้ lrg G  ในทำนองเดียüกันกับ lrf  จะได้ü่า lrg  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐาน 

ต่อไปจะแÿดงü่า ( , )lr m ng LSH P C  โดยแบ่งออกเป็น 2 กรณี คือ 
1m
l
−

 เป็นจำนüนคี ่

และ 
1m
l
−

 เป็นจำนüนคู ่

ถ้า 
1m
l
−

 เป็นจำนüนคี ่

 ใĀ้ { ( ), ( )} ( )lr lr ng x g y E C  
 ได้ü่า ( ) ( )lrg x r l t= + −  และ ( ) ( ( 1))lrg y r l t= + − +  ÿำĀรับบาง {0,1,..., 1}t l −  
 Āรือ ( ) ( )lrg y r l t= + −  และ ( ) ( ( 1))lrg x r l t= + − +  ÿำĀรับบาง {0,1,..., 1}t l −  
 กรณี 1  ถ้า ( ) ( )lrg x r l t= + −  และ ( ) ( ( 1))lrg y r l t= + − +  
  จะได้ü่า 1( ( ))lr lrg g x t− =  และ 1( ( )) 1lr lrg g y t− = +  
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  ใĀ้ 1( ( ))lr lrp g g x t− =  
  กรณี 1.1 ถ้า 0t =   
   แล้ü 1( ( )) 0lr lrg g x− =  และ 1( ( )) 1lr lrg g y− =  
   เĀ็นได้ชัดü่า ทุกÿมาชิกใน 0  จะมีบางÿมาชิกใน 1  ที่ประชิดกันเÿมอ 
   และ ทุกÿมาชิกใน 1  จะมีบางÿมาชิกใน 0  ที่ประชิดกันเÿมอ 
  กรณี 1.2 ถ้า 0t    
   จะได้ü่า {2 | 0,1,..., } {2 | 1,2,..., }p t il t i k il t i k = + =  − =  
   กรณี 1.2.1 ถ้า {2 | 0,1,..., }p il t i k + =  
    จะได้ü่า 2p ul t= +  ÿำĀรับบาง {0,..., }u k  

จะเĀ็นü่ามี 

1

1
2 ( 1)
{2 ( 1) | 0,..., }
{2 ( 1) | 0,..., } {2 ( 1) | 1,..., }

1
( ( ))lr lr

s p
ul t
il t i k
il t i k il t i k

t
f f y−

= +
= + +
 + + =
 + + =  − + =

= +

=

  

ที่ซึ่ง { , } ( )mp s E P  
   กรณี 1.2.2 ถ้า {2 | 0,1,..., }p il t i k − =  
    จะได้ü่า 2p ul t= −  ÿำĀรับบาง {0,..., }u k  

จะเĀ็นü่ามี 

1

1
2 ( 1)
{2 ( 1) | 0,..., }
{2 ( 1) | 0,..., } {2 ( 1) | 1,..., }

1
( ( ))lr lr

s p
ul t
il t i k
il t i k il t i k

t
f f y−

= −
= − +
 − + =
 + + =  − + =

= +

=

  

ที่ซึ่ง { , } ( )mp s E P  
   ดังนั้นÿำĀรับทุกÿมาชิก 1( ( ))lr lrp g g x−  จะมี 1( ( ))lr lrs g g y−   

ที่ทำใĀ้ { , } ( )mp s E P  
   ในทำนองเดียüกันÿามารถพิÿูจน์ได้ü่าÿำĀรับทุก 1( ( ))lr lrs g g y−   

จะมี 1( ( ))lr lrp g g x−  ที่ทำใĀ้ { , } ( )mp s E P  
กรณี 2  ถ้า ( ) ( )lrg y r l t= + −  และ ( ) ( ( 1))lrg x r l t= + − +  
 แล้üÿามารถพิÿูจน์ได้ในทำนองเดียüกับกรณีที่ 1 

ดังนั้น lrg  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน ถ้า 
1m
l
−

 เป็นจำนüนคี ่
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ถ้า 
1m
l
−

 เป็นจำนüนคู่  

ÿามารถพิÿูจน์ได้ในทำนองเดียüกันกับกรณีที่ 
1m
l
−

 เป็นจำนüนคี ่

ได้ü่า lrg  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน ถ้า 
1m
l
−

 เป็นจำนüนคู ่

จากกรณี 1 และ 2 จะได้ü่า ( , )lr m ng LSH P C  
ทำใĀ้ ( , )m nG LSH P C  
ดังนั้น ( , )m nF G LSH P C    
จากการกำĀนด F  และ G  จะได้ü่า F G =  และ ( )nF G V C L n L= = =  
ดังนั้น ( , )m nF G F G n L LSH P C = + =   

           # 
 
ตัวอย่าง 3.3 ฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจากüิถี 5P  ไปยังüัฏจักร 6C  

ใĀ้ 5m =  และ 6n =   
จะได้ { | 1, ( 1)} { | 5, 4} {1,2,4}L l l n l m l l l=   − − =   =  
พิจารณาฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจากüิถี 5P  ไปยังüัฏจักร 6C  จาก lrf  ดังนี ้
กรณี 1 1l =   

เราแบ่งจุดยอดใน 5P  ออกเป็น 2  เซต ดังนี ้
0 {0,2,4}=  
1 {1,3}=  

ได้ü่า 1 1 1(0) (2) (4)r r rf f f r= = =  และ 1 1(1) (3) 1r rf f r= = +  
Āรือ 1 (0) { }rf r=  และ 1 (1) { 1}rf r= +  
Āากพิจารณาแต่ละ 6( ) {0,1,2,3,4,5}r V C = จะได้ฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้ม

เฉพาะÿ่üน 1rf  ที่กำĀนดดังนี ้
 10 10(0) {0}, (1) {1}f f= =  

11 11(0) {1}, (1) {2}f f= =   
12 12(0) {2}, (1) {3}f f= =   
13 13(0) {3}, (1) {4}f f= =  
14 14(0) {4}, (1) {5}f f= =  
15 15(0) {5}, (1) {0}f f= =  

ได้ü่า มีฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน 1rf  ทั้งĀมด 6 ฟังก์ชัน 
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กรณี 2 2l =   
เราÿามารถแบ่งจุดยอดใน 5P  ออกเป็น 3  เซต ดังนี ้

0 {0,4}=  
1 {1,3}=  
2 {2}=  

ได้ü่า 2 2(0) (4)r rf f r= =  และ 2 2(1) (3) 1r rf f r= = +  และ 2 (2) 2rf r= +  
Āรือ 2 2 2(0) { }, (1) { 1}, (2) { 2}r r rf r f r f r= = + = +  
Āากพิจารณาแต่ละ 6( ) {0,1,2,3,4,5}r V C = จะได้ฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้ม

เฉพาะÿ่üน 2rf  ที่กำĀนดดังนี ้
 20 20 20(0) {0}, (1) {1}, (2) {2}f f f= = =  

21 21 21(0) {1}, (1) {2}, (2) {3}f f f= = =   
22 22 22(0) {2}, (1) {3}, (2) {4}f f f= = =   
23 23 23(0) {3}, (1) {4}, (2) {5}f f f= = =  
24 24 24(0) {4}, (1) {5}, (2) {0}f f f= = =  
25 25 25(0) {5}, (1) {0}, (2) {7}f f f= = =  

  ได้ü่า มีฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน 2rf  ทั้งĀมด 6 ฟังก์ชัน 
กรณี 3 4l =   

เราÿามารถแบ่งจุดยอดใน 5P  ออกเป็น 5  เซต ดังนี ้
0 {0}=  
1 {1}=  
2 {2}=  
3 {3}=  
4 {4}=  

ได้ü่า 4 (0)rf r= , 4 (1) 1rf r= + , 4 (2) 2rf r= + , 4 (3) 3rf r= +  และ 4 (4) 4rf r= +  
Āรือ 4 4 4 4(0) { }, (1) { 1}, (2) { 2}, (3) { 3}r r r rf r f r f r f r= = + = + = +  และ  

4 (4) { 4}rf r= +  
Āากพิจารณาแต่ละ 6( ) {0,1,2,3,4,5}r V C = จะได้ฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้ม

เฉพาะÿ่üน 4rf  ที่กำĀนดดังนี ้
 40 40 40 40 40(0) {0}, (1) {1}, (2) {2}, (3) {3}, (4) {4}f f f f f= = = = =  

41 41 41 41 41(0) {1}, (1) {2}, (2) {3}, (3) {4}, (4) {5}f f f f f= = = = =  
42 42 42 42 42(0) {2}, (1) {3}, (2) {4}, (3) {5}, (4) {0}f f f f f= = = = =  
43 43 43 43 43(0) {3}, (1) {4}, (2) {5}, (3) {0}, (4) {1}f f f f f= = = = =  
44 44 44 44 44(0) {4}, (1) {5}, (2) {0}, (3) {1}, (4) {2}f f f f f= = = = =  
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45 45 45 45 45(0) {5}, (1) {0}, (2) {1}, (3) {2}, (4) {3}f f f f f= = = = =  
  ได้ü่า มีฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน 4rf  ทั้งĀมด 6 ฟังก์ชัน 
 จากทั้งÿามกรณีข้างต้น จะได้ 5 6( , )F LSH P C และได้ü่า 18 6 3F n L= =  =  

ต่อไปพิจารณาฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจากüิถี 5P  ไปยังüัฏจักร 6C  จาก lrg  ดังนี ้
กรณี 1 1l =   

ÿามารถแบ่งจุดยอดใน 5P  ออกเป็น 2  เซต ดังนี ้
0 {0,2,4}=  
1 {1,3}=  

ได้ü่า 1 1 1(0) (2) (4) 1r r rg g g r= = = +  และ 1 1(1) (3)r rg g r= =  
Āรือ 1 1(0) { 1}, (1) { }r rg r g r= + =  
Āากพิจารณาแต่ละ 6( ) {0,1,2,3,4,5}r V C = จะได้ฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้ม

เฉพาะÿ่üน 1rg  ที่กำĀนดดังนี ้
 10 10(0) {1}, (1) {0}g g= =  

11 11(0) {2}, (1) {1}g g= =  
12 12(0) {3}, (1) {2}g g= =  
13 13(0) {4}, (1) {3}g g= =  
14 14(0) {5}, (1) {4}g g= =  
15 15(0) {0}, (1) {5}g g= =  

ได้ü่า มีฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน 1rg  ทั้งĀมด 6 ฟังก์ชัน 
กรณี 2 2l =   

ÿามารถแบ่งจุดยอดใน 5P  ออกเป็น 3  เซต ดังนี ้
0 {0,4}=  
1 {1,3}=  
2 {2}=  

ได้ü่า 2 2(0) (4) 2r rg g r= = +  และ 2 2(1) (3) 1r rg g r= = +  และ 2 (2) 2rg r= +  
Āรือ 2 2 2(0) { 2}, (1) { 1}, (2) { }r r rg r g r g r= + = + =  
Āากพิจารณาแต่ละ 6( ) {0,1,2,3,4,5}r V C = จะได้ฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้ม

เฉพาะÿ่üน 2rg  ที่กำĀนดดังนี ้
 20 20 20(0) {2}, (1) {1}, (2) {0}g g g= = =  

21 21 21(0) {3}, (1) {2}, (2) {1}g g g= = =  
22 22 22(0) {4}, (1) {3}, (2) {2}g g g= = =  
23 23 23(0) {5}, (1) {4}, (2) {3}g g g= = =  
24 24 24(0) {0}, (1) {5}, (2) {4}g g g= = =  
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25 25 25(0) {1}, (1) {0}, (2) {5}g g g= = =  
  ได้ü่า มีฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน 2rg  ทั้งĀมด 6 ฟังก์ชัน 

กรณี 3 4l =   
ÿามารถแบ่งจุดยอดใน 5P  ออกเป็น 5  เซต ดังนี ้

0 {0}=  
1 {1}=  
2 {2}=  
3 {3}=  
4 {4}=  

ได้ü่า 4 (0) 4rg r= + , 4 (1) 3rg r= + , 4 (2) 2rg r= + , 4 (3) 1rg r= +  และ 4 (4)rg r=  
Āรือ 4 4 4 4(0) { 4}, (1) { 3}, (2) { 2}, (3) { 1}r r r rg r g r g r g r= + = + = + = +  และ  

4 (4) { }rg r=  
Āากพิจารณาแต่ละ 6( ) {0,1,2,3,4,5}r V C = จะได้ฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้ม

เฉพาะÿ่üน 4rg  ที่กำĀนดดังนี ้
 40 40 40 40 40(0) {4}, (1) {3}, (2) {2}, (3) {1}, (4) {0}g g g g g= = = = =  

41 41 41 41 41(0) {5}, (1) {4}, (2) {3}, (3) {2}, (4) {1}g g g g g= = = = =  
42 42 42 42 42(0) {0}, (1) {5}, (2) {4}, (3) {3}, (4) {2}g g g g g= = = = =  
43 43 43 43 43(0) {1}, (1) {0}, (2) {5}, (3) {4}, (4) {3}g g g g g= = = = =  
44 44 44 44 44(0) {2}, (1) {1}, (2) {0}, (3) {5}, (4) {4}g g g g g= = = = =  
45 45 45 45 45(0) {3}, (1) {2}, (2) {1}, (3) {0}, (4) {5}g g g g g= = = = =  

  ได้ü่า มีฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน 4rg  ทั้งĀมด 6 ฟังก์ชัน 
 จากทั้งÿามกรณีข้างต้น จะได้ 5 6( , )G LSH P C  และได้ü่า 18 6 3G n L= =  =  
 
บทตั้ง 4 ใĀ้ ,m n  และ 1m  และ 3n   ถ้า f  เป็นฟังก์ชันทั่üถึงและเป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานจาก

üิถี mP  ไปยังüัฏจักร nC  แล้ü f  ไม่เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน 
พิสูจน์ ใĀ้ f  เป็นฟังก์ชันทั่üถึงและเป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานจากüิถี mP  ไปยังüัฏจักร nC  

กำĀนด ( ) {0,1,..., 1}mV P m= −  และ ( ) {0,1,..., 1}nV C n= −  
ได้ü่า ( ( )) { , 1,..., ( 1)}mf V P i i i n= + + −  ÿำĀรับบาง {0,1,..., 1}i n −  
จะได้ü่า (0)f i t= +  ÿำĀรับบาง {0,1,..., 1}t n −  
ทำใĀ้ (1) ( 1)f i t= + +  Āรือ (1) ( 1)f i t= + −  
กรณี 1  ถ้า (1) ( 1)f i t= + +  
 แล้üจะได้ü่า 11 ( ( 1))f i t− + +  ดังนั้น 11 ( ( 1))f i t− + −  
 เนื่องจาก { , ( 1)} ( )ni t i t E P+ + −   และ 11 ( ( 1))f i t− + −  
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 จะได้ü่า ไม่มีÿมาชิกใดใน 1( ( 1))f i t− + −  ที่ประชิดกับ 10 ( )f i t− +  
  ดังนั้น f  ไม่เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน 

กรณี 2  ถ้า (1) ( 1)f i t= + −  
แล้üÿามารถพิÿูจน์ได้ในทำนองเดียüกันกับกรณี 1 ü่า f  ไม่เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบ

เข้มเฉพาะÿ่üน 
จากกรณี 1 และ 2 จะได้ü่า ถ้า f  เป็นฟังก์ชันทั่üถึงและเป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานจากüิถี mP  ไป

ยังüัฏจักร nC  แล้ü f  ไม่เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน 
           # 
 
ข้อสังเกต ใĀ้ f  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐาน f  จะเป็นฟังก์ชันทั่üถึง เมื่อมีการÿ่งจุดยอดจาก mP  ไปยังจุด

ยอดทุกจุดใน nC  Āรือ 1( )f x−    ÿำĀรับทุก ( )nx V C  ซึ่งถ้าĀากพิจารณาฟังก์ชันจากบทตั้ง 2 ได้ü่า 

เมื่อ 1l n= −  จะทำใĀ้ lrf  และ lrg  เป็นฟังก์ชันทั่üถึงจากüิถี mP  ไปยังüัฏจักร nC  นั่นคือ lrf  และ lrg  

จะไม่เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจากüิถี mP  ไปยังüัฏจักร nC  
 
ตัวอย่าง 3.4 ฟังก์ชันทั่üถึงที่เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานจากüิถี 3P  ไปยังüัฏจักร 3C  

ใĀ้ 3m =  และ 3n =  และ 3( )r V C  
จะได้ 1 3 1 2l n= − = − =  
เราแบ่งจุดยอดใน 3P  ออกเปน็ 3 ชั้น ดังนี ้

0 {0}=  
1 {1}=  
2 {2}=  

ได้ü่า 2 (0)rf r=  และ 2 (1) 1rf r= +  และ 2 (2) 2rf r= +  
 เนื่องจาก 2 2 3{ (0), (2)} { , 2} ( )r rf f r r E C= +   แต่ 3{0,2} ( )E P  
 ดังนั้น 2rf  เป็นฟังก์ชันทั่üถึงที่เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานจากüิถี 3P  ไปยังüัฏจักร 3C  
 
ทฤษฎีบท 5 ใĀ้ ,m n  และ 1m  และ 3n   ได้ü่า ( , )m nF G LSH P C =  และ 

( , ) 2m nLSH P C n L=  
พิสูจน์ จากบทต้ัง 2 ได้ü่า ( , )m nF G LSH P C   

ดังนั้น ( , ) 2m nLSH P C n L  
ต่อไปจะแÿดงü่า ( , )m nLSH P C F G   
ใĀ้ ( , )m nf LSH P C  
เนื่องจาก f  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐาน 
จะได้ü่า ( ( )) { , 1,..., }mf V P i i i l= + +  ÿำĀรับบาง 1l n −   
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โดยบทตั้ง 6 จะได้ü่า 1l n −  ดังนั้น 1l n −   
เนื่องจาก 1m  ดังนั้น 1l   
กำĀนด 1l k= −  ได้ü่า 1l n+   
ต่อไปจะแÿดงü่า ( 1)l m−  
ขั้นแรกจะแÿดงü่า (0)f i=  Āรือ (0)f i l= +  
ÿมมติü่า (0)f i t= +  ÿำĀรับบาง {1,..., 1}t l −  
ดังนั้น (1) ( 1)f i t= + +  Āรือ (1) ( 1)f i t= + −  
กรณี 1  ถ้า (1) ( 1)f i t= + +  

แล้üได้ü่า 11 ( ( 1))f i t− + +  ดังนั้น 11 ( ( 1))f i t− + −  
 เนื่องจาก 1{ , ( 1)} ( )li t i t E P++ + −   และมี 10 ( )f i t− +  
 แต่ไม่มีจุดยอดใดเลยใน 1( ( 1))f i t− + −  ที่ประชิดกับ 0  
 ซึ่งขัดแย้งกับที่ÿมมติü่า f  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน 
กรณี 2  ถ้า (1) ( 1)f i t= + −  

แล้üได้ü่า 11 ( ( 1))f i t− + −  ดังนั้น 11 ( ( 1))f i t− + +  
 เนื่องจาก 1{ , ( 1)} ( )li t i t E P++ + +   และมี 10 ( )f i t− +  
 แต่ไม่มีจุดยอดใดเลยใน 1( ( 1))f i t− + +  ที่ประชิดกับ 0  
 ซึ่งขัดแย้งกับที่ÿมมติü่า f  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน 
จากกรณี 1 และ 2 จะได้ (0)f i t +  ÿำĀรับทุก {1,..., 1}t l −  
นั่นคือ (0)f i=  Āรือ (0)f i l= +  
ต่อไปจะแÿดงü่า ( 1)f m i− =  Āรือ ( 1)f m i l− = +  
ÿมมติü่า ( 1)f m i t− = +  ÿำĀรับบาง {1,..., 1}t l −  
ดังนั้น ( 2) ( 1)f m i t− = + +  Āรือ ( 2) ( 1)f m i t− = + −  
กรณี 1  ถ้า ( 2) ( 1)f m i t− = + +  
 แล้üจะได้ü่า 12 ( ( 1))m f i t−−  + +  ดังนั้น 12 ( ( 1))m f i t−−  + −  
 เนื่องจาก 1{ , ( 1)} ( )li t i t E P++ + −   และมี 11 ( )m f i t−−  +  
 แต่ไม่มีจุดยอดใดเลยใน 1( ( 1))f i t− + −  ที่ประชิดกับ 1m−  
 ซึ่งขัดแย้งกับที่ÿมมติü่า f  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน 
กรณี 2  ถ้า ( 2) ( 1)f m i t− = + −  
 แล้üจะได้ü่า 12 ( ( 1))m f i t−−  + −  ดังนั้น 12 ( ( 1))m f i t−−  + +  
 เนื่องจาก 1{ , ( 1)} ( )li t i t E P++ + +   และมี 11 ( )m f i t−−  +  
 แต่ไม่มีจุดยอดใดเลยใน 1( ( 1))f i t− + +  ที่ประชิดกับ 1m−  

ซึ่งขัดแย้งกับที่ÿมมติü่า f  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน 
จากกรณี 1 และ 2 จะได้ ( 1)f m i t−  +  ÿำĀรับทุก {1,..., 1}t l −  
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ดังนั้น ( 1)f m i− =  Āรือ ( 1)f m i l− = +  
ดังนั้นจึงÿรุปได้ü่า (0)f i=  Āรือ (0)f i l= +  และ ( 1)f m i− =  Āรือ ( 1)f m i l− = +  
ต่อไปจะแÿดงü่า ( 1)l m−  โดยแบ่งออกเป็น 4 กรณี ดังนี ้
กรณี 1  ถ้า (0)f i=  และ ( 1)f m i− =   
 ได้ü่า  (1) 1f i= +  
 จะแÿดงü่า ( )f j i j= +  ÿำĀรับทุก {2,..., }j l  

ÿมมติใĀ้ ( )f t i t= +  และ ( 1) ( 1) ( 1)f t f t i t− = + = + −  ÿำĀรับบาง 1 t l   
ดังนั้น 1( )t f i t− +  และ 11, 1 ( ( 1))t t f i t−− +  + −  
เนื่องจาก ( ( )) { , 1,..., }mf V P i i i l= + +   
และ { , ( 1)} ( )ni t i t E C+ + +    
แต่ไม่มีจุดยอดใดเลยใน 1( ( 1))f i t− + +  ที่ประชิดกับ t  
ซึ่งขัดแย้งกับÿมมติฐานที่ f  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน 
ดังนั้น (2) 2f i= +  

    
  ( )f l i l= +  
 จะแÿดงü่า ( ) ( )f j i l j= + −  ÿำĀรับทุก {2,..., }j l  

เนื่องจาก ( ( )) { , 1,..., }mf V P i i i l= + +   
 ดังนั้น ( 1) ( 1)f l i l+ = + −  

ÿมมติใĀ้ ( ) ( )f l k i l k+ = + −  และ ( ( 1)) ( ( 1)) ( ( 1))f l k f l k i l k+ + = + − = + − −  

ÿำĀรับบาง 1 k l   
ดังนั้น 1( ( ))l k f i l k−+  + −  และ 1( 1), ( 1) ( ( ( 1)))l k l k f i l k−+ + + −  + − −  
เนื่องจาก ( ( )) { , 1,..., }mf V P i i i l= + +   
และ { ( ), ( ( 1))} ( )ni l k i l k E C+ − + − +    
แต่ไม่มีจุดยอดใดเลยใน 1( ( ( 1)))f i l k− + − +  ที่ประชิดกับ l k+  
ซึ่งขัดแย้งกับÿมมติฐานที่ f  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน 

 ดังนั้น  ( 2) ( 2)f l i l+ = + −  

 
( ) ( )f l l i l l+ = + −  นั่นคือ (2 )f l i=  

นอกจากนี้ยังÿามารถพิÿูจน์ในทำนองเดียüกันกับข้างต้นได้ü่า 
   (2 1) 1f l i+ = +  

 
  (3 )f l i l= +  
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  ( )f gl i=  ÿำĀรับบาง g  
จะเĀ็นü่าถ้ากำĀนด  

0 {2 | 0,1,..., }il i k= =  
 

{2 | 0,1,..., } {2 | 1,2,..., }t il t i k il t i k= + =  − =  
 

{(2 1) | 0,1,..., }l i l i k= + =  
  แล้ü ( )f x i t= +  เมื่อ x t  
  จะเĀ็นü่า (0) (2 ) { }f f il i= =  และ ( 1)f m i− =   

ดังนั้น 2 1jl m= −  ÿำĀรับบาง {0,1,..., }j k  
 นั่นคือ ( 1)l m−  
 จาก 1l n −  และ ( 1)l m−  
 ดังนั้น l L  และ lif f F=   
กรณี 2 (0)f i=  และ ( 1)f m i l− = +   

ÿามารถพิÿูจน์ได้ในทำนองเดียüกันกับกรณีที่ 1 
นั่นคือ ( ) ((2 1) ) { }f l f i l i l= + = +  และ ( 1)f m i l− = +   
ดังนั้น (2 1) 1j l m+ = −  ÿำĀรับบาง {0,1,..., }j k  
นั่นคือ ( 1)l m−  
จาก 1l n −  และ ( 1)l m−  
ดังนั้น l L  
ได้ü่า f F  และ lif f F=   

กรณี 3 (0)f i l= +  และ ( 1)f m i− =   
 ได้ü่า  (1) ( 1)f i l= + −  
 จะแÿดงü่า ( ) ( )f j i l j= + −  ÿำĀรับทุก {2,..., }j l  

ÿมมติใĀ้ ( ) ( )f t i l t= + −  และ ( 1) ( 1) ( ( 1))f t f t i l t− = + = + − −   
ÿำĀรับบาง 1 t l   
ดังนั้น 1( ( ))t f i l t− + −  และ 11, 1 ( ( ( 1)))t t f i l t−− +  + − −  
เนื่องจาก ( ( )) { , 1,..., }mf V P i i i l= + +  
และ { ( ), ( ( 1))} ( )ni l t i l t E C+ − + − +    
แต่ไม่มีจุดยอดใดเลยใน 1( ( ( 1)))f i l t− + − +  ที่ประชิดกับ t  
ซึ่งขัดแย้งกับÿมมติฐานที่ f  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน 
ดังนั้น (2) ( 2)f i l= + −  
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  ( ) ( ) ( )f l i l l f l i= + −  =  
 จะแÿดงü่า ( )f j i j= +  ÿำĀรับทุก {2,..., }j l  

เนื่องจาก ( ( )) { , 1,..., }mf V P i i i l= + +  
 ดังนั้น ( 1) 1f l i+ = +  

ÿมมติใĀ้ ( )f l k i k+ = +  และ ( ( 1)) ( ( 1)) ( 1)f l k f l k i k+ + = + − = + −   
ÿำĀรับบาง 1 k l   
ดังนั้น 1( )l k f i k−+  +  และ 1( 1), ( 1) ( ( 1))l k l k f i k−+ + + −  + −  
เนื่องจาก ( ( )) { , 1,..., }mf V P i i i l= + +   
และ { , ( 1)} ( )ni k i k E C+ + +    
แต่ไม่มีจุดยอดใดเลยใน 1( ( 1))f i k− + +  ที่ประชิดกับ l k+  
ซึ่งขัดแย้งกับÿมมติฐานที่ f  เป็นฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üน 

 ดังนั้น  ( 2) 2f l i+ = +  

 
( )f l l i l+ = +  นั่นคือ (2 )f l i l= +  

นอกจากนี้ยังÿามารถพิÿูจน์ในทำนองเดียüกันกับข้างต้นได้ü่า 
   (2 1) ( 1)f l i l+ = + −  

 
  (3 )f l i=  

 
  ( )f gl i=  ÿำĀรับบาง g  

จะเĀ็นü่าถ้ากำĀนด  
0 {2 | 0,1,..., }il i k= =  

 
{2 | 0,1,..., } {2 | 1,2,..., }t il t i k il t i k= + =  − =  

 
{(2 1) | 0,1,..., }l i l i k= + =  

  แล้ü ( ) ( )f x i l t= + −  เมื่อ x t  
  จะเĀ็นü่า ( ) ((2 1) ) { ( )} { }f l f i l i l l i= + = + − =  และ ( 1)f m i− =   

ดังนั้น (2 1) 1j l m+ = −  ÿำĀรับบาง {0,1,..., }j k  
 นั่นคือ ( 1)l m−  
 จาก 1l n −  และ ( 1)l m−  
 ดังนั้น l L  และ lif g G=   
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กรณี 4 (0)f i l= +  และ ( 1)f m i l− = +   
ÿามารถพิÿูจน์ได้ในทำนองเดียüกันกับกรณีที่ 3 
นั่นคือ (0) (2 ) { }f f il i l= = +  และ ( 1)f m i l− = +   
ดังนั้น 2 1jl m= −  ÿำĀรับบาง {0,1,..., }j k  
นั่นคือ ( 1)l m−  
จาก 1l n −  และ ( 1)l m−  
ดังนั้น l L  และ lif g G=   

จากทั้ง 4 กรณีข้างต้น ได้ü่า f F G   
ดังนั้น ( , )m nLSH P C F G   
ได้ü่า ( , ) 2m nLSH P C n L  
ดังนั้น ( , ) 2m nLSH P C n L=  
           # 

 
ตัวอย่าง 3.5 จำนüนฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจากüิถี 5P  ไปยังüัฏจักร 6C   

จากโจทย์ได้ü่า 6n =  และจากตัüอย่าง 2.2 ได้ü่า {1,2,4}L =  
จากทฤþฎีบท 7 ( , ) 2m nLSH P C n L=  
นั่นคือ 5 6( , ) 2 2 6 3 36LSH P C n L= =   =  
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บทที่ 4 
สรุปผลการศึกษา 

จากการýึกþา จำนüนฟังก์ชันÿาทิÿÿัณฐานแบบเข้มเฉพาะÿ่üนจากüิถี mP  ไปยังüัฏจักร nC  ÿำĀรับ

จำนüนนับ m  และ 3n   ได้ผลการýึกþา ดังนี้ 
1. 1( , )nLSH P C n=  

 2. ถ้า 1m  ได้ü่า ( , ) 2m nLSH P C n L=  โดยที่ { | 1, ( 1)}L l l n l m=   − −  
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Abstract

A homomorphism from a graph G to a graph G′ is a mapping f from V (G) to V (G′) which

preserves edges, i.e., if {x, y} ∈ E(G) implies {f (x), f (y)} ∈ E(G′). A homomorphism

is called locally strong if {f (x), f (y)} ∈ E(G′) implies that for all x′ ∈ f−1(f (x)) there

exists y′ ∈ f−1(f (y)) such that {x′, y′} ∈ E(G), and for all y′ ∈ f−1(f (y)) there exists

x′ ∈ f−1(f (x)) such that {x′, y′} ∈ E(G). In this independent study, we determine the

number of locally strong homomorphisms from paths to cycles.

Preliminaries

In this section, we give some basic definitions and examples.

Definition 1

A graph G is a pair G = (V (G), E(G)) where V (G) is a finite set whose elements are called

vertices, and E(G) is a set of un-order pairs of vertices, whose elements are called edges.

Example : Let G = (V (G), E(G)) where V (G) = {A,B,C,D}
and E(G) = {{A,B}, {B,B}, {A,C}, {A,C}, {C,D}}. Then G is a graph.

G

Figure 1: Graph G

Definition 2

Let Pn be a graph with V (Pn) = {0, 1, ..., n− 1} and E(Pn) = {{i, i + 1}|i ∈ {0, ..., n− 1}}.

We call Pn a path with n vertices.

Pn

Figure 2: Path with n vertices

Definition 3

For n ∈ N and n ≥ 3, let Cn be a graph with V (Cn) = {0, 1, ..., n − 1} and

E(Cn) = {{i, i + 1}|i ∈ {0, ..., n− 1}} where + is the addition modulo n.

We call Cn a cycle with n vertices.

Cn

Figure 3: Cycle with n vertices

Definition 4

Let G and G′ be graphs. A mapping f : V (G) → V (G′) is called a homomorphism from G

to G′ if {x, y} ∈ E(G) implies {f (x), f (y)} ∈ E(G′).

Definition 5

Let G and G′ be graphs and let f be a homomorphism from G to G′. The homomorphism

f is called a locally strong homomorphism from G to G′ if {f (x), f (y)} ∈ E(G′) implies

that for all x′ ∈ f−1(f (x)) there exists y′ ∈ f−1(f (y)) such that {x′, y′} ∈ E(G) and for all

y′ ∈ f−1(f (y)) there exists x′ ∈ f−1(f (x)) such that {x′, y′} ∈ E(G).
Let LSH(G,G′) denote the set of all locally strong homomorphisms from G to G′.

Example : Consider P3 and C4 and f : V (P3) → V (C4) as in the picture below.

Figure 4: Locally strong homomorphism from P3 to C4

We get that: {A,B} ∈ E(P3) → {f (A), f (B)} = {2, 1} ∈ E(C4);
{B,C} ∈ E(P3) → {f (B), f (C)} = {1, 2} ∈ E(C4).

Thus f is a homomorphism from P3 to C4.

Consider {f (A), f (B)} = {1, 2} ∈ E(C4).
We see that for all x′ ∈ f−1(f (A)) = {A,C},

there exists y′ ∈ f−1(f (B)) = {B} such that {x′, y′} ∈ E(P3),
and for all y′ ∈ f−1(f (B)) = {B},

there exists y′ ∈ f−1(f (A)) = {A,C} such that {x′, y′} ∈ E(P3).
Thus f is a locally strong homomorphism from P3 to C4.

Results

In this independent study, we find the number of locally strong homomorphisms from a

path Pm to a cycle Cn, i.e., |LSH(Pm,Cn)| for all integers m and n ≥ 3. We first give the

number of locally strong homomorphisms from P1 to Cn for all n ≥ 3.

Lemma 6

If n ∈ N where n ≥ 3 then |LSH(P1, Cn)| = n.

We now give partitions of V (Pn) for definding locally strong homomorphisms from Pm to

Cn for m > 1 and n ≥ 3.

Definition 7

Let m,n ∈ N where m > 1, n ≥ 3, and let L = {l ∈ N|l < n− 1, l|(m− 1)}.

For m−1
l

is odd, let

0̄ = {2il|i = 0, 1, ..., &
m− 1

2l
'},

t̄ = {2il + t|i = 0, 1, ..., &
m− 1

2l
'} ∪ {2il − t|i = 0, 1, ..., &

m− 1

2l
'} for 0 < t < l,

l̄ = {(2i + 1)l|i = 0, 1, ..., &
m− 1

2l
'}.

Figure 5: l + 1 classes where m−1
l

is odd.

For m−1
l

is even, let

0̄ = {2il|i = 0, 1, ..., &
m− 1

2l
'},

t̄ = {2il + t|i = 0, 1, ..., &
m− 1

2l
' − 1} ∪ {2il − t|i = 0, 1, ..., &

m− 1

2l
'} for 0 < t < l,

l̄ = {(2i + 1)l|i = 0, 1, ..., &
m− 1

2l
' − 1}.

Figure 6: l + 1 classes where m−1
l

is even.

By using above partitions, we get the following result.

Lemma 8

Let m,n ∈ N where m > 1 and n ≥ 3. For l ∈ L and r ∈ V (Cn),
define flr : V (Pm) → V (Cn) by flr(x) = r + t if x ∈ t̄, and

define glr : V (Pm) → V (Cn) by glr(x) = r + (l − t) if x ∈ t̄.

Let F = {flr : l ∈ L, r ∈ V (Cn)} and G = {glr : l ∈ L, r ∈ V (Cn)}.

Then F ∪G ⊆ |LSH(Pm,Cn)| and |F | = |G| = n|L|.

Finally, the next theorem gives the number of locally strong homomorphisms from Pm to

Cn for m > 1 and n ≥ 3.

Theorem 9

Let m,n ∈ N where m > 1 and n ≥ 3.

Then F ∪G = LSH(Pm,Cn) and |LSH(Pm,Cn)| = 2n|L|.

Example : Consider the number of locally strong homomorphisms from P5 to C6.

We see that L = {l ∈ N|l < n− 1, l|(m− 1)} = {l ∈ N|l < 5, l|4} = {1, 2, 4}.

From Theorem 9, |LSH(P5, C6)| = 2n|L| = 2 · 6 · 3 = 36.

Therefore, the number of locally strong homomorphisms from P5 to C6 is 36.

Conclusion

In this independent study, we determined the number of locally strong homomorphisms

from a path Pm to a cycle Cn for positive integers m and n ≥ 3. We got the results as

follows :

1. |LSH(P1, Cn)| = n;

2. If m > 1 then |LSH(Pm,Cn)| = 2n|L| where L = {l ∈ N|l < n− 1, l|(m− 1)}.
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