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ในการคนควาอิสระนี้เราศึกษาวิธีเชิงตัวเลขสำหรับการประมาณคาปริพันธจำกัดเขตสำหรับปริพันธไม

ตรงแบบ ที่ฟงกชันสำหรับการหาปริพันธไมสามารถหาคาไดที ่ขอบเขตของปริพันธ เราใชการประมาณคา

ในชวงดวยฟงกชันพหุนามลากรองจในการประมาณฟงกชันสำหรับการหาปริพันธโดยไมใชจุดเอกฐานในการ

คำนวณ และ ในการศึกษานี ้จะไดนำเสนอการพัฒนาสูตร คาคลาดเคลื่อนของการคำนวณ รวมถึงผลการ

ประมาณคาเชิงตัวเลขของปริพันธ 

 

Abstract 

 In this independent study, we study the numerical integration for the improper integral 

which the integrand is/are singular at the limit point(s). We use the Lagrange’s polynomial 

approximate integrand at the point(s) exclude the singular point(s). The derivation of the 

formula, error approximation and numerical approximations are presented in this study.   
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บทที่ 1 

บทนำ(Introduction) 
 

ในการหาคาปริพันธโดยทั่วไปแลว เราสามารถใชสูตรปดของนิวตัน – โคตส (Newton - Cotes) ใน

การประมาณคาได เชน กฎสี่เหลี่ยมคางหมู (Trapezoidal rule), ซิมสปสัน (Simpson’s rules) และกฎของ

เวดเดิล (Weddle’s rules) เปนตน ซึ่งสูตรเหลานี้สามารถใชประมาณคาปริพันธที่หาคาไดทุกจุดบนฟงกชัน 

และฟงกชันของปริพันธที่หาคาไดที่ขอบเขตของปริพันธ แตไมสามารถใชในการประมาณคาปริพันธท่ีไมตรง

แบบหรือฟงกชันของปริพันธที่มีปญหาที่ขอบเขตของปริพันธ อยางไรก็ตามถึงแมวาเราสามารถใช สูตรเกาส 

ควอดราเจอร (Gauss quadrature rules) ในการประมาณคาปริพันธที่ไมตรงแบบหรือฟงกชันของปริพันธที่มี

ปญหาที่ขอบเขตของปริพันธได แตสูตรนี้มีวิธีการประมาณคาที่ยุ งยากและซับซอน  Fox [3] จึงไดใชสูตร

พื้นฐานสำหรับวิธีเชิงตัวเลขเพื่อประมาณคาปริพันธไมตรงแบบหรือฟงกชันของปริพันธที่มีปญหาที่ขอบเขต

ของปริพันธ โดยตอมา Huq et al [4] ไดพัฒนาสูตรที่งายตอการประมาณคาปริพันธไมตรงแบบหรือฟงกชัน

ของปริพันธที่มีปญหาที่ขอบเขตของปริพันธ ในรูป 

Font = Palatino 11pt; Symbol = Euclid   
b

a

I f x dx        (1.1) 

เมื่อ  f x  มีจุด x a  และ / หรอื x b  ท่ีเปนจุดเอกฐาน โดยสูตรนี้จะไมนำขอบเขตของปริพันธซึ่งเปนจุด

ที่มีปญหามาพิจารณาในการประมาณคาปริพันธ และสามารถใชสูตรนี้ไดโดยตรงสำหรับการประมาณคา

ปริพันธที่ไมตรงแบบหรือฟงกชันของปริพันธที่มีปญหาที่ขอบเขตของปริพันธ ซึ่งจะใหผลลัพธที่ดีกวาวิธีการ

ประมาณคาวิธีอื่น ๆ  
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บทที่ 2 

ความรูพืน้ฐาน (Preliminaries) 

 

2.1 ปริพนัธไมตรงแบบ (Improper Integrals) 

 

พิจารณาการหาคาปริพันธจำกัดขอบเขตของฟงกชัน  f x  ท่ีมีความตอเนื่องในชวง  [ , ]x a b  

Font = Palatino 11pt; Symbol = Euclid  
b

a

f x dx   (2.1) 

จะหาคาไดเสมอ โดยทั่วไปปริพันธท่ีไมตรงแบบจะถูกแบงออกเปนสามชนิด  

ถา a  หรือ b  และฟงกชัน  f x  มีความตอเนื่องตลอดในชวงของของปริพันธ เรียก 

ปริพันธ (1) วา ปริพันธไมตรงแบบชนิดที่หนึ่ง เชน 

 
 

 




  
3

2

4
0

, 2 ,
1

x dxe dx x x dx
x

    

ถา ลิมิตของฟงกชัน  f x  เปน   หรือ   ที่ x  บางคาในชวงปด  
 ,a b  จะเรียกปริพันธ 

(2.1) วา ปริพันธไมตรงแบบชนิดท่ีสอง เชน  

         
1 3 1

1 1 0

1 1 1, ,
1 2 1

dx dx dx
x x x x

    

และ ถา ลิมิตของของปริพันธ a  เปน   หรือ b  เปน   และ ลิมิตของ  f x  เปน   

หรือ   หรือหาคาไมไดที่ x  บางคา ซึ่ง  a x b  หรือที ่ x a  หรือ x b  เรียกปริพันธ (2.1) วา 

ปริพันธไมตรงแบบชนิดที่สาม เชน 

 


   
1

2
4

1 1,
4

dx dx
x xx

    

 

สำหรับในบทนิยามตอไปนี้จะทำใหเราสามารถหาคาของปริพันธแบบตาง ๆ ได 

 

บทนิยาม 2.1   

1. ให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง   ,a  แลว สำหรับ b a  

กำหนดให    



 lim

b

b
a a

f x dx f x dx  

2. ให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง   ,b  แลว สำหรับ a b  

กำหนดให    




 lim
b b

a
a

f x dx f x dx  
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3. ให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง   ,  และ c  เปนจำนวนจริงใด ๆ แลว 

กำหนดให      
 

 

   
c

c

f x dx f x dx f x dx  

นั่นคือ สำหรับ  a c b  จะกำหนด 

Font = Palatino 11pt; lid      


 


   lim lim
c b

a b
a c

f x dx f x dx f x dx   (2.2) 

 

เรากลาววา ปรพิันธไมตรงแบบขางตน คอนเวอรจ (converge) ก็ตอเมื่อ คาลิมติในบทนิยาม 2.1 หา

คาได และจะเรียก ปริพันธไมตรงแบบที่ไมคอนเวอรจวา ไดเวอรจ (diverge) 

หมายเหตุ ถามีลิมิตหนึ่งในสมการ (2.2) หาคาไมได แลว  



 f x dx  ไดเวอรจ 

 

ตัวอยาง 2.2  จงหาคาของ 
 




 2
0

1
4

dx
x

 

 

 
 

จากบทนิยาม 2.1 ขอ 1 พิจารณา 

   





 
 2 2
0 0

1 1lim
4 4

b

b
dx dx

x x
 



 
 
  0

1lim arctan
2 2

b

b

x  



 
    

1lim arctan arctan0
2 2b

b  


4
  

ดังนั้น  
 






 2
0

1
44

dx
x

  

นั่นคือ  
 




 2
0

1
4

dx
x

 คอนเวอรจ 
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ตัวอยาง 2.3  จงหาคาของ 
 



  
 2 4 9

dx
x x

 

 

 
 

จากบทนิยาม 2.1 ขอ 3 เราสามารถเขียน 

     
 

 

 
     

  
2

2 2 2
24 9 4 9 4 9

dx dx dx
x x x x x x

 

พิจารณา  

     



 


 
     

  
2

2 22
2

lim lim
4 9 2 5 2 5

b

a b
a

dx dx dx
x x x x

 

 

              

2

2

1 2 1 2lim arctan lim arctan
5 5 5 5

b

a b
a

x x  

 

                

1 2 1 2lim arctan 0 arctan lim arctan arctan0
5 5 5 5a b

a b  


5
  

ดังนั้น  
 






 

 2 4 9 5
dx

x x
  

นั่นคือ  
 



  
 2 4 9

dx
x x

 คอนเวอรจ 

 

บทนิยาม 2.4  ให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง  
,a b  และ  


lim

x a
f x  หรือ   หรือหาคาไมได 

สำหรับ  a c b  กำหนดปริพันธไมตรงแบบ 

Font = Palatino 11pt; Symbol = Euclid    


 lim
b b

c aa c

f x dx f x dx   (2.3) 

 

บทนิยาม 2.5  ให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง  ,a b  และ  


lim
x b

f x  หรือ   หรือหาคาไมได 

สำหรับ  a d b  กำหนดปริพันธไมตรงแบบ 
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Font = Palatino 11pt; Symbol = Euclid    


 lim
b d

d ba a

f x dx f x dx   (2.4) 

 

บทนิยาม 2.6  ให  a r b  ซึ่ง f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง    , ,a r r b  และ  


lim
x r

f x  หรือ 

  หรือหาคาไมได กำหนดปริพันธไมตรงแบบ 

        
b r b

a a r

f x dx f x dx f x dx  

นั่นคือ 

Font = Palatino 11pt; Sy      
  

   lim lim
b c b

c r d ra a d

f x dx f x dx f x dx   (2.5) 

เมื่อ    a c r d b  

ถาคาลิมิต ในบทนิยาม 2.4 , 2.5 และ 2.6 หาคาไดแลว จะกลาววา ปริพันธไมตรงแบบชนิดที่สองใน

นิยามนั้น คอนเวอรจ และเรียก ปรพิันธไมตรงแบบที่ไมคอนเวอรจวา ไดเวอรจ 

 

ตัวอยาง 2.7  จงหาคาของ 


1

0

1
1

dx
x

 

 

 
 

เนื่องจาก  



1

1lim
1x x

 และ ฟงกชัน  

1

1
f x

x
 ตอเนื่องบนชวง 

0 ,1  

ดังน้ัน 


1

0

1
1

dx
x

 เปนปริพันธไมตรงแบบชนิดที่สอง  

จาก 




  
1

10 0

1 1lim
1 1

b

b
dx dx

x x
 



     01
lim ln 1

b

b
x  

 


       1
lim ln 1 0
b

b  

ดังน้ัน 


1

0

1
1

dx
x

 ไดเวอรจ 
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ตัวอยาง 2.8  จงหาคาของ 
 


3

2
0 3

1

1
dx

x
 

 

  
 

เนื่องจาก  
 





21
3

1lim
1

x
x

 และ ฟงกชัน  
 




2
3

1

1
f x

x
 ตอเนื่องบนชวง 0 ,1  และ  1 , 3   

ดังน้ัน 
 


3

2
0 3

1

1
dx

x
 เปนปริพันธไมตรงแบบชนิดที่สอง  

จากบทนิยาม 2.6 ไดวา 

     
 

  
  
3 1 3

2 2 2
0 0 13 3 3

1 1 1

1 1 1
dx dx dx

x x x
 

พิจารณา 

     

       

         

 

 

 

 

 

 

 
  

   
            
   
              

 

  
3 3

2 2 21 10 03 3 3

31 1
3 3

1 1
0

1 1 1
3 3 3

1 1

3

1 1 1lim lim
1 1 1

lim 3 1 lim 3 1

lim 3 1 1 lim 3 2 1

3 3 2

b

b c c

b

b c
c

b c

dx dx dx
x x x

x x

b c

 

ดังน้ัน 
 

 



3

3
2

0 3

1 3 3 2
1

dx
x

  

นั่นคือ 
 


3

2
0 3

1

1
dx

x
 คอนเวอรจ 

 

 สำหรับในหัวขอตอไปเราจะศึกษาการประมาณคาในชวงดวยฟงกชันพหุนาม เพื่อนำไปใชในการ

ประมาณฟงกชันสำหรับการหาปริพันธ 
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2.2 การประมาณคาในชวงดวยพหุนามในรูปแบบลากรองจ (Lagrange’s Interpolation Formula) 

 

ฟงกชันพหุนามลากรองจเปนฟงกชันพหุนามรูปแบบหนึ่งที่นำไปใชสำหรับประมาณคาในชวง สำหรับ

ในที่นี้จะใชฟงกชันพหุนามในรูปแบบลากรองจในการประมาณฟงกชนัสำหรับการหาปริพันธ 

 เพ่ือความงายในการทำความเขาใจ จะพิจารณาจากการประมาณคาในชวงของจุดพิกัดสองจุดคือ 

 0 0,x f  และ  1 1,x f  ซึ่ง 0 1x x  เราจะกลาววา  0 0,x f  และ  1 1,x f  เปนฟงชันพหุนามในรูปแบบของ

ลากรองจดีกรี 1 คือ 

Font = Palatino 11  
 
 

 
 

       
 

   
 

1 11 0
1 0 1 0 0 1 1

0 1 1 0

x x x x
p x f f x f x f

x x x x
    (2.6) 

เมื่อ     
  

1 1 ,
0 ,i j

i j
x

i j
  

จากการพิจารณาฟงกชันพหุนามที่ประมาณคาในชวงของจุดพิกัดสามจุดคือ   


2

0
,i i i

x f  เราจะกลาว

วา   


2

0
,i i i

x f  เปนฟงชันพหุนามในรูปแบบของลากรองจดีกรี 2 คือ 

 
  
  

  
  

  
  

     
  

     
1 2 0 2 0 1

2 0 1 2
0 1 0 2 1 0 1 2 2 0 2 1

x x x x x x x x x x x x
p x f f f

x x x x x x x x x x x x
 

นั่นคือ 

Font = Palatino        11                2 2 2
2 0 0 1 1 2 2p x x f x f x f     (2.7) 

เมื่อ     
  

2 1 ,
0 ,i j

i j
x

i j
  

เมื่อเขียนในรูปทั่วไป ฟงกชันพหุนาม  Np x  ซึ่งมีดีกรีนอยกวาหรือเทากับ N  ที่ประมาณคาในชวง 

  
0

,
N

i i i
x f  สามารถเขียนไดเปน 

Font = Palati                                      


2
0

N N
i i

i
p x f x                                                  (2.8) 

ซึ่งฟงกชัน    N
i x  เปนพหุนามดีกรี N  และมีคุณสมบัติคอื 

   
  

1 ,
0 ,

N
k j

k j
x

k j
  

ที่จะทำให  N i ip x f  สำหรับ  0,1, ,i N  และกรณีนี้ 

   
       

       
 

 

    


    
0 1 1 1

0 1 1 1

N k k N
k

k k k k k k k N

x x x x x x x x x x
x

x x x x x x x x x x
 


 

 

จะไดวา 

Font = Palatino 11pt; Sy    


       


0
, , 0,1, ,

N jN
k

j k j

x x
x j k k n

x x
    (2.9) 

ซึ่งฟงกชันพหุนาม    N
k x  นี้ เรียกวา พหุนามรูปแบบของลากรองจ โดยที่    N

k x  จะมีดีกรีนอยกวาหรือ

เทากับ N  ก็ได 
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ตัวอยาง 2.9  จงหาฟงกชันพหุนามกำลังสามที่ประมาณคาในชวงของจุดพิกัดตอไปนี้      2,1 , 3, 2 , 1, 3  

และ  4, 4  ในรูปแบบของลากรองจ 

เนื่องจากขอมูลมีจุดพิกัด 4 จุด ดังนั้นตองใชฟงกชันพหุนาม ในรูปแบบของลากรองจกำลังสาม หรือ 
   3
k x  จะได 

   
   
   

   

   
   
   

   

   
   

   
   

   
   
   

   

  
    

  

  
    

  

  
    

     

  
    

  

3
0

3
1

3
2

3
3

3 1 4 1 3 1 4
62 3 2 1 2 4

2 1 4 1 2 1 4
43 2 3 1 3 4

2 3 4 1 2 3 4
601 2 1 3 1 4

2 3 1 1 2 3 1
104 2 4 3 4 1

x x x
x x x x

x x x
x x x x

x x x
x x x x

x x x
x x x x









 

นั่นคือ พหุนามที่ใชประมาณคาในชวงของจุดพิกัดที่กำหนดให คือ 

             

           

       

       

   
           
      
   
           
      

       

       

   

3

2 3

1 11 3 1 4 2 2 1 4
6 4

1 13 2 3 4 4 2 3 1
60 10

1 13 1 4 2 1 4
6 2

1 22 3 4 2 3 1
20 5

8 16 7 1
5 15 20 60

p x x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x

 

 

ดังน้ันจะได  

    2 3
3

8 16 7 1
5 15 20 60

p x x x x  

 

ในลำดับตอไปจะศึกษาการหาปริพันธเชิงตัวเลขในรูปแบบของสูตรปดของนิวตัน – โคตส (Newton - 

Cotes formulas) 

 

2.3 การหาปริพันธเชิงตัวเลข (Numerical Integration) 

 

การหาคาปริพันธแบบจำกัดขอบเขตเชิงตัวเลข (numerical definite integral) ที่อยูในรูปแบบ 

    
b

a

I f f x dx  , โดยที่   ,a b  เปนชวงจำกัด 
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 โดยทั่วไปแลวการหาคาปริพันธจำกัดขอบเขตเปนสิ่งที่ยากหรือในบางครั้งอาจไมสามารถหาปริพันธ

ของฟงกชันไดเลย จากความรูวิชาแคลคูลัสพื้นฐานเราทราบวาคาปริพันธ I  คือพื้นที่ที่ถูกลอมรอบดวยฟงกชัน 

 f x  และเสนตรง x a  และ x b  สำหรับในการประมาณคาในชวง ดั้งนั้นถาเราสามารถประมาณฟงกชัน 

 f x  ดวยการประมาณคาในชวงดวยฟงกชันพหุนาม (polynomial interpolation)  np x  แลวเราจะ

สามารถประมาณคา  I f  ดวยการหาคาปริพันธของฟงกชันพหุนามไดโดยงาย โดยหลักการท่ีกลาวมาขางตน

เรียกวา สูตรนิวตัน - โคตส  

 ในการคำนวณหาคาของปริพันธจำกัดขอบเขตดังที่กลาวมาขางตนนั้น เราสามารถหาคาไดจากการ

ประมาณฟงกชัน  f x  ใด ๆ ดวยฟงกชันพหุนาม  np x  สำหรับ สูตรนิวตัน – โคตส จะมีสองสวนดวยกัน 

คือ สูตรปดของนิวตัน – โคตส (Newton -  Cotes’ closed formulas) และ สูตรปดของนิวตัน – โคตส 

(Newton -  Cotes’ opened formulas) 

 

 สำหรับในการศึกษาคนควาอิสระนี้ เราจะศึกษาสูตรปดของนิวตัน – โคตส ดังตอไปนี้ 

 

สูตรปดของนิวตัน – โคตส 

กรณี  1n  หลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู (trapezoidal rule) 

Font = Palay                 
1

0

3
2

0 1 0 1,
2 12

x

x

h hf x dx f x f x f x x    (2.10) 

กรณี  2n  หลักเกณฑของซิมปสัน (Simpson’s rule) 

Font = Palay                    
2

0

5
4

0 1 2 0 24 ,
3 90

x

x

h hf x dx f x f x f x f x x    (2.11) 

กรณี  3n  หลักเกณฑของซิมปสัน 3
8

  (Simpson’s three eighths rule) 

Font                       
3

0

5
4

0 1 2 3 0 3
3 33 3 ,
8 80

x

x

h hf x dx f x f x f x f x f x x    (2.12) 

 

ทฤษฎีบท 2.10  คาคลาดเคล่ือนตัดปลายสูตรปดนิวตัน – โคตส  

ถาแบงชวง  
 ,a b  ออกเปน n  สวนเทา ๆ กัน ที่มีขนาดข้ันบันได    /h b a n  และ   ,ix a ih

 0,1,2, ,i n  ให 

Font = Palatino 11pt; Sy    



b n

i i
i oa

f x dx a f x   (2.13) 

คือสูตรปดนิวตัน - โคตส จะมี   ,a b  ที่ทำให 

กรณีที่ n  เปนเลขคี่ 

Font = Palatino 11pt; Sy    
   

 
   




   


 

12

0

1
1 !

nnb nn

i i
i oa

h f
f x dx a f x t t t n dt

n


   (2.14) 
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กรณีที่ n  เปนเลขคู 

= Palatino 11pt; Sy    
   

 
   





   


 
23

2

0

1
2 !

nnb nn

i i
i oa

h f
f x dx a f x t t t n dt

n


   (2.15) 

 

ตัวอยาง 2.11  จงใชหลักเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมูในการประมาณคา 
3

2

0

xx e dx  โดยแบงพื้นท่ีออกเปน 2  สวน

เทา ๆ กัน  

พิจารณา เมื่อ  2n  จะได    0 1 2
3 , 0 , 1.5 , 3
2

h x x x  ดังนั้น 

           
3

2

0

3 30 3 1.5 150.70307
4 2

xx e dx f f f  

 

ตัวอยาง 2.12  จงใชหลักเกณฑของซิมปสันในการประมาณคา 


2

1

1
1 2

dx
x

 โดยแบงชวง  
 1,2  ออกเปน 4  

สวนเทา ๆ กัน  

พิจารณา เมื่อ  4n  จะได 
 

2 1 1
4 4

h  ดังนั้น 

   
                                  


2

1

1 1 5 6 71 4 2 4 2 0.2554
1 2 12 4 4 4

dx f f f f f
x

 

 

ตัวอยาง 2.13  จงหาคาปริพันธ 
2

1.5

1

xe dx  โดยใชสูตรปดของนิวตัน - โคตส โดยท่ี  1,2,3n   

เมื่อ  
11 ,
2

n h  

   
     


22

1.5
3/21

1

1 0.1183197
4

xe dx e e  

เมื่อ  
12 ,
4

n h  

      
      


2 22

1.5
5/4 3/21

1

1 4 0.1093104
12

xe dx e e e  

เมื่อ  
13 ,
6

n h  

         
       


2 2 22

1.5
7 /6 4/3 3/21

1

1 3 3 0.1093404
16

xe dx e e e e  
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บทที่ 3 

ผลการศึกษา (Results) 
 

สำหรับในบทนี้ เราจะศึกษาการประมาณคาปริพันธที่ไมตรงแบบชนิดที่สอง  โดยเราใชหลักการของ

นิวตัน - โคสต ซึ่งจะประมาณฟงกชัน  f x  ดวยฟงกชันพหุนามในรูปแบบของลากรองจ (Lagrange’s 

formula) โดยจะไมเลือกจุดที่ขอบเขตของปริพันธในการประมาณฟงกชันดวยพหุนาม นั่นคือจะไมเลือกจุดที่

ทำใหฟงกชันสำหรับการหาปริพันธหาคาไมได 

 ในการคนควาอิสระนี้เราไดทำการศึกษาผลงานวิจัยของ Huq et al [4]  โดยจะแบงการศึกษา

ออกเปน 3 กรณี คอื  

1. ปริพันธไมตรงแบบที่ขอบเขตทั้งสองดาน (Both Singular Integral) เชน 
 





1

0

1
1

I dx
x x

 

2. ปริพันธไมตรงแบบที่ขอบเขตลาง (Lower Singular Integral) เชน   
1

0

1I dx
x

 

3. ปริพันธไมตรงแบบที่ขอบเขตบน (upper Singular Integral) เชน 
 







1

20 1

xeI dx
x

 

 

3.1 ปริพันธไมตรงแบบที่ขอบเขตทั้งสองดาน (Both Singular Integral) 

 

ในหัวขอนี้ พิจารณาปญหา  
b

a

f x dx  เมื่อ  f a  และ  f b  หาคาไมได โดยจะประมาณฟงกชัน 

 f x  พหุนามลากรองจดีกรี 3  

 

การประมาณฟงกชันสำหรับการหาปริพันธโดยใชพหุนามลากรองจดีกรี 3 

 เราจะพิจารณาการประมาณคา  
12

0

x

x

f x dx  สำหรับ  f x ท่ีเปนจุดเอกฐานที่ 0x  และ 12x  โดยแบง

ขอบเขตของปริพันธออกเปนสองชวง คือ  
6

0

x

x

f x dx  และ  
12

6

x

x

f x dx   

อันดับแรกเราจะพิจารณาการประมาณคา  
6

0

x

x

f x dx  สำหรับ  f x ที่เปนจุดเอกฐานที่ 0x  โดยใช

พหุนามลากรองจที ่ จุด 0 1 4, ,x x x  และ 6x  เมื ่อ   0 1 00 ,x x x h  4 0, 4x x h  และ  6 0 6x x h  

เมื่อ 


 6 0

6
x x

h  
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   
   

   
   

     
 

     
1 4 6 0 4 6

0 1
0 1 0 4 0 6 1 0 1 4 1 6

( )
x x x x x x x x x x x x

f x f f
x x x x x x x x x x x x

 

   
   

   
   

     
 

     
0 1 6 0 1 4

4 6
4 0 4 1 4 6 6 0 6 1 6 4

x x x x x x x x x x x x
f f

x x x x x x x x x x x x
 

เมื่อกำหนดให   , 0 ,1,4,6i if f x i   ดังนั้นจะไดวา  

 
   

   
   

   
             

 
6 6

0 0

1 4 6 0 4 6
0 1

0 1 0 4 0 6 1 0 1 4 1 6

x x

x x

x x x x x x x x x x x x
f x dx f f

x x x x x x x x x x x x
 

   
   

   
   

              

0 1 6 0 1 4
4 6

4 0 4 1 4 6 6 0 6 1 6 4

x x x x x x x x x x x x
f f dx

x x x x x x x x x x x x
 

   
   

   
   

           

6

0

0 1

4 6 4 6
4 6 3 5

x

x

x h x h x h x x h x h
f f

h h h h h h
 

   
   

   
   

       
4 6

6 4
4 3 2 6 5 2

x x h x h x x h x h
f f dx

h h h h h h
 

    

      
 


6

0

3 2 2 3 3 2 20 1
33

11 34 24 10 24
1524

x

x

f f
x hx h x h x hx h x

hh
 

    

      
 

3 2 2 3 2 264
33

7 6 6 4
6024
ff

x hx h x x hx h x dx
hh

 

 
                       

4 3 2 2 3 4 3 2 20 1
33

1 11 34 1 10 2424
4 3 2 4 3 21524

f f
x hx h x h x x hx h x

hh
 

 
                   


6

0

4 3 2 2 4 3 2 264
33

1 7 6 1 6 4
4 3 2 4 3 26024

x

x

ff
x hx h x x hx h x

hh
 

 
             

                       

4 3 2 4 3 22 3 20 1
33

1 11 34 1 10 246 6 6 24 6 6 6 6
4 3 2 4 3 21524

f f
h h h h h h h h h h h h

hh
 

 
           

                    

4 3 2 4 3 22 264
33

1 7 6 1 6 46 6 6 6 6 6
4 3 2 4 3 26024

ff
h h h h h h h h h h

hh
 

         61 40 36 72 36
15 24 60

ff f
h h h  

 
               1 4 6
12 33
5 5
h f h f f  

    1 4 6
3 4 5
5
h f f f  

นั่นคือ 

Font = Palatino 11pt                    
6

0

1 4 6
3 4 5
5

x

x

hf x dx f f f           (3.1) 
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เมื่อ 


 6 0

6
x x

h  

 

ตอไปเราจะพิจารณาการประมาณคา  
12

6

x

x

f x dx  สำหรับ  f x  ที่เปนจุดเอกฐานที่ 12x  โดยใช  

พห ุนามลากรองจ  ท่ีจ ุ ด 6 8 11, ,x x x  และ 12x  เม ื ่อ      6 0 8 0 11 06 , 8 , 11x x h x x h x x h  และ 

 12 0 12x x h  เมื่อ 


 12 6

6
x x

h   

   
   

   
   

     
 

     
8 11 12 6 11 12

6 8
6 8 6 11 6 12 8 6 8 11 8 12

( )
x x x x x x x x x x x x

f x f f
x x x x x x x x x x x x

 

   
   

   
   

     
 

     
6 8 12 6 8 11

11 12
11 6 11 8 11 12 12 6 12 8 12 11

x x x x x x x x x x x x
f f

x x x x x x x x x x x x
 

เมื่อกำหนดให   , 6 ,8 ,11,12i if f x i   ดังนั้นจะไดวา  

 
   

   
   

   
             

 
12 12

6 6

8 11 12 6 11 12
6 8

6 8 6 11 6 12 8 6 8 11 8 12

x x

x x

x x x x x x x x x x x x
f x dx f f

x x x x x x x x x x x x

   
   

   
   

              

6 8 12 6 8 11
11 12

11 6 11 8 11 12 12 6 12 8 12 11

x x x x x x x x x x x x
f f dx

x x x x x x x x x x x x
 

   
   

   
   

            

12

6

6 8

8 11 12 6 11 12
2 5 6 2 3 4

x

x

x h x h x h x h x h x h
f f

h h h h h h
 

   
   

   
   

         
11 12

6 8 12 6 8 11
5 3 6 4

x h x h x h x h x h x h
f f dx

h h h h h h
 

    

       
 


12

6

3 2 2 3 3 2 2 36 8
33

31 316 1056 29 270 792
2460

x

x

f f
x hx h x h x hx h x h

hh
 

    

        
 

3 2 2 3 3 2 2 311 12
33

26 216 576 25 202 528
2415

f f
x hx h x h x hx h x h dx

hh
 

 

                        

4 3 2 2 3 4 3 2 2 36 8
33

1 31 316 1 29 270576 792
4 3 2 4 3 22460

f f
x hx h x h x x hx h x h x

hh
 

 
                     


12

6

4 3 2 2 3 4 3 2 2 311 12
33

1 26 216 1 25 202576 528
4 3 2 4 3 22415

x

x

f f
x hx h x h x x hx h x h x

hh
 

 
       

           

4 3 22 36
3

1 31 31612 12 12 576 12
4 3 260

f
h h h h h h h

h
 

       
        

4 3 22 38
3

1 29 27012 12 12 792 12
4 3 224

f
h h h h h h h

h
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 
       

        

4 3 22 311
3

1 26 21612 12 12 576 12
4 3 215

f
h h h h h h h

h
 

       
           

4 3 22 312
3

1 25 20212 12 12 528 12
4 3 224

f
h h h h h h h

h
 

 
   

 
      

 
6 8 1136 72 36 0

2460 15
f f f

h h h  

 
               6 8 11
3 123
5 5
h f h f f  

    6 8 11
3 5 4
5
h f f f  

นั่นคือ 

Font = Palatino 11pt                    
12

6

6 8 11
3 5 4
5

x

x

hf x dx f f f           (3.2) 

เมื่อ 


 12 6

6
x x

h  

 

 ตอไปเราจะนำสมการ (3.1) และ (3.2) มารวมกันทำใหไดสมการดังน้ี 

พิจารณา 

        
612 12

0 0 6

xx x

x x x

f x dx f x dx f x dx  

           1 4 6 6 8 11
3 34 5 5 4
5 5
h f f y h f f f  

       1 4 6 6 8 11
3 4 5 5 4
5
h f f f f f f  

      1 4 6 8 11
3 4 5 2 5 4
5
h f f f f f  

ดังน้ันจะไดวา 

Palatino 1                               
12

0

1 4 6 8 11
3 4 5 2 5 4
5

x

x

hf x dx f f f f f             (3.3) 

เมื่อ 


 12 0

12
x x

h  

 

รูปแบบทั่วไปของ (3.3) ในชวง   ,a b  คือPa 

         
            1 13 12 11 4 16 12 8 6 18 12 6

3 4 5 2
5

b

M M M
a

hf x dx f f f f y f f f f    

    
        8 20 12 4 11 23 12 15 4M Mf f f f y f                (3.4) 

เมื่อ 


12
a bh

n
 และ  1,2,3, ,n M  
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ตัวอยางการประมาณคาเชิงตัวเลขของปริพันธ 

พิจารณา 

Font = Palatino 11pt; Symbol = Eucl
 





1

0

1
1

I dx
x x

               (3.5) 

จากสมการ (3.5) จะไดกราฟดังนี้ 

 
 

จากกราฟขางตน จะเห็นไดวามีจุดเอกฐานที่  0x  และ  1x  เมื่อเราใชสมการ (3.4) ในการ

ประมาณคาสมการ (3.5) จะไดผลการประมาณคา ดังน้ี โดยมีคาที่แมนตรงเปน  3.14159  

 

สมการ (3.4) 
     

2.947051
60

N  
     

3.003981
120

N
     

3.044271
240

N  

 

 นอกจากสมการ (3.4) จะสามารถประมาณคาเชิงตัวเลขของปริพันธที่มีปญหาที่ขอบเขตทั้งสองดาน

ของปริพันธไดแลว ยังสามารถใชในการประมาณคาเชิงตัวเลขของปริพันธที่มีปญหาที่ขอบเขตลางของปริพันธ 

และการประมาณคาเชิงตัวเลขของปริพันธที่มีปญหาที่ขอบเขตบนของปริพันธไดอีกดวย โดยเราจะแสดง

ตัวอยางการประมาณคาในหัวขอถัดไป 

 

3.2 ปริพนัธไมตรงแบบที่ขอบเขตลาง (Lower Singular Integral) 

 

ในหัวขอนี้ พิจารณาปญหา  
b

a

f x dx  เมื่อ  f a  หาคาไมได โดยจะประมาณฟงกชัน  f x   

พหุนามลากรองจดีกรี 2 , ดีกรี 4 

 

การประมาณฟงกชันสำหรับการหาปริพันธโดยใชพหุนามลากรองจดีกรี 2 

พิจารณาการประมาณ   
3

0

x

x

f x dx  สำหรับ  f x ที่เปนจุดเอกฐานที่ 0x  โดยใชพหุนามลากรองจที่  
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จุด 0 1 3, ,x x x  เมือ่   0 1 00 ,x x x h  และ  3 0 3x x h  เมื่อ 


 3 0

3
x x

h  

  
  

  
  

  
  

     
  

     
1 3 0 3 0 1

0 1 3
0 1 0 3 1 0 1 3 3 0 3 1

( )
x x x x x x x x x x x x

f x f f f
x x x x x x x x x x x x

 

เมื่อกำหนดให   , 0,1,3i if f x i   ดังนั้นจะไดวา  

 
  
  

  
  

  
  

                 
 
3 3

0 0

1 3 0 3 0 1
0 1 3

0 1 0 3 1 0 1 3 3 0 3 1

x x

x x

x x x x x x x x x x x x
f x dx f f f dx

x x x x x x x x x x x x
 

  
  

  
  

  
  

            

3

0

0 1 3

3 3
3 2 3 2

x

x

x h x h x x h x x h
f f f dx

h h h h h h
 

      
 
        
  


3

0

2 2 2 20 31
2 22

4 3 3
3 62

x

x

f ff
x hx h x hx x hx dx

h hh
 

 

                                  
 

3

0

3 2 2 3 2 3 20 31
2 22

1 1 3 1 12 3
3 3 2 3 23 62

x

x

f ff
x hx h x x hx x hx

h hh
 

     
 

       
     
                     

3 2 3 2 3 220 31
2 22

1 1 3 1 13 2 3 3 3 3 3 3 3
3 3 2 3 23 62

f ff
h h h h h h h h h h h

h hh
 

   
                   

3 3 3 3 3 3 30 31
2 22

27 99 18 9 9 9
2 23 62

f ff
h h h h h h h

h hh
 

 
                

              

   

3 331
22

1 3

1 3

9 90
2 262

9 3
4 4
3 3
4

ff
h h

hh

h f h f

h f f

 

นั่นคือ = Palatino 1 

=                            
3

0

1 3
3 3
4

x

x

hf x dx f f         (3.6) 

เมื่อ 


 3 0

3
x x

h  

 

รูปแบบทั่วไปของ (3.6) ในชวง   ,a b  คือ 

=                   
             1 4 7 3 2 3 6 9 3

3 3
4

b

M M
a

hf x dx f f f f f f f f           (3.7) 

เมื่อ 


3
a bh

n
 และ  1, 2 , 3, ,n M  
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คาคลาดเคลื่อนของสูตร 

จากการพิจารณาการประมาณคา  
3

0

x

x

f x dx  สำหรับ  f x ที่เปนจุดเอกฐานที่ 0x  เมื่อ 0 0 ,x  

 1 0x x h  และ  3 0 3x x h  เราจะหาคาคลาดเคลื่อนของสูตร (3.6) โดยกำหนดให

      
3

0

1 3
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รูปแบบทั่วไปของ (3.9) ในชวง  
 ,a b  คือ 

      
        1 5 4 3 2 6 4 2

15 75 161
448

b

M M
a

hf x dx f f f f f f   

                       
        3 7 4 1 4 8 4175 37M Mf f f f f f             (3.10) 

เมื่อ 


15
a bh

n
 และ  1, 2 , 3, ,n M  

 

คาคลาดเคลื่อนของสูตร 
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ตอไปเราจะศึกษาผลการประมาณคาเชิงตัวเลขของปริพันธ โดยเราจะนำสมการ (3.4), (3.7) และ 

(3.10) มาใชในการประมาณคาเชิงตัวเลขของปริพันธที่มีปญหาที่ขอบเขตลางของปริพันธ  

 

ตัวอยางการประมาณคาเชิงตัวเลขของปริพันธ 

พิจารณา 
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               (3.12) 

จากสมการ (3.12) จะไดกราฟดังนี้ 
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จากกราฟขางตน จะเห็นไดวามีจุดเอกฐานที่  0x  เมื่อเราใชสมการ (3.4), (3.7) และ (3.10) ในการ

ประมาณคาสมการ (3.12) จะไดผลการประมาณคา ดังนี้ โดยมีคาที่แมนตรงเปน 2.00000  
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     

1.902651
60

N  
     

1.931171
120

N  
     

1.951331
240

N  

สมการ (3.7) 
     

1.898561
60

N  
     

1.928271
120

N  
     

1.949281
240

N  

สมการ (3.10) 
     

1.90481
60

N  
     

1.932671
120

N  
     

1.952391
240

N  

Font = Palatino 11pt; Symbol =  
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จากสมการ (3.13) จะไดกราฟดังนี้ 

 

 
 

จากกราฟขางตน จะเห็นไดวามีจุดเอกฐานที่  0x  เมื่อเราใชสมการ (3.4), (3.7) และ (3.10) ในการ

ประมาณคาสมการ (3.13) จะไดผลการประมาณคา ดังนี้ โดยมีคาที่แมนตรงเปน 0.25000  

 

สมการ (3.4) 
     

0.250051
60

N  
     

0.250011
120

N  
     

0.250001
240

N  

สมการ (3.7) 
     

0.250071
60

N  
     

0.250021
120

N  
     

0.250011
240

N  

สมการ (3.10) 
     

0.250041
60

N  
     

0.250011
120

N  
     

0.250001
240

N  
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พิจารณา 

Font = Palatino 11pt; Symbol = Eucl


 
1

3
0 4

xeI dx
x

               (3.14) 

จากสมการ (3.14) จะไดกราฟดังนี้ 

 

 
 

จากกราฟขางตน จะเห็นไดวามีจุดเอกฐานที่  0x  เมื่อเราใชสมการ (3.4), (3.7) และ (3.10) ในการ

ประมาณคาสมการ (3.14) จะไดผลการประมาณคา ดังนี้ โดยมีคาที่แมนตรงเปน 2.96000  

 

สมการ (3.4) 
     

2.429241
60

N  
     

2.580581
120

N
     

2.707741
240

N  

สมการ (3.7) 
     

2.411891
60

N  
     

2.566021
120

N
     

2.695511
240

N  

สมการ (3.10) 
     

2.439011
60

N  
     

2.588791
120

N
     

2.714641
240

N  

 

พิจารณา 

Font = Palatino 11pt; Symbol = Eucl
 

 



1

0

ln
1
x x

I dx
x

               (3.15) 

จากสมการ (3.15) จะไดกราฟดังนี้ 
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จากกราฟขางตน จะเห็นไดวามีจุดเอกฐานที่  0x  เมื่อเราใชสมการ (3.4), (3.7) และ (3.10) ในการ

ประมาณคาสมการ (3.15) จะไดผลการประมาณคา ดังนี้ โดยมีคาที่แมนตรงเปน 1.82247  

 

สมการ (3.4) 
     

0.177581
60

N  
     

0.177551
120

N
     

0.177541
240

N  

สมการ (3.7) 
     

0.177611
60

N  
     

0.177551
120

N
     

0.177541
240

N  

สมการ (3.10) 
     

0.177581
60

N  
     

0.177541
120

N
     

0.177541
240

N  

 

พิจารณา 

Font = Palatino 11pt; Symbol = Eucl  
1

0

lnI x x dx                (3.16) 

จากสมการ (3.16) จะไดกราฟดังนี้ 

 

           
 

จากกราฟขางตน จะเห็นไดวามีจุดเอกฐานที่  0x  เมื่อเราใชสมการ (3.4), (3.7) และ (3.10) ในการ

ประมาณคาสมการ (3.16) จะไดผลการประมาณคา ดังนี้ โดยมีคาที่แมนตรงเปน 0.44444  

 

สมการ (3.4) 
     

0.445231
60

N  
     

0.444761
120

N  
     

0.444571
240

N  

สมการ (3.7) 
     

0.445371
60

N  
     

0.444821
120

N  
     

0.444591
240

N  

สมการ (3.10) 
     

0.445181
60

N  
     

0.444741
120

N  
     

0.444561
240

N  
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3.3 ปริพนัธไมตรงแบบที่ขอบเขตบน (Upper Singular Integral) 

 

ในหัวขอนี้ พิจารณาปญหา  
b

a

f x dx  เมื่อ  f b  หาคาไมได โดยจะประมาณฟงกชัน  f x   

พหุนามลากรองจดีกรีดีกรี 4 

 

การประมาณฟงกชันสำหรับการหาปริพันธโดยใชพหุนามลากรองจดีกรี 4 

พิจารณาการประมาณ   
4

0

x

x

f x dx  สำหรับ  f x ที่เปนจุดเอกฐานที่ 4x  โดยใชพหุนามลากรองจ ที่ 

จุด  0 1 2 3, , ,x x x x  และ 4x  เม่ือ       0 1 0 2 0 3 00 , 4 , 10 , 14x x x h x x h x x h  และ 

 4 0 15x x h  เมื่อ 


 4 0

15
x x

h  

    
    

    
    

    
    

    
    

    
    

       
 

       

       
 

       

   


   

1 2 3 4 0 2 3 4
0 1

0 1 0 2 0 3 0 4 1 0 1 2 1 3 1 4

0 1 3 4 0 1 2 4
2 3

2 0 2 1 2 3 2 4 3 0 3 1 3 2 3 4

0 1 2 3
4

4 0 4 1 4 2 4 3

( )
x x x x x x x x x x x x x x x x

f x f f
x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x
f f

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x
f

x x x x x x x x

 

เมื่อกำหนดให   , 0,1,2,3,4i if f x i   ดังนั้นจะไดวา  

พิจารณา 

 
    

    
    

    
                 

 
4 4

0 0

1 2 3 4 0 2 3 4
0 1

0 1 0 2 0 3 0 4 1 0 1 2 1 3 1 4

x x

x x

x x x x x x x x x x x x x x x x
f x dx f f

x x x x x x x x x x x x x x x x
 

    
    

    
    

       
 

       
0 1 3 4 0 1 2 4

2 3
2 0 2 1 2 3 2 4 3 0 3 1 3 2 3 4

x x x x x x x x x x x x x x x x
f f

x x x x x x x x x x x x x x x x
 

    
    

         

0 1 2 3
4

4 0 4 1 4 2 4 3

x x x x x x x x
f dx

x x x x x x x x
 

    
    

    
    

               

4

0

0 1

4 10 14 15 10 14 15
4 10 14 15 4 6 10 14

x

x

x h x h x h x h x x h x h x h
f f

h h h h h h h h
 

    
    

    
    

     
 

  2 3

4 14 15 4 10 15
10 6 4 5 14 10 4

x x h x h x h x x h x h x h
f f

h h h h h h h h
 

    
    

    


4

4 10 14
15 11 5

x x h x h x h
f dx

h h h h
 

 

    


4

0

4 3 2 2 3 40
4 43 656 4100 8400

8400

x

x

f
x hx h x h x h

h
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     


4 3 2 2 31
4

39 500 210
2640
f

x hx h x h x
h

 

    4 3 2 2 32
4 33 326 840

1200
f

x hx h x h x
h

 

      


4 3 2 2 33
4 29 250 600

560
f

x hx h x h x
h

 

 

    

4 3 2 2 34
4 28 236 560

825
f

x hx h x h x dx
h

 

           

5 4 2 3 3 2 40
4

1 43 656 4100 8400
5 4 3 28400

f
x hx h x h x h x

h
 

 
        

5 4 2 3 3 21
4

1 39 500 210
5 4 3 22640

f
x hx h x h x

h
 

        
5 4 2 3 3 22

4

1 33 326 840
5 4 3 21200

f
x hx h x h x

h
 

 
        

5 4 2 3 3 23
4

1 29 250 600
5 4 3 2560

f
x hx h x h x

h
 

         

4

0

5 4 2 3 3 24
4

1 28 236 560
5 4 3 2825

x

x

f
x hx h x h x

h
 

         
           

5 4 3 22 3 40
4

1 43 656 410015 15 15 15 8400 15
5 4 3 28400

f
h h h h h h h h h

h
 

 
       

        

5 4 3 22 31
4

1 39 500 21015 15 15 15
5 4 3 22640

f
h h h h h h h

h
 

       
        

5 4 3 22 32
4

1 33 326 84015 15 15 15
5 4 3 21200

f
h h h h h h h

h
 

 
       

        

5 4 3 22 33
4

1 29 250 60015 15 15 15
5 4 3 2560

f
h h h h h h h

h
 

       
         

5 4 3 22 34
4

1 28 236 56015 15 15 15
5 4 3 2825

f
h h h h h h h

h
 

   
                                         

5 5 5 50 31 2
4 44 4

41625 61875 25875 5625
4 4 4 48400 12002640 560

f ff f
h h h h

h hh h
 

                                      0 1 2 3
555 2625 2415 1125
448 448 448 448

h f h f h f h f  

     0 1 2 3
15 37 175 161 75
448

h f f f f  

นั่นคือ 

Font = Palatino 11pt              
4

0

0 1 2 3
15 37 175 161 75
448

x

x

hf x dx f f f f         (3.17) 

เมื่อ 


 4 0

15
x x

h  
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รูปแบบทั่วไปของ (3.17) ในชวง   ,a b  คือ 

      
        0 4 4 4 1 5 4 3

15 37 175
448

b

M M
a

hf x dx f f f f f f   

                        
        2 6 4 2 3 7 4 1161 75M Mf f f f f f             (3.18) 

เมื่อ 


15
a bh

n
 และ  1, 2 , 3, ,n M  

 

คาคลาดเคลื่อนของสูตร 

จากการพิจารณาการประมาณคา  
4

0

x

x

f x dx  สำหรับ  f x ที่เปนจุดเอกฐานที่ 4x  เมื่อ 0 0,x  

     1 0 2 0 3 04 , 10 , 14x x h x x h x x h  และ  4 0 15x x h  เราจะหาค าคลาดเคลื ่อนของส ูตร 

(3.17) โดยกำหนดให        
4

0

0 1 2 3
15 37 175 161 75
448

x

x

hf x f f f f   

พิจารณา 
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x

x
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dx  

     
4

0

5 4 2 3 3 2 41 43 656 4100 8400
120

x

x
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x

x

x hx h x h x h x  

         
 
     
  

6 5 4 3 22 3 41 1 43 656 4100 840015 15 15 15 15
120 6 5 4 3 2

h h h h h h h h h  

      

6 6 6 6 61 11390625 6530625 8302500 4612500 945000
120 6

h h h h h  

 
   
 

61 16875
120 6

h  

    56375
16

h F   

นั่นคือ 

Palatino 1                                         
4 4

0 0

56375
16

x x

x x

f x dx f x h F               (3.19) 

สำหรับทุก    0 4,x x x  
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ตอไปเราจะศึกษาผลการประมาณคาเชิงตัวเลขของปริพันธ โดยเราจะนำสมการ (3.4) และ (3.18) มา

ใชในการประมาณคาเชิงตัวเลขของปริพันธท่ีมีปญหาที่ขอบเขตบนของปริพันธ  

 

ตัวอยางการประมาณคาเชิงตัวเลขของปริพันธ 

พิจารณา 

Font = Palatino 11pt; Symbol = Eucl
 







1

20 1

xeI dx
x

               (3.20) 

จากสมการ (3.20) จะไดกราฟดังนี้ 

 

 
 

จากกราฟขางตน จะเห็นไดวามีจุดเอกฐานที่  1x  เมื ่อเราใชสมการ (3.4) และ (3.18) ในการ

ประมาณคาสมการ (3.20) จะไดผลการประมาณคา ดังนี้ โดยมีคาที่แมนตรงเปน 0.86600 

 

สมการ (3.4) 
     

0.847811
60

N  
     

0.855201
120

N
     

0.860431
240

N  

สมการ (3.18) 
     

0.848361
60

N  
     

0.855591
120

N
     

0.860711
240

N  
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บทที่ 4 

สรุปผลการศึกษา (Conclusion) 

ในการคนควาอิสระนี ้เราศึกษาวิธีเชิงตัวเลขสำหรับการประมาณคาปริพันธจำกัดขอบเขตสำหรับ

ปริพันธไมตรงแบบที่ฟงกชัน  f x  ไมสามารถหาคาไดที่ขอบเขตของปริพันธ โดยเราไดใชการประมาณคา

ในชวงดวยฟงกชันพหุนามลากรองจในการประมาณฟงกชัน  f x  โดยจะไมใชจุดที่อยูบนขอบเขตของปริพันธ

นั่นคือจุดเอกฐานในการคำนวณ และไดนำเสนอการพัฒนาสูตร คาคลาดเคลื่อนของการคำนวณ รวมถึงผลการ

ประมาณคาเชิงตัวเลขของปริพันธ โดยผูศึกษาไดสรุปผลการศึกษาทั้งหมดดังนี้ 

 

สูตรการประมาณคาปริพันธ 

 

1. สูตรการประมาณคาปริพันธไมตรงแบบที่ขอบเขตทั้งสองดาน 

 ประมาณฟงกชัน  f x  ดวยพหุนามลากรองจดีกรี 3 เราจะไดสูตรใหม คือ 

            
12

0

1 4 6 8 11
3 4 5 2 5 4
5

x

x

hf x dx f f f f f             (4.1) 

 

 2. สูตรการประมาณคาปริพันธไมตรงแบบที่ขอบเขตลาง 

 ประมาณฟงกชัน  f x  ดวยพหุนามลากรองจดีกรี 2 เราจะไดสูตรใหม คือ 

          
3

0

1 3
3 3
4

x

x

hf x dx f f              (4.2) 

ซึ่งมีคาคลาดเคลื่อนคือ 

             
3 3

0 0

343
8

x x

x x

f x dx f x h F               (4.3) 

 

 ประมาณฟงกชัน  f x  ดวยพหุนามลากรองจดีกรี 4 เราจะไดสูตรใหม คือ 

                    
4

0

1 2 3 4
15 75 161 175 37
448

x

x

hf x dx f f f f             (4.4) 

ซึ่งมีคาคลาดเคลื่อนคือ 

                   
4 4

0 0

56375
16

x x

x x

f x dx f x h F              (4.5) 
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3. สูตรการประมาณคาปริพันธไมตรงแบบที่ขอบเขตบน 

 ประมาณฟงกชัน  f x  ดวยพหุนามลากรองจดีกรี 4 เราจะไดสูตรใหม คือ 

           
4

0

0 1 2 3
15 37 175 161 75
448

x

x

hf x dx f f f f             (4.6) 

ซึ่งมีคาคลาดเคลื่อนคือ 

             
4 4

0 0

56375
16

x x

x x

f x dx f x h F              (4.7) 

  

 จากการศึกษาสามารถสรุปไดวา สูตรที่ดีที่สุดจากสูตรทั้งหมดท่ีไดทำการศึกษาคนควาอิสระนี้ สำหรับ

ประมาณคาปริพันธจำกัดขอบเขตสำหรับของปริพันธไมตรงแบบ คือ 

            
12

0

1 4 6 8 11
3 4 5 2 5 4
5

x

x

hf x dx f f f f f             (4.1) 

เนื่องจากสูตรขางตนสามารถประมาณคาปริพันธไมตรงแบบไดท้ังปริพันธไมตรงแบบที่ขอบเขตทั้งสอง

ดาน ปริพันธไมตรงแบบที่ขอบเขตบน และปริพันธไมตรงแบบที่ขอบเขตลาง และคาคลาดเคลื่อนของสูตรยังมี

คานอยกวาสูตรอ่ืน ๆ ท่ีไดทำการศกึษา 

 

ผลการประมาณคาเชิงตัวเลขของปริพนัธ 

 1. ผลการประมาณคาเชิงตัวเลขของปริพันธไมตรงแบบท่ีขอบเขตท้ังสองดาน 

 พิจารณา 

Font = Palatino 11pt; Symbol = Eucl
 





1

0

1
1

I dx
x x

    (4.8)          

   

จากสมการ (4.8) จะเห็นไดวามีจุดเอกฐานท่ี  0x  และ  1x  เมื่อเราประมาณคาสมการขางตน 

จะไดผลการประมาณคา ดังนี้ โดยมีคาที่แมนตรงเปน  3.14159  

 

สมการ (4.1) 
     

2.947051
60

N  
     

3.003981
120

N
     

3.044271
240

N  

 

 2. ผลการประมาณคาเชิงตัวเลขของปริพันธไมตรงแบบที่ขอบเขตลาง 

 พิจารณา 

Font = Palatino 11pt; Symbol = Eucl  
1

0

1I dx
x

               (4.9) 
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จากสมการ (4.9) จะเห็นไดวามีจุดเอกฐานที่  0x  เมื่อเราประมาณคาสมการขางตน จะไดผลการ

ประมาณคา ดังนี้ โดยมีคาที่แมนตรงเปน 2.00000  

 

สมการ (4.1) 
     

1.902651
60

N  
     

1.931171
120

N  
     

1.951331
240

N  

สมการ (4.2) 
     

1.898561
60

N  
     

1.928271
120

N  
     

1.949281
240

N  

สมการ (4.4) 
     

1.90481
60

N  
     

1.932671
120

N  
     

1.952391
240

N  

Font = Palatino 11 

จากตารางขางตอนสามารถสรุปไดวา สมการ (4.4) ใหผลการประมาณคาที่ใกลเคียงกับคาท่ีแมนตรง

มากกวาสมการอ่ืน ๆ 

 

พิจารณา 

Font = Palatino 11pt; Symbol = Eucl  
1

0

lnI x x dx                (4.10) 

 

จากสมการ (4.10) จะเห็นไดวามีจุดเอกฐานที่  0x  เมื่อเราประมาณคาสมการขางตน จะไดผลการ

ประมาณคา ดังนี้ โดยมีคาที่แมนตรงเปน 0.25000  

 

สมการ (4.1) 
     

0.250051
60

N  
     

0.250011
120

N  
     

0.250001
240

N  

สมการ (4.2) 
     

0.250071
60

N  
     

0.250021
120

N  
     

0.250011
240

N  

สมการ (4.4) 
     

0.250041
60

N  
     

0.250011
120

N  
     

0.250001
240

N  

 

จากตารางขางตอนสามารถสรุปไดวา สมการ (4.1) และ สมการ (4.4) ใหผลการประมาณคาที่

ใกลเคยีงกับคาท่ีแมนตรงมากกวาสมการ (4.2) 

 

 พิจารณา 

Font = Palatino 11pt; Symbol = Eucl


 
1

3
0 4

xeI dx
x

               (4.11) 
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จากสมการ (4.11) จะเห็นไดวามีจุดเอกฐานที่  0x  เมื่อเราประมาณคาสมการขางตน จะไดผลการ

ประมาณคา ดังนี้ โดยมีคาที่แมนตรงเปน 2.96000  

 

สมการ (4.1) 
     

2.429241
60

N  
     

2.580581
120

N
     

2.707741
240

N  

สมการ (4.2) 
     

2.411891
60

N  
     

2.566021
120

N
     

2.695511
240

N  

สมการ (4.4) 
     

2.439011
60

N  
     

2.588791
120

N
     

2.714641
240

N  

 

จากตารางขางตอนสามารถสรุปไดวา สมการ (4.4) ใหผลการประมาณคาที่ใกลเคียงกับคาท่ีแมนตรง

มากกวาสมการอ่ืน ๆ 

 

 พิจารณา 

Font = Palatino 11pt; Symbol = Eucl
 

 



1

0

ln
1
x x

I dx
x

               (4.12) 

 

จากสมการ (4.12) จะเห็นไดวามีจุดเอกฐานที่  0x  เมื่อเราประมาณคาสมการขางตน จะไดผลการ

ประมาณคา ดังนี้ โดยมีคาที่แมนตรงเปน 1.82247  

 

สมการ (4.1) 
     

0.177581
60

N  
     

0.177551
120

N
     

0.177541
240

N  

สมการ (4.2) 
     

0.177611
60

N  
     

0.177551
120

N
     

0.177541
240

N  

สมการ (4.4) 
     

0.177581
60

N  
     

0.177541
120

N
     

0.177541
240

N  

 

จากตารางขางตอนสามารถสรุปไดวา สมการ (4.2) ใหผลการประมาณคาที่ใกลเคียงกับคาท่ีแมนตรง

มากกวาสมการอ่ืน ๆ 

 

 พิจารณา 

Font = Palatino 11pt; Symbol = Eucl  
1

0

lnI x x dx                (4.13)           
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จากสมการ (4.13) จะเห็นไดวามีจุดเอกฐานที่  0x  เมื่อเราประมาณคาสมการขางตน จะไดผลการ

ประมาณคา ดังนี้ โดยมีคาที่แมนตรงเปน 0.44444  

 

สมการ (4.1) 
     

0.445231
60

N  
     

0.444761
120

N  
     

0.444571
240

N  

สมการ (4.2) 
     

0.445371
60

N  
     

0.444821
120

N  
     

0.444591
240

N  

สมการ (4.4) 
     

0.445181
60

N  
     

0.444741
120

N  
     

0.444561
240

N  

 

จากตารางขางตอนสามารถสรุปไดวา สมการ (4.4) ใหผลการประมาณคาที่ใกลเคียงกับคาท่ีแมนตรง

มากกวาสมการอ่ืน ๆ 

 

 จากการศึกษาสามารถสรุปไดวา สูตรที่ดีที่สุดจากสูตรการประมาณคาเชิงตัวเลขของปริพันธไมตรง

แบบที่ขอบเขตลางที่ไดทำการศึกษาคนควาอิสระนี้ สำหรับประมาณคาปริพันธจำกัดขอบเขตสำหรับของ

ปริพันธไมตรงแบบที่ขอบเขตลาง คือสูตร (4.4) ซ่ึงใหผลการประมาณคาที่ใกลเคียงกับคาที่แมนตรงมากที่สุด 

 

3. ผลการประมาณคาเชิงตัวเลขของปริพันธไมตรงแบบท่ีขอบเขตบน 

 พิจารณา 

Font = Palatino 11pt; Symbol = Eucl
 







1

20 1

xeI dx
x

               (4.14) 

 

จากสมการ (4.14) จะเห็นไดวามีจุดเอกฐานที่  1x  เมื่อเราประมาณคาสมการขางตน จะไดผลการ

ประมาณคา ดังนี้ โดยมีคาที่แมนตรงเปน 0.86000  

 

สมการ (4.1) 
     

0.847811
60

N  
     

0.855201
120

N
     

0.860431
240

N  

สมการ (4.6) 
     

0.848361
60

N  
     

0.855591
120

N
     

0.860711
240

N  

 

จากตารางขางตอนสามารถสรุปไดวา สมการ (4.6) ใหผลการประมาณคาที่ใกลเคียงกับคาท่ีแมนตรง

มากกวาสมการ (4.1) 
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 จากการศึกษาสามารถสรุปไดวา สูตรที่ดีที่สุดจากสูตรการประมาณคาเชิงตัวเลขของปริพันธไมตรง

แบบที่ขอบเขตลางที่ไดทำการศึกษาคนควาอิสระนี้ สำหรับประมาณคาปริพันธจำกัดขอบเขตสำหรับของ

ปริพันธไมตรงแบบที่ขอบเขตบน คือสูตร (4.6) ซึ่งใหผลการประมาณคาที่ใกลเคยีงกับคาที่แมนตรงมากที่สุด 
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