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บทคัดยNอ 

 การคMนควMาอิสระน้ี เราไดMศึกษานิยามและสมบัติบางประการของพีชคณิต d และพีชคณิต d ที่มีขอบเขต 
โดยเราไดMศึกษาสมบัติของพีชคณิตยLอย d ตัวกรองในพีชคณิต d หนLวยในพีชคณิต d ที่มีขอบเขต ฟiงกXชันสาทิส
สัณฐานในพีชคณิต d และตัวกรองบางชนิดในพีชคณิต d ที่มีขอบเขต ไดMแกL ตัวกรอง d ตัวกรอง d แบบบริบูรณX 
ตัวกรอง crazy และตัวกรอง crazy แบบบริบูรณX นอกจากน้ีเราไดMพิจารณาความสัมพันธXระหวLางตัวกรองท่ีไดM
กลLาวถึงในพีชคณิต d และพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต 
 

Abstract 

 In this independent study, we study the definitions and some properties of d-algebras and 
bounded d-algebras. We study properties of subalgebras d, filters in d-algebras, unit in bouned d-
algebra, homomorphism in d-algebras and some new types of filters in bounded d-algebras, such 
as d-filters, complete d-filters, crazy filters and complete crazy filters. Moreover, we consider the 
relationship among them that are discussed in d-algebras and bounded d-algebras. 
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บทที่ 1 
บทนำ 

(Introduction) 
 
 แนวคิดเกี่ยวกับพีชคณิต d (d-algebra) ได>ริเริ่มโดย Neggers และ Kim ในปK 1999 [4] รวมถึงได>ศึกษา
เกี ่ยวกับสมบัติบางประการของพีชคณิต d ตZอมาในปK 2012 Muhammad และ Faisal [3] ได>ศึกษาแนวคิด
เกี่ยวกับตัวคูณในพีชคณิต d และสมบัติบางประการของตัวคูณในพีชคณิต d นอกจากนี้ในปK 2016 Abdullah 
และ Radhy [1] ได>เสนอแนวคิดเกี่ยวกับพีชคณิต BCK (BCK-algebra) ซึ่งเปlนคลาสยZอยแท>ของพีชคณิต d โดยได>
ศึกษาเกี่ยวกับสมบัติของพีชคณิต BCK และตัวกรองบางชนิดในพีชคณิต BCK สำหรับพีชคณิต d ยังไมZมีผู>ศึกษา
ค>นคว>าเกี่ยวกับเรื่องตัวกรองชนิดตZาง ๆ มากนัก ด>วยเหตุผลดังกลZาว ในการค>นคว>าอิสระนี้จึงเปlนการศึกษา
เก่ียวกับตัวกรองบางชนิดในพีชคณิต d 
 การศึกษาค>นคว>าอิสระในครั้งนี้ ได>ทำการศึกษาเกี่ยวกับนิยามและสมบัติบางประการของพีชคณิต d และ
พีชคณิต d ที่มีขอบเขต โดยเริ่มต>นจากการศึกษานิยามของพีชคณิต d และพีชคณิต d ที่มีขอบเขต พร>อมท้ัง
ยกตัวอยZาง และศึกษาตัวกรองบางชนิดในพีชคณิต d และพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต 
 ในบทท่ี 2 เราได>ศึกษาความรู>พ้ืนฐานเก่ียวกับความสัมพันธv ฟxงกvชัน และการดำเนินการทวิภาค 
 ในบทที่ 3 เราได>ศึกษาเกี่ยวกับนิยามของพีชคณิต d และพีชคณิต d ที่มีขอบเขต พร>อมทั้งยกตัวอยZาง
พีชคณิต d ท้ังเซตจำกัดและเซตอนันตv นอกจากน้ีได>ศึกษาสมบัติบางประการของพีชคณิต d ได>แกZ พีชคณิตยZอย d 
ตัวกรองในพีชคณิต d หนZวยในพีชคณิต d ที่มีขอบเขต ฟxงกvชันสาทิสสัณฐานในพีชคณิต d และศึกษาตัวกรองบาง
ชนิดในพีชคณิต d ที่มีขอบเขต ได>แกZ ตัวกรอง d ตัวกรอง d แบบบริบูรณv ตัวกรอง crazy และตัวกรอง crazy 
แบบบริบูรณv พร>อมท้ังยกตัวอยZาง และหาความสัมพันธvระหวZางตัวกรองตZาง ๆ ท่ีกลZาวมา 
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บทที่ 2  
ความรู0พื้นฐาน 
(Preliminaries) 

 
2.1 ความสัมพันธ? (Relations) 
บทนิยาม 2.1.1: ให> ! และ " เปlนเซต ผลคูณคาร?ทีเชียน (Cartesian products) ของ ! และ " เขียนแทน
ด>วย ! × " กำหนดโดย 

! × " = {(', ))	|	' ∈ !, ) ∈ "} 
เรียก (', )) วZาคูZอันดับ โดยมี ' เปlนพิกัดแรก และ ) เปlนพิกัดหลัง 
 ถ>า	! หรือ " เปlนเซตวZาง แล>ว ! × " เปlนเซตวZาง 
 
ตัวอยPาง 2.1.2: ให> ! = {', ), /} และ " = {4,5} จะได> 

! × " = {(', 4), (', 5), (), 4), (), 5), (/, 4), (/, 5)} 
 
บทนิยาม 2.1.3: ให> ! และ " เปlนเซตท่ีไมZเปlนเซตวZาง จะกลZาววZา 2 เปTนความสัมพันธ? จาก ! ไป " (relation 
from ! to ") ก็ตZอเม่ือ 2 ⊆ ! × " 
 ถ>า 2 เปlนความสัมพันธvจาก	! ไป " แล>วสามารถเขียนแทน (', )) ∈ 2 ด>วย '	2	) 

จะเรียกความสัมพันธvจาก ! ไป ! วZา ความสัมพันธ?บน ! (relation on !) 
 
ตัวอยPาง 2.1.4: ให> ! = {', ), /} และ " = {4,5} และให> 2 = {(', 4), (), 4), (/, 4)} 
ดังน้ัน 2 เปlนความสัมพันธvจาก	! ไป " และได>วZา '	2	4, )	2	4 และ /	2	4 

 
บทนิยาม 2.1.5: ให> ! เปlนเซตท่ีไมZเปlนเซตวZาง และ	2 เปlนความสัมพันธvบน ! 
 (1)  2 มีสมบัติสะท[อน (reflexive) ก็ตZอเม่ือ 4	2	4 สำหรับทุก	4 ∈ ! 
 (2)  2 มีสมบัติสมมาตร (symmetric) ก็ตZอเม่ือ ถ>า	4	2	5 แล>ว 5	2	4 สำหรับทุก	4, 5 ∈ !	
 (3)  2 มีสมบัติปฏิสมมาตร (antisymmetric) ก็ตZอเม่ือ ถ>า	4	2	5 และ	5	2	4 แล>ว 4 = 5  

สำหรับทุก	4, 5 ∈ !	
 (4)  2 มีสมบัติถPายทอด (transitive) ถ>า	4	2	5 และ 5	2	6 แล>ว	4	2	6 สำหรับทุก 4, 5, 6 ∈ ! 
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บทนิยาม 2.1.6: ให>	2 เปlนความสัมพันธvบน	! จะเรียก 2 วZาเปlนความสัมพันธ?สมมูล (equivalence relation) 
บน	! ก็ตZอเม่ือ	2 มีสมบัติสะท>อน สมบัติสมมาตร และสมบัติถZายทอด 
 
ตัวอยPาง 2.1.7: ให> ', ) ∈ ℤ และกำหนด 

'	2	) ⟺ ' ≡ )(mod	=) 
⟺=|	' − )	 

 (1)  ให> ' ∈ ℤ จาก ' − ' = 0 ทำให>ได>วZา =|	' − ' 

จะได>วZา ' ≡ '(mod	=) น่ันคือ '	2	' 
ดังน้ัน	2 มีสมบัติสะท>อน 
 (2)  ให>	', ) ∈ ℤ 
สมมติให>	'	2	) 
จะได>วZา	' ≡ )(mod	=) 
ดังน้ัน 	=|	' − ) น่ันคือ ' − ) = =@ สำหรับบาง	@ ∈ ℤ 
ได>วZา ) − ' = =(−@) โดยท่ี −@ ∈ ℤ  ได>วZา =|	) − ' น่ันคือ )	2	' 
ดังน้ัน 2 มีสมบัติสมมาตร 
 (3)  ให> ', ), / ∈ ℤ 
สมมติให> '	2	) และ )	2	/ 
จะได>วZา ' ≡ )(mod	=) และ ) ≡ /(mod	=) 
ดังน้ัน 	=|	' − ) และ =|	) − / 
น่ันคือ 	' − ) = =A และ ) − / = =B สำหรับบาง A, B ∈ ℤ 
จะได> ' − / = =A + =B = =(A + B) โดยท่ี A + B ∈ ℤ 
จะเห็นวZา =|	' − / น่ันคือ ' ≡ /(mod	=) 
ได>วZา '	2	/ 
ดังน้ัน 2 มีสมบัติถZายทอด 
จาก (1) – (3) สรุปได>วZา 2 เปlนความสัมพันธvสมมูล 
 
บทนิยาม 2.1.8: ให> ! เปlนเซตท่ีไมZเปlนเซตวZาง และ 2 เปlนความสัมพันธvบน ! จะเรียก 2 วZาเปlน อันดับ
บางสPวน (partially order) บน ! ก็ตZอเม่ือ 2 มีสมบัติสะท>อน สมบัติปฏิสมมาตร และสมบัติถZายทอด 
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ตัวอยPาง 2.1.9: ให> 2 เปlนความสัมพันธv ≤ บน ℕ 

 (1)  จะเห็นวZา ' ≤ ' สำหรับทุก ' ∈ ℕ ดังน้ัน 2 มีสมบัติสะท>อน 
 (2)  ให> ', ), / ∈ ℕ 
สมมติให> ' ≤ ) และ ) ≤ / 
ได>วZา ' ≤ ) ≤ / น่ันคือ ' ≤ / 
ดังน้ัน 2 มีสมบัติถZายทอด 
 (3)  ให> ', ) ∈ ℕ 
สมมติให> ' ≤ ) และ ) ≤ ' 
ได>วZา ' = ) 
ดังน้ัน 2 มีสมบัติปฏิสมมาตร 
จาก (1) – (3) สรุปได>วZา 2 เปlนความสัมพันธvอันดับบางสZวนบน ℕ 

 
2.2 ฟdงก?ชัน (Functions) 
บทนิยาม 2.2.1: ให> ! และ " เปlนเซตท่ีไมZเปlนเซตวZาง และให> F เปlนความสัมพันธvจาก ! ไป " 
 (1)  F เปlนฟdงก?ชัน (function) ก็ตZอเม่ือ สำหรับทุก ' ∈ ! และ ), / ∈ " ถ>า (', )) ∈ F และ 
(', /) ∈ F แล>ว ) = / 

 (2)  F เปlนฟdงก?ชันจาก ! ไป " (function from ! to ") เขียนแทนด>วย F: ! → " ก็ตZอเม่ือ F เปlน
ฟxงกvชัน และสำหรับทุก ' ∈ ! จะมี ) ∈ " ซ่ึง (', )) ∈ F 

 ให> F เปlนฟxงกvชัน จะเรียกเซต {' ∈ !	|	(', )) ∈ F สำหรับบาง ) ∈ "} วZาโดเมน (domain) ของ F 
เขียนแทนด>วย I! และเรียกเซต {) ∈ "	|	(', )) ∈ F สำหรับบาง ' ∈ !} วZาเรนจ? (range) ของ F เขียนแทน
ด>วย J! 
 ดังน้ัน F เปlนฟxงกvชันจาก ! ไป " ก็ตZอเม่ือ F เปlนฟxงกvชัน และ I! = ! และจะเขียนแทน (4, 5) ∈ F 
ด>วย 5 = F(4) 
 
บทนิยาม 2.2.2: ให> F เปlนฟxงกvชันจาก ! ไป " 
 (1)  F เปlนฟdงก?ชันหน่ึงตPอหน่ึงจาก ! ไป " (one-to-one function from ! to ") เขียนแทนด>วย 
F: ! "#"K⎯M " ก็ตZอเม่ือ ถ>า F(4) = F(5) แล>ว 4 = 5 สำหรับทุก 4, 5 ∈ ! 
 (2)  F เปlนฟdงก?ชันท่ัวถึงจาก ! ไป " (function from ! onto ") เขียนแทนด>วย F: ! $%&$K⎯M " ก็
ตZอเม่ือ สำหรับทุก 5 ∈ " จะมี 4 ∈ ! ซ่ึง F(4) = 5 น่ันคือ J! = " 
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บทนิยาม 2.2.3: ให> !, ", N เปlนเซตท่ีไมZเปlนเซตวZาง และ F: ! → " และ O: " → N 
กำหนดฟdงก?ชันประกอบ (composite function) ของ F และ O ดังน้ี 
ให> O ∘ F: ! → N กำหนดโดย 

(O ∘ F)(4) = O(F(4)) 
สำหรับทุก 4 ∈ ! 
 
บทนิยาม 2.2.4: ให> 2 เปlนความสัมพันธvจาก ! ไป " 
 ความสัมพันธ?ผกผัน (inverse relation) ของ 2 เขียนแทนด>วย 2#" คือ ความสัมพันธvจาก " ไป ! 
กำหนดโดย 

2#" = {(5, 4) ∈ " × !	|	(4, 5) ∈ 2} 
 
บทนิยาม 2.2.5: ให> F ⊆ ! × " เปlนฟxงกvชัน และ F#" เปlนความสัมพันธvผกผันของ F ถ>า F#" เปlนฟxงกvชัน เรา
เรียก F#" วZา ฟdงก?ชันผกผัน (inverse function) ของ F 
 ดังน้ัน ถ>า F#" เปlนฟxงกvชัน แล>ว F#"(5) = 4 ก็ตZอเม่ือ F(4) = 5 
 
ทฤษฎีบท 2.2.6 [6]: ให> F: ! → " ถ>า F เปlนฟxงกvชันท่ัวถึงและฟxงกvชันหน่ึงตZอหน่ึง แล>ว F#": " → ! เปlน
ฟxงกvชันท่ัวถึงและฟxงกvชันหน่ึงตZอหน่ึง 
 
บทนิยาม 2.2.7: ให> F: ! → " จะเรียก เรนจvของ F วZา ภาพ หรือ อิมเมจ (image) ของ F  
เขียนแทนด>วย Q=(F) น่ันคือ 

Q=(F) = {) ∈ "	|	) = F(')	∃' ∈ !} = {F(')	|	' ∈ !} 
 
บทนิยาม 2.2.8: ให> F: ! → ", S ⊆ ! และ T ⊆ " 
 (1)  อิมเมจของ S ภายใต[ F (image of S under F) เขียนแทนด>วย F(S) คือ เซต 

F(S) = {) ∈ "	|	) = F(4)	∃4 ∈ S} = {F(4)	|	4 ∈ S} 
 น่ันคือ ) ∈ F(S) ก็ตZอเม่ือ F(4) = )	∃4 ∈ S 
 (2)  อินเวอร?สอิมเมจ (บุพภาพ หรือ พรีอิมเมจ) ของ T ภายใต[ F (inverse image of T under F) 
เขียนแทนด>วย F#"(T) คือ เซต 

F#"(T) = {' ∈ !	|	F(') ∈ T} 
 น่ันคือ ' ∈ F#"(T) ก็ตZอเม่ือ F(') ∈ T 
จะได>วZา     1.  F(S) ⊆ J! และ F(!) = Q=(F) = J! ⊆ " 
     2.  F#"(T) ⊆ I! และ F#"(") = I! = ! 
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ทฤษฎีบท 2.2.9: ให> F: ! → " เปlนฟxงกvชันท่ัวถึงและฟxงกvชันหน่ึงตZอหน่ึง และให> S ⊆ ! จะได>วZา 
ถ>า 4 ∈ F(S) แล>ว F#"(4) ∈ S 
พิสูจน? ให> F: ! → " เปlนฟxงกvชันท่ัวถึงและฟxงกvชันหน่ึงตZอหน่ึง และให> S ⊆ ! 
สมมติให> 4 ∈ F(S) 
จะได>วZามี 6 ∈ S ซ่ึง 4 = F(6) 
จาก F เปlนฟxงกvชันท่ัวถึงและหน่ึงตZอหน่ึง โดยทฤษฎีบท 2.2.6 ได>วZา F#" เปlนฟxงกvชัน 
ดังน้ัน F#"(4) = 6 
น่ันคือ F#"(4) ∈ S 
 
บทนิยาม 2.2.10: ให>	! เปlนเซตท่ีไมZเปlนเซตวZาง และให> U': ! → ! กำหนดโดย F(4) = 4 สำหรับทุก 4 ∈ ! 
เราเรียก U' วZาฟdงก?ชันเอกลักษณ? (identity) บน ! 
 
ทฤษฎีบท 2.2.11 [6]: ให> F เปlนฟxงกvชันจาก ! ไป " และ F#" เปlนฟxงกvชันจาก J! ไป ! จะได>วZา 
 (1)  F#" ∘ F = U' 
 (2)  F ∘ F#" = U(! 
 
2.3 การดำเนินการทวิภาค (Binary operations) 
บทนิยาม 2.3.1: ให> ! เปlนเซตท่ีไมZเปlนเซตวZาง 
 การดำเนินการทวิภาค (binary operation) ∗ บนเซต ! คือ ฟxงกvชันจาก ! × ! ไป ! 
(น่ันคือ ∗	∶ ! × ! → !) 

สำหรับ ', ) ∈ ! จะเขียนแทน ∗ (', )) ด>วย ' ∗ ) 
จะได>วZา ∗ เปlนการดำเนินการทวิภาคบน ! ก็ตZอเม่ือ สำหรับทุก ', ) ∈ ! ได>วZา ' ∗ ) หาคZาได>เสมอ และมีเพียง
คZาเดียวใน ! 
 ให> ∅ ≠ " ⊆ ! และ ∗	∶ ! × ! → ! 
 ถ>า ' ∗ ) ∈ " ทุก ', ) ∈ " แล>วจะเรียก " มีสมบัติการปzด (closure property) ภายใต> ∗ ในกรณีท่ี 
" มีสมบัติปäดภายใต> ∗ เราจะได>วZา ∗ เปlนการดำเนินการทวิภาคบน " และเรียก ∗ วZาเปlน การดำเนินการท่ีถูก
เหน่ียวนำ (induced operation) ของ ∗ บน " 
 
  

∎ 
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บทที่ 3 
พีชคณิต d 

(d-algebras) 
 
3.1 บทนิยามและตัวอยPางพีชคณิต d 
บทนิยาม 3.1.1: ให> S เปlนเซตท่ีไมZเปlนเซตวZาง และ 0 ∈ S โดยท่ี ∗ เปlนการดำเนินการทวิภาคบน S 
จะเรียก (S,	∗,.0)  (หรือ S) วZาเปlน พีชคณิต d (d-algebra) ถ>ามีสมบัติดังตZอไปน้ี 
 (d1)  4 ∗ 4 = 0 

 (d2)  0 ∗ 4 = 0 

 (d3)  ถ>า 4 ∗ 5 = 0 และ 5 ∗ 4 = 0 แล>ว 4 = 5 
สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
 
บทต้ัง 3.1.2: ให> S เปlนพีชคณิต d และ 4 ∈ S จะได>วZา ถ>า 4 ∗ 0 = 0 แล>ว 4 = 0 
พิสูจน? ให> S เปlนพีชคณิต d และ 4 ∈ S 
สมมติให> 4 ∗ 0 = 0   
จาก (d2) ได>วZา 0 ∗ 4 = 0 
ดังน้ัน 4 ∗ 0 = 0 และ 0 ∗ 4 = 0 
จาก (d3) จะได>วZา 4 = 0 
 
ตัวอยPาง 3.1.3: ให> S = {0,1,2} และกำหนดการดำเนินการทวิภาค ∗ บน S ดังตารางตZอไปน้ี 

∗ 0 1 2 
0 0 0 0 
1 2 0 2 
2 1 1 0 

 
จากตารางได>วZา 4 ∗ 4 = 0 และ 0 ∗ 4 = 0 สำหรับทุก 4 ∈ S 
ดังน้ัน S สอดคล>องกับสมบัติ (d1) และ (d2) ตามลำดับ 
จากตารางจะเห็นวZา 

1 ∗ 0 = 2 ≠ 0, 2 ∗ 0 = 1 ≠ 0, 1 ∗ 2 = 2 ≠ 0  และ  2 ∗ 1 = 1 ≠ 0 

∎ 
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น่ันคือ สำหรับทุก 4, 5 ∈ S โดยท่ี 4 ≠ 5 ได>วZา 4 ∗ 5 ≠ 0 หรือ 5 ∗ 4 ≠ 0 
ดังน้ัน ถ>า 4 ∗ 5 = 0 และ 5 ∗ 4 = 0 แล>ว 4 = 5 สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
จะได>วZา S สอดคล>องกับสมบัติ (d3) 
ดังน้ัน S เปlนพีชคณิต d 
 
ตัวอยPาง 3.1.4: ให> S = ℕ ∪ {0} เม่ือ ℕ เปlนเซตของจำนวนเต็มบวก และกำหนดการดำเนินการทวิภาค ∗ บน 
S ดังน้ี 

4 ∗ 5 ∶= _		0, 4 ≤ 5
		1, 4 > 5 

ให> 4 ∈ S จาก 4 ≤ 4 จะได>วZา 4 ∗ 4 = 0  
และจาก 0 ≤ 4 จะได>วZา 0 ∗ 4 = 0 
ดังน้ัน S สอดคล>องกับสมบัติ (d1) และ (d2) ตามลำดับ 
ให> 4, 5 ∈ S โดยท่ี 4 ≠ 5 ได>วZา 
ถ>า 4 < 5 แล>ว 5 ∗ 4 = 1 ≠ 0 
และถ>า 4 > 5 แล>ว 4 ∗ 5 = 1 ≠ 0 
ได>วZา ถ>า 4 ≠ 5 แล>ว 4 ∗ 5 ≠ 0 หรือ 5 ∗ 4 ≠ 0 
น่ันคือ ถ>า 4 ∗ 5 = 0 และ 5 ∗ 4 = 0 แล>ว 4 = 5 สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
ได>วZา S สอดคล>องกับสมบัติ (d3) 
ดังน้ัน S เปlนพีชคณิต d 
 
บทนิยาม 3.1.5: ให> S เปlนพีชคณิต d จะนิยามความสัมพันธv ≤ บน S ดังน้ี 

4 ≤ 5 ก็ตZอเม่ือ 4 ∗ 5 = 0 สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
 
ตัวอยPาง 3.1.6: ให> S = {0,1,2,3} และกำหนดการดำเนินการทวิภาค ∗ บน S ดังตารางตZอไปน้ี 

∗ 0 1 2 3 
0 0 0 0 0 
1 1 0 0 1 
2 2 2 0 0 
3 3 3 3 0 
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จากตารางได>วZา 4 ∗ 4 = 0 และ 0 ∗ 4 = 0 สำหรับทุก 4 ∈ S 
ดังน้ัน S สอดคล>องกับสมบัติ (d1) และ (d2) ตามลำดับ 
จากตารางจะเห็นวZา 

1 ∗ 0 = 1 ≠ 0, 2 ∗ 0 = 2 ≠ 0, 3 ∗ 0 = 3 ≠ 0, 2 ∗ 1 = 2 ≠ 0, 

1 ∗ 3 = 1 ≠ 0,									3 ∗ 1 = 3 ≠ 0  และ  3 ∗ 2 = 3 ≠ 0 
น่ันคือ สำหรับทุก 4, 5 ∈ S โดยท่ี 4 ≠ 5 ได>วZา 4 ∗ 5 ≠ 0 หรือ 5 ∗ 4 ≠ 0 
ดังน้ัน ถ>า 4 ∗ 5 = 0 และ 5 ∗ 4 = 0 แล>ว 4 = 5 สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
จะได>วZา S สอดคล>องกับสมบัติ (d3) 
ดังน้ัน S เปlนพีชคณิต d 
จาก 4 ∗ 4 = 0 และ 0 ∗ 4 = 0 สำหรับทุก 4 ∈ S 

จะได>วZา 0 ≤ 0, 0 ≤ 1, 0 ≤ 2, 0 ≤ 3, 1 ≤ 1, 2 ≤ 2 และ 3 ≤ 3 
จากตารางจะเห็นได>วZา 1 ∗ 2 = 0 และ 2 ∗ 3 = 0 ดังน้ัน 1 ≤ 2 และ 2 ≤ 3 

 
 จากตัวอยZาง 3.1.6 จะเห็นวZา ≤ ไมZมีสมบัติสมมาตร เน่ืองจาก 0 ≤ 1 แตZ 1 ≰ 0 และ ≤ ไมZมีสมบัติ
ถZายทอด เน่ืองจาก 1 ≤ 2 และ 2 ≤ 3 แตZ 1 ≰ 3 
 
บทต้ัง 3.1.7: ให> S เปlนพีชคณิต d จะได>วZาข>อความตZอไปน้ีเปlนจริง 
 (1)  ≤ มีสมบัติสะท>อน 
 (2)  ≤ มีสมบัติปฏิสมมาตร 
 (3)  0 ≤ 4 สำหรับทุก 4 ∈ S 
พิสูจน? ให> S เปlนพีชคณิต d 
 (1)  จาก (d1) ได>วZา 4 ∗ 4 = 0 สำหรับทุก 4 ∈ S 
ดังน้ัน 4 ≤ 4 สำหรับทุก 4 ∈ S 
น่ันคือ ≤ มีสมบัติสะท>อน 
 (2)  ให> 4, 5 ∈ S 
สมมติให> 4 ≤ 5 และ 5 ≤ 4 
จะได>วZา 4 ∗ 5 = 0 และ 5 ∗ 4 = 0 
จาก (d3) ได>วZา 4 = 5 
ดังน้ัน ≤ มีสมบัติปฏิสมมาตร 
 (3)  จาก (d2) ได>วZา 0 ∗ 4 = 0 สำหรับทุก 4 ∈ S 
ดังน้ัน 0 ≤ 4 สำหรับทุก 4 ∈ S ∎ 
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บทนิยาม 3.1.8: ให> S เปlนพีชคณิต d และ Q เปlนเซตยZอยของ S ท่ีไมZเปlนเซตวZาง จะเรียก Q วZาเปlน พีชคณิต
ยPอย d (d-subalgebra) ของ S ถ>า 4 ∗ 5 ∈ Q สำหรับทุก 4, 5 ∈ Q 
 
ตัวอยPาง 3.1.9: ให> S = {0,1,2} และกำหนดการดำเนินการทวิภาค ∗ บน S ดังตารางตZอไปน้ี 

∗ 0 1 2 
0 0 0 0 
1 2 0 2 
2 1 1 0 

 
จากตัวอยZาง 3.1.3 ได>วZา S เปlนพีชคณิต d 
ให> Q" = {0}, Q) = {0,2} และ Q* = {1,2} 
พิจารณา Q" = {0} 
ได>วZา 0 ∗ 0 = 0 ∈ Q" 
จะเห็นวZา 4 ∗ 5 ∈ Q" สำหรับทุก 4, 5 ∈ Q" 
ดังน้ัน Q" เปlนพีชคณิตยZอย d ของ S 
พิจารณา Q) = {0,2} 
จะเห็นวZา 2 ∗ 0 = 1 ∉ Q) 
ดังน้ัน Q) ไมZเปlนพีชคณิตยZอย d ของ S 
พิจารณา Q* = {1,2} 
จะเห็นวZา 1 ∗ 1 = 0 ∉ Q* 
ดังน้ัน Q* ไมZเปlนพีชคณิตยZอย d ของ S 
 
บทต้ัง 3.1.10: ให> S เปlนพีชคณิต d และ Q เปlนพีชคณิตยZอย d ของ S จะได>วZา 0 ∈ Q 
พิสูจน? ให> S เปlนพีชคณิต d และ Q เปlนพีชคณิตยZอย d ของ S 
ดังน้ัน Q ≠ ∅ จะได>วZามี 4 ∈ Q 
จาก (d1) ได>วZา 4 ∗ 4 = 0 
จาก Q เปlนพีชคณิตยZอย d จะได>วZา 4 ∗ 4 ∈ Q 
ดังน้ัน 0 ∈ Q 
 
 

∎ 
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บทต้ัง 3.1.11: ให> S เปlนพีชคณิต d และ Q เปlนพีชคณิตยZอย d ของ S จะได>วZา Q เปlนพีชคณิต d  
พิสูจน? ให> S เปlนพีชคณิต d และ Q เปlนพีชคณิตยZอย d ของ S 
ได>วZา Q ≠ ∅ และ 4 ∗ 5 ∈ Q สำหรับทุก 4, 5 ∈ Q 
ดังน้ัน Q มีสมบัติปäดภายใต> ∗ 
จาก Q ⊆ S ได>วZา ∗ เปlนการดำเนินการทวิภาคบน Q 
และจากบทต้ัง 3.1.10 ได>วZา 0 ∈ Q 
ให> 4, 5 ∈ Q จะได>วZา 4, 5 ∈ S 
ดังน้ัน Q สอดคล>องกับ (d1)-(d3) 
น่ันคือ Q เปlนพีชคณิต d 
 
บทต้ัง 3.1.12: ให> S เปlนพีชคณิต d จะได>วZา 
 (1)  S เปlนพีชคณิตยZอย d ของ S 
 (2)  {0} เปlนพีชคณิตยZอย d ของ S 
พิสูจน? ให> S เปlนพีชคณิต d 
 (1)  จะแสดงวZา S เปlนพีชคณิตยZอย d ของ S 
เห็นได>ชัดวZา S ⊆ S และ S ≠ ∅ 
ให>	4, 5 ∈ S ได>วZา 4 ∗ 5 ∈ S สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
ดังน้ัน S เปlนพีชคณิตยZอย d ของ S 
 (2)  จะแสดงวZา {0} เปlนพีชคณิตยZอย d ของ S 
เห็นได>วZา {0} ⊆ S และ {0} ≠ ∅ 
ให> 4, 5 ∈ {0} ได>วZา 4 = 0 = 5 
จาก (d1) ได>วZา 4 ∗ 5 = 0 ∗ 0 = 0 ∈ {0} 
ดังน้ัน {0} เปlนพีชคณิตยZอย d ของ S 
 
3.2 ตัวกรองในพีชคณิต d (Filters in d-algebras) 
บทนิยาม 3.2.1: ให> S เปlนพีชคณิต d และ e เปlนเซตยZอยของ S ท่ีไมZเปlนเซตวZาง 
จะเรียก e วZาเปlน ตัวกรอง (filter) ของ S ถ>า 
 (F1)  0 ∈ e 
 (F2)  ถ>า 4 ∗ 5 ∈ e และ 5 ∈ e แล>ว 4 ∈ e สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
 

∎ 

∎ 
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ตัวอยPาง 3.2.2: ให> S = {0,1,2,3} และกำหนดการดำเนินการทวิภาค ∗ บน S ดังตารางตZอไปน้ี 

∗ 0 1 2 3 
0 0 0 0 0 
1 1 0 0 1 
2 2 2 0 0 
3 3 3 3 0 

 
จากตัวอยZาง 3.1.6 ได>วZา S เปlนพีชคณิต d 
ให> e" = {0}, e) = {0,1} และ e* = {0,2} 
 พิจารณา e" = {0} 
เห็นได>ชัดวZา 0 ∈ e" 
น่ันคือ (F1) เปlนจริง 
สมมติให> 4 ∗ 5 ∈ e" และ 5 ∈ e" 
จะได>วZา 4 ∗ 5 = 0 และ 5 = 0 
ดังน้ัน 4 ∗ 0 = 0 
จากตารางจะได>วZา 4 = 0 ∈ e" 
น่ันคือ (F2) เปlนจริง 
ดังน้ัน e" เปlนตัวกรองของ S 
 พิจารณา e) = {0,1} 
เห็นได>ชัดวZา 0 ∈ e) 
น่ันคือ (F1) เปlนจริง 
จะแสดงวZา ถ>า 4 ∗ 5 ∈ e) และ 5 ∈ e) แล>ว 4 ∈ e) 
โดยจะแสดงวZา ถ>า 4 ∉ e) แล>ว 4 ∗ 5 ∉ e) หรือ 5 ∉ e) 
ให> 4, 5 ∈ S โดยท่ี 4 ∉ e) และ 5 ∈ e) 
ได>วZา 4 ∈ {2,3} และ 5 ∈ {0,1} 
จากตารางได>วZา   

2 ∗ 0 = 2 ∉ e), 2 ∗ 1 = 2 ∉ e), 3 ∗ 0 = 3 ∉ e)  และ  3 ∗ 1 = 3 ∉ e) 
ดังน้ัน 4 ∗ 5 ∉ e) สำหรับทุก 4 ∉ e) และ 5 ∈ e) 
น่ันคือ ถ>า 4 ∗ 5 ∈ e) และ 5 ∈ e) แล>ว 4 ∈ e) สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
น่ันคือ (F2) เปlนจริง 
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ดังน้ัน e) เปlนตัวกรองของ S 
 พิจารณา e* = {0,2} 
จาก 1 ∗ 2 = 0 ∈ e* และ 2 ∈ e* แตZ 1 ∉ e* 
ได>วZา (F2) ไมZเปlนจริง 
ดังน้ัน e* ไมZเปlนตัวกรองของ S 
 
ตัวอยPาง 3.2.3: ให> S = ℕ ∪ {0} เม่ือ ℕ เปlนเซตของจำนวนเต็มบวก และกำหนดการดำเนินการทวิภาค ∗  
บน S ดังน้ี 

4 ∗ 5 ∶= _		0, 4 ≤ 5
		1, 4 > 5 

จากตัวอยZาง 3.1.4 จะได>วZา S เปlนพีชคณิต d 
กำหนดให> e" = {0}, e) = {0,1} และ {0,1} ⊊ e* ⊆ S  

พิจารณา e" = {0} 
จากบทต้ัง 3.1.12 (2) ได>วZา e" = {0} เปlนพีชคณิตยZอย d ของ S 
เห็นได>ชัดวZา 0 ∈ e" น่ันคือ (F1) เปlนจริง 
ให> 4, 5 ∈ S โดยท่ี 4 ∗ 5 ∈ e" และ 5 ∈ e" 
ได>วZา 4 ∗ 5 = 0 และ 5 = 0 น่ันคือ 4 ∗ 0 = 0 
จะได>วZา 4 ≤ 0 
ดังน้ัน 4 = 0 ∈ e" 
น่ันคือ (F2) เปlนจริง 
ดังน้ัน e" เปlนตัวกรองของ S 
 พิจารณา e) = {0,1} 
จะเห็นได>วZา {0,1} ⊆ S และ {0,1} ≠ ∅ 
พิจารณา 0 ∗ 0 = 0, 0 ∗ 1 = 0, 1 ∗ 0 = 1 และ 1 ∗ 1 = 0 
น่ันคือ 4 ∗ 5 ∈ e) สำหรับทุก 4, 5 ∈ e) 
ดังน้ัน e) = {0,1} เปlนพีชคณิตยZอย d ของ S 
จาก 2 ∗ 1 = 1 ∈ e) และ 1 ∈ e) แตZ 2 ∉ e) 
น่ันคือ (F2) ไมZเปlนจริง 
ดังน้ัน e) ไมZเปlนตัวกรองของ S 
 พิจารณา e* โดยท่ี {0,1} ⊊ e* ⊆ S 
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ให> 4, 5 ∈ e* 
จะได>วZา 4 ∗ 5 ∈ {0,1} ⊊ e* 
ดังน้ัน e* เปlนพีชคณิตยZอย d ของ S 
ให> = เปlนจำนวนเต็มท่ีมากท่ีสุดใน e* 
จาก = + 1 > 1 ได>วZา (= + 1) ∗ 1 = 1 ∈ e*  
จะเห็นวZา 1 ∈ e* แตZ = + 1 ∉ e* 
ได>วZา (F2) ไมZเปlนจริง 
ดังน้ัน e* ไมZเปlนตัวกรองของ S 
 
บทต้ัง 3.2.4: ให> S เปlนพีชคณิต d จะได>วZา 
 (1)  S เปlนตัวกรองของ S 
 (2)  {0} เปlนตัวกรองของ S 
พิสูจน? ให> S เปlนพีชคณิต d 
 (1)  จะแสดงวZา S เปlนตัวกรองของ S 
จาก 0 ∈ S ได>วZา (F1) เปlนจริง 
ให> 4, 5 ∈ S จะได>วZา ถ>า 4 ∗ 5 ∈ S และ 5 ∈ S แล>ว 4 ∈ S 
น่ันคือ (F2) เปlนจริง 
ดังน้ัน S เปlนตัวกรองของ S 
 (2)  จะแสดงวZา {0} เปlนตัวกรองของ S 
เห็นได>ชัดวZา 0 ∈ {0} น่ันคือ (F1) เปlนจริง 
ให> 4, 5 ∈ S สมมติให> 4 ∗ 5 ∈ {0} และ 5 ∈ {0} 
ได>วZา 4 ∗ 0 = 0 
จากบทต้ัง 3.1.2 ได>วZา 4 = 0 น่ันคือ 4 ∈ {0} 
จะได>วZา (F2) เปlนจริง 
ดังน้ัน {0} เปlนตัวกรองของ S 
 
 
 
 
 

∎ 
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3.3 หนPวยและพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต (Unit and bouned d-algebras) 
บทนิยาม 3.3.1: ให> S เปlนพีชคณิต d และ g ∈ S จะเรียก g วZาเปlน หนPวย (unit) ของ S ถ>า 4 ≤ g  
(กลZาวคือ 4 ∗ g = 0) สำหรับทุก 4 ∈ S และจะเรียกพีชคณิต d ท่ีมีหนZวยวZา พีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต 
(bounded d-algebra) 
 จะเขียนแทน g ∗ 4 ด>วย 4∗ สำหรับทุก 4 ∈ S 
 
บทต้ัง 3.3.2: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยท่ีมี g เปlนหนZวย และ S มีสมาชิกมากกวZา 1 ตัว 
จะได>วZา g ≠ 0 
พิสูจน? ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยท่ีมี g เปlนหนZวย และ S มีสมาชิกมากกวZา 1 ตัว 
สมมติให> g = 0 
จาก g เปlนหนZวย ได>วZา 4 ∗ g = 0 สำหรับทุก 4 ∈ S 
จาก S มีสมาชิกมากกวZา 1 ตัว ได>วZา มี ' ∈ S โดยท่ี ' ≠ 0 
ดังน้ัน ' ∗ g = 0 
จาก g = 0 และ (d2) ได>วZา g ∗ ' = 0 ∗ ' = 0 
จะได>วZา ' ∗ g = 0 และ g ∗ ' = 0 
จาก (d3) ได>วZา ' = g = 0 เกิดข>อขัดแย>ง 
สรุปได>วZา g ≠ 0 
 
ตัวอยPาง 3.3.3: ให> S = {0,1,2,3} และกำหนดการดำเนินการทวิภาค ∗ บน S ดังตารางตZอไปน้ี 

∗ 0 1 2 3 
0 0 0 0 0 
1 1 0 0 0 
2 2 1 0 0 
3 3 2 1 0 

 
จากตารางได>วZา 4 ∗ 4 = 0 และ 0 ∗ 4 = 0 สำหรับทุก 4 ∈ S 
ดังน้ัน S สอดคล>องกับสมบัติ (d1) และ (d2) ตามลำดับ 
จากตารางจะเห็นวZา 

1 ∗ 0 = 1 ≠ 0, 2 ∗ 0 = 2 ≠ 0, 3 ∗ 0 = 3 ≠ 0, 

             2 ∗ 1 = 1 ≠ 0,									3 ∗ 1 = 2 ≠ 0   และ  3 ∗ 2 = 1 ≠ 0 

∎ 
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น่ันคือ สำหรับทุก 4, 5 ∈ S โดยท่ี 4 ≠ 5 ได>วZา 4 ∗ 5 ≠ 0 หรือ 5 ∗ 4 ≠ 0 
ดังน้ัน ถ>า 4 ∗ 5 = 0 และ 5 ∗ 4 = 0 แล>ว 4 = 5 สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
จะได>วZา S สอดคล>องกับสมบัติ (d3) 
ดังน้ัน S เปlนพีชคณิต d 
จากตารางจะเห็นวZา 4 ∗ 3 = 0 สำหรับทุก 4 ∈ S 
ได>วZา 3 เปlนหนZวยของ S 
ดังน้ัน S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต 
ตZอไปจะพิจารณา 4∗ โดยท่ี 4 ∈ S 
จากตารางได>วZา  0∗ = 3 ∗ 0 = 3,  1∗ = 3 ∗ 1 = 2, 

2∗ = 3 ∗ 2 = 1        และ 3∗ = 3 ∗ 3 = 0 
 
ตัวอยPาง 3.3.4: ให> S = {0,1,2} และกำหนดการดำเนินการทวิภาค ∗ บน S ดังตารางตZอไปน้ี 

∗ 0 1 2 
0 0 0 0 
1 2 0 2 
2 1 1 0 

 
จากตัวอยZาง 3.1.3 ได>วZา S เปlนพีชคณิต d 
จะเห็นวZา ไมZมีสมาชิก g ∈ S ท่ีทำให> 4 ∗ g = 0 สำหรับทุก 4 ∈ S 
น่ันคือ S ไมZมีหนZวย 
ดังน้ัน S ไมZเปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต 
 
บทต้ัง 3.3.5: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต จะได>วZา หนZวยจะมีเพียงตัวเดียวเทZาน้ัน 
พิสูจน? ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต จะได>วZา S มีหนZวย 
สมมติให> g", g) เปlนหนZวยของ S 
ดังน้ัน 4 ≤ g" และ 4 ≤ g) สำหรับทุก 4 ∈ S 
น่ันคือ 4 ∗ g" = 0 และ 4 ∗ g) = 0  สำหรับทุก 4 ∈ S 
จาก g", g) ∈ S ได>วZา g) ∗ g" = 0 และ g" ∗ g) = 0 
จาก (d3) จะได>วZา g" = g) 
น่ันคือ หนZวยจะมีเพียงตัวเดียวเทZาน้ัน ∎ 
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บทต้ัง 3.3.6: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย จะได>วZา 
 (1)  g∗ = 0 
 (2)  g∗ ∗ 4 = 0 
 (3)  ถ>า 4∗ = 0 แล>ว 4 = g (น่ันคือ ถ>า 4 ≠ g แล>ว 4∗ ≠ 0) 
 (4)  ถ>า S มีสมาชิกมากกวZา 1 ตัว แล>ว (g∗ ∗ 4∗)∗ ≠ 0 
สำหรับทุก 4 ∈ S 
พิสูจน? ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย และให> 4 ∈ S 
 (1)  จะแสดงวZา g∗ = 0 
จาก (d1) ได>วZา g∗ = g ∗ g = 0 

ดังน้ัน g∗ = 0 
 (2)  จะแสดงวZา g∗ ∗ 4 = 0 
พิจารณา  g∗ ∗ 4 = 0 ∗ 4    (จากข>อ (1)) 
             = 0    (จาก (d2)) 
ดังน้ัน g∗ ∗ 4 = 0 

 (3)  จะแสดงวZา ถ>า 4∗ = 0 แล>ว 4 = g 
สมมติให> 4∗ = 0 ได>วZา g ∗ 4 = 0 
จาก g เปlนหนZวย ได>วZา 4 ∗ g = 0 
โดยสมบัติ (d3) ได>วZา 4 = g 
 (4)  สมมติให> S มีสมาชิกมากกวZา 1 ตัว จะแสดงวZา (g∗ ∗ 4∗)∗ ≠ 0 
พิจารณา (g∗ ∗ 4∗)∗ = g ∗ [(g ∗ g) ∗ (g ∗ 4)] 
         = g ∗ [0 ∗ (g ∗ 4)]  (จาก (d1)) 
        = g ∗ 0   (จาก (d2)) 
        ≠ 0    (จาก g ≠ 0 และบทต้ัง 3.1.2) 
ดังน้ัน (g∗ ∗ 4∗)∗ ≠ 0 
 
บทต้ัง 3.3.7: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย และให> e เปlนตัวกรองของ S  
ถ>า g ∈ e แล>ว e = S 
พิสูจน? ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย และให> e เปlนตัวกรองของ S 
สมมติให> g ∈ e 
ให> 4 ∈ S 

∎ 
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จาก g เปlนหนZวย ได>วZา 4 ∗ g = 0 
จาก e เปlนตัวกรอง โดย (F1) ได>วZา 0 ∈ e 
ดังน้ัน 4 ∗ g ∈ e 
จาก 4 ∗ g ∈ e และ g ∈ e โดย (F2) ได>วZา 4 ∈ e 
น่ันคือ S ⊆ e สรุปได>วZา S = e 
 
3.4 ตัวกรอง d (d-filters) 
บทนิยาม 3.4.1: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย และ e เปlนเซตยZอยของ S ท่ีไมZเปlนเซต
วZาง จะเรียก e วZาเปlน ตัวกรอง d (d-filter) ของ S ถ>า 
 (dF1)  g ∈ e 
 (dF2)  ถ>า (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ e และ 5 ∈ e แล>ว 4 ∈ e สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
 
หมายเหตุ: (4∗ ∗ 5∗)∗ = g ∗ [(g ∗ 4) ∗ (g ∗ 5)] 
 
ตัวอยPาง 3.4.2: ให> S = {0,1,2,3} และกำหนดการดำเนินการทวิภาค ∗ บน S ดังตารางตZอไปน้ี 

∗ 0 1 2 3 
0 0 0 0 0 
1 1 0 1 0 
2 2 1 0 0 
3 3 2 1 0 

 
จากตารางได>วZา 4 ∗ 4 = 0 และ 0 ∗ 4 = 0 สำหรับทุก 4 ∈ S 
ดังน้ัน S สอดคล>องกับสมบัติ (d1) และ (d2) ตามลำดับ 
จากตารางจะเห็นวZา 

1 ∗ 0 = 1 ≠ 0, 2 ∗ 0 = 2 ≠ 0, 3 ∗ 0 = 3 ≠ 0, 1 ∗ 2 = 1 ≠ 0, 

							2 ∗ 1 = 1 ≠ 0,	       3 ∗ 1 = 2 ≠ 0 และ  3 ∗ 2 = 1 ≠ 0 
น่ันคือ สำหรับทุก 4, 5 ∈ S โดยท่ี 4 ≠ 5 ได>วZา 4 ∗ 5 ≠ 0 หรือ 5 ∗ 4 ≠ 0 
ดังน้ัน ถ>า 4 ∗ 5 = 0 และ 5 ∗ 4 = 0 แล>ว 4 = 5 สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
จะได>วZา S สอดคล>องกับสมบัติ (d3) 
ดังน้ัน S เปlนพีชคณิต d 

∎ 
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จากตารางจะเห็นวZา 4 ∗ 3 = 0 สำหรับทุก 4 ∈ S น่ันคือ 3 เปlนหนZวยของ S 
ดังน้ัน S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี 3 เปlนหนZวย 
กำหนดให> e" = {1,3} และ e) = {2,3} 
 พิจารณา e" = {1,3} 
จะเห็นวZา 3 ∈ e"  
น่ันคือ (dF1) เปlนจริง 
ให> 4, 5 ∈ S จะแสดงวZา ถ>า (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ e" และ 5 ∈ e" แล>ว 4 ∈ e" 
สมมติให> 4 ∉ e" และ 5 ∈ e" ได>วZา 4 ∈ {0,2} และ 5 ∈ {1,3} 
จะแสดงวZา (4∗ ∗ 5∗)∗ ∉ e" 
พิจารณา (0∗ ∗ 1∗)∗ = 3 ∗ j(3 ∗ 0) ∗ (3 ∗ 1)k = 3 ∗ (3 ∗ 2) = 3 ∗ 1 = 2 ∉ e" 
  (0∗ ∗ 3∗)∗ = 3 ∗ j(3 ∗ 0) ∗ (3 ∗ 3)k = 3 ∗ (3 ∗ 0) = 3 ∗ 3 = 0 ∉ e" 
  (2∗ ∗ 1∗)∗ = 3 ∗ j(3 ∗ 2) ∗ (3 ∗ 1)k = 3 ∗ (1 ∗ 2) = 3 ∗ 1 = 2 ∉ e" 
  (2∗ ∗ 3∗)∗ = 3 ∗ j(3 ∗ 2) ∗ (3 ∗ 3)k = 3 ∗ (1 ∗ 0) = 3 ∗ 1 = 2 ∉ e" 
ดังน้ัน (4∗ ∗ 5∗)∗ ∉ e" 
น่ันคือ ถ>า (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ e" และ 5 ∈ e" แล>ว 4 ∈ e" สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
จะได>วZา (dF2) เปlนจริง 
ดังน้ัน e" เปlนตัวกรอง d ของ S 
 พิจารณา e) = {2,3} 
เน่ืองจากมี 2 ∈ e) และ 
 (1∗ ∗ 2∗)∗ = 3 ∗ j(3 ∗ 1) ∗ (3 ∗ 2)k = 3 ∗ (2 ∗ 1) = 3 ∗ 1 = 2 ∈ e) 
แตZ 1 ∉ e) 
น่ันคือ (dF2) ไมZเปlนจริง 
ดังน้ัน e) ไมZเปlนตัวกรอง d ของ S 
 
 จะเห็นวZาตัวกรอง d ไมZจำเปlนต>องเปlนตัวกรอง ดังตัวอยZาง 3.4.2 e" เปlนตัวกรอง d แตZไมZเปlนตัวกรอง 
เน่ืองจาก 0 ∉ e" 
 
บทต้ัง 3.4.3: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย จะได>วZา S เปlนตัวกรอง d ของ S 
พิสูจน? ให>	S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย 
จาก g ∈ S ได>วZา (dF1) เปlนจริง 
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ให> 4, 5 ∈ S จะได>วZา ถ>า (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ S และ 5 ∈ S แล>ว 4 ∈ S 
น่ันคือ (dF2) เปlนจริง 
ดังน้ัน S เปlนตัวกรอง d ของ S 
 
บทแทรก 3.4.4: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย และให> e เปlนตัวกรอง d ของ S 
ถ>า e เปlนตัวกรองของ S แล>ว e = S 
พิสูจน? ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย และให> e เปlนตัวกรอง d ของ S 
สมมติให> e เปlนตัวกรองของ S 
จาก (dF1) ได>วZา g ∈ e 
โดยบทต้ัง 3.3.7 ได>วZา e = S 
 
ข>อสังเกต: มีเซต S เพียงเซตเดียวเทZาน้ันท่ีเปlนท้ังตัวกรองและตัวกรอง d ของ S 
 
ทฤษฎีบท 3.4.5: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย ถ>า e" และ e) เปlนตัวกรอง d ของ S 
แล>ว e" ∩ e) เปlนตัวกรอง d ของ S 
พิสูจน? ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต และ e", e)	เปlนตัวกรอง d ของ S 
จาก (dF1) ได>วZา g ∈ e" และ g ∈ e) จะได>วZา g ∈ e" ∩ e)  
น่ันคือ e" ∩ e) สอดคล>องกับสมบัติ (dF1) 
ให> 4, 5 ∈ S สมมติให> (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ e" ∩ e) และ 5 ∈ e" ∩ e) 
จะได>วZา (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ e" และ (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ e) 
และได>วZา 5 ∈ e" และ 5 ∈ e) 
จาก e"	และ e) เปlนตัวกรอง d ของ S 
จะได>วZา 4 ∈ e" และ 4 ∈ e) น่ันคือ 4 ∈ e" ∩ e) 
ได>วZา e" ∩ e) สอดคล>องกับสมบัติ (dF2) 
ดังน้ัน e" ∩ e) เปlนตัวกรอง d ของ S 
 
 ถ>า e" และ e) เปlนตัวกรอง d ของพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต แล>ว e" ∪ e) ไมZจำเปlนต>องเปlนตัวกรอง d 
ของ S ดังตัวอยZางตZอไปน้ี 
 
 

∎ 

∎ 

∎ 
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ตัวอยPาง 3.4.6: ให> S = {0,1,2,3,4} และกำหนดการดำเนินการทวิภาค ∗ บน S ดังตารางตZอไปน้ี 

∗ 0 1 2 3 4 
0 0 0 0 0 0 
1 1 0 1 0 0 
2 2 2 0 2 0 
3 3 3 3 0 0 
4 4 4 3 2 0 

 
จากตารางได>วZา 4 ∗ 4 = 0 และ 0 ∗ 4 = 0 สำหรับทุก 4 ∈ S 
ดังน้ัน S สอดคล>องกับสมบัติ (d1) และ (d2) ตามลำดับ 
จากตารางจะเห็นวZา 

1 ∗ 0 = 1 ≠ 0, 2 ∗ 0 = 2 ≠ 0, 3 ∗ 0 = 3 ≠ 0, 4 ∗ 0 = 4 ≠ 0, 
1 ∗ 2 = 1 ≠ 0, 2 ∗ 1 = 2 ≠ 0, 3 ∗ 1 = 3 ≠ 0, 4 ∗ 1 = 4 ≠ 0, 

                    2 ∗ 3 = 2 ≠ 0,									3 ∗ 2 = 3 ≠ 0,									4 ∗ 2 = 3 ≠ 0  และ  4 ∗ 3 = 2 ≠ 0 
น่ันคือ สำหรับทุก 4, 5 ∈ S โดยท่ี 4 ≠ 5 ได>วZา 4 ∗ 5 ≠ 0 หรือ 5 ∗ 4 ≠ 0 
ดังน้ัน ถ>า 4 ∗ 5 = 0 และ 5 ∗ 4 = 0 แล>ว 4 = 5 สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
จะได>วZา S สอดคล>องกับสมบัติ (d3) 
ดังน้ัน S เปlนพีชคณิต d 
จากตารางจะเห็นวZา 4 ∗ 4 = 0 สำหรับทุก 4 ∈ S น่ันคือ 4 เปlนหนZวยของ S 
ดังน้ัน S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี 4 เปlนหนZวย 
กำหนดให> e" = {2,4} และ e) = {3,4} 
 พิจารณา e" = {2,4} 
จะเห็นวZา 4 ∈ e"  
น่ันคือ (dF1) เปlนจริง 
ให> 4, 5 ∈ S สมมติให> 4 ∉ e" และ 5 ∈ e" ได>วZา 4 ∈ {0,1,3} และ 5 ∈ {2,4} 
จะแสดงวZา (4∗ ∗ 5∗)∗ ∉ e" 
พิจารณา (0∗ ∗ 2∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 0) ∗ (4 ∗ 2)k = 4 ∗ (4 ∗ 3) = 4 ∗ 2 = 3 ∉ e" 
  (0∗ ∗ 4∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 0) ∗ (4 ∗ 4)k = 4 ∗ (4 ∗ 0) = 4 ∗ 4 = 0 ∉ e" 
  (1∗ ∗ 2∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 1) ∗ (4 ∗ 2)k = 4 ∗ (4 ∗ 3) = 4 ∗ 2 = 3 ∉ e" 
  (1∗ ∗ 4∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 1) ∗ (4 ∗ 4)k = 4 ∗ (4 ∗ 0) = 4 ∗ 4 = 0 ∉ e" 
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  (3∗ ∗ 2∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 3) ∗ (4 ∗ 2)k = 4 ∗ (2 ∗ 3) = 4 ∗ 2 = 3 ∉ e" 
  (3∗ ∗ 4∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 3) ∗ (4 ∗ 4)k = 4 ∗ (2 ∗ 0) = 4 ∗ 2 = 3 ∉ e" 
ดังน้ัน (4∗ ∗ 5∗)∗ ∉ e" 
น่ันคือ ถ>า (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ e" และ 5 ∈ e" แล>ว 4 ∈ e" สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
จะได>วZา (dF2) เปlนจริง 
ดังน้ัน e" เปlนตัวกรอง d ของ S 

พิจารณา e) = {3,4} 
จะเห็นวZา 4 ∈ e)  
น่ันคือ (dF1) เปlนจริง 
ให> 4, 5 ∈ S สมมติให> 4 ∉ e) และ 5 ∈ e) ได>วZา 4 ∈ {0,1,2} และ 5 ∈ {3,4} 
จะแสดงวZา (4∗ ∗ 5∗)∗ ∉ e) 
พิจารณา (0∗ ∗ 3∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 0) ∗ (4 ∗ 3)k = 4 ∗ (4 ∗ 2) = 4 ∗ 3 = 2 ∉ e) 
  (0∗ ∗ 4∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 0) ∗ (4 ∗ 4)k = 4 ∗ (4 ∗ 0) = 4 ∗ 4 = 0 ∉ e) 
  (1∗ ∗ 3∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 1) ∗ (4 ∗ 3)k = 4 ∗ (4 ∗ 2) = 4 ∗ 3 = 2 ∉ e) 
  (1∗ ∗ 4∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 1) ∗ (4 ∗ 4)k = 4 ∗ (4 ∗ 0) = 4 ∗ 4 = 0 ∉ e) 
  (2∗ ∗ 3∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 2) ∗ (4 ∗ 3)k = 4 ∗ (3 ∗ 2) = 4 ∗ 3 = 2 ∉ e) 
  (2∗ ∗ 4∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 2) ∗ (4 ∗ 4)k = 4 ∗ (3 ∗ 0) = 4 ∗ 3 = 2 ∉ e) 
ดังน้ัน (4∗ ∗ 5∗)∗ ∉ e) 
น่ันคือ ถ>า (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ e) และ 5 ∈ e) แล>ว 4 ∈ e) สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
จะได>วZา (dF2) เปlนจริง 
ดังน้ัน e) เปlนตัวกรอง d ของ S 
พิจารณา e" ∪ e) = {2,3,4} จะได>วZา มี 2 ∈ e" ∪ e) และ 
 (0∗ ∗ 2∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 0) ∗ (4 ∗ 2)k = 4 ∗ (4 ∗ 3) = 4 ∗ 2 = 3 ∈ e" ∪ e) 
แตZ 0 ∉ e" ∪ e) 
ดังน้ัน ขาดสมบัติ (dF2) สรุปได>วZา e" ∪ e) ไมZเปlนตัวกรอง d ของ S 
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3.5 ตัวกรอง d แบบบริบูรณ? (Complete d-filters) 
บทนิยาม 3.5.1: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย และ e เปlนเซตยZอยของ S ท่ีไมZเปlนเซต
วZาง จะเรียก e วZาเปlน ตัวกรอง d แบบบริบูรณ? (complete d-filter) ของ S ถ>า 
 (cF1)  g ∈ e 
 (cF2)  ถ>า (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ e สำหรับทุก 5 ∈ e แล>ว 4 ∈ e  
 
ตัวอยPาง 3.5.2: ให> S = {0,1,2,3} และกำหนดการดำเนินการทวิภาค ∗ บน S ดังตารางตZอไปน้ี 

∗ 0 1 2 3 
0 0 0 0 0 
1 1 0 0 0 
2 2 1 0 0 
3 3 2 1 0 

 
จากตัวอยZาง 3.3.3 ได>วZา S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี 3 เปlนหนZวย 
กำหนดให> e = {1,3} 
จะได>วZา 3 ∈ e 
น่ันคือ (cF1) เปlนจริง 
ให> 4 ∉ e ได>วZา 4 ∈ {0,2} 
จะแสดงวZา (4∗ ∗ 5∗)∗ ∉ e สำหรับบาง 5 ∈ e 
     ถ>า 4 = 0 แล>ว จะมี 5 = 1 ∈ e ซ่ึง 
 (4∗ ∗ 5∗)∗ = (0∗ ∗ 1∗)∗ = 3 ∗ [(3 ∗ 0) ∗ (3 ∗ 1)] = 3 ∗ (3 ∗ 2) = 3 ∗ 1 = 2 ∉ e 
     ถ>า 4 = 2  แล>ว จะมี 5 = 3 ∈ e ซ่ึง 
 (4∗ ∗ 5∗)∗ = (2∗ ∗ 3∗)∗ = 3 ∗ [(3 ∗ 2) ∗ (3 ∗ 3)] = 3 ∗ (1 ∗ 0) = 3 ∗ 1 = 2 ∉ e 
ดังน้ัน (4∗ ∗ 5∗)∗ ∉ e สำหรับบาง 5 ∈ e 
น่ันคือ ถ>า (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ e สำหรับทุก 5 ∈ e แล>ว 4 ∈ e 
จะได>วZา (cF2) เปlนจริง 
ดังน้ัน e เปlนตัวกรอง d แบบบริบูรณvของ S 
แตZ e ไมZเปlนตัวกรอง d ของ S เน่ืองจากมี 1 ∈ e และ 
 (2∗ ∗ 1∗)∗ = 3 ∗ [(3 ∗ 2) ∗ (3 ∗ 1)] = 3 ∗ (1 ∗ 2) = 3 ∗ 0 = 3 ∈ e 
แตZ 2 ∉ e 
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ตัวอยPาง 3.5.3: ให> S = {0,1,2} และกำหนดการดำเนินการทวิภาค ∗ บน S ดังตารางตZอไปน้ี 

∗ 0 1 2 
0 0 0 0 
1 1 0 0 
2 2 2 0 

 
จากตารางได>วZา 4 ∗ 4 = 0 และ 0 ∗ 4 = 0 สำหรับทุก 4 ∈ S 
ดังน้ัน S สอดคล>องกับสมบัติ (d1) และ (d2) ตามลำดับ 
จากตารางจะเห็นวZา 

1 ∗ 0 = 1 ≠ 0, 2 ∗ 0 = 2 ≠ 0  และ  2 ∗ 1 = 2 ≠ 0. 
น่ันคือ สำหรับทุก 4, 5 ∈ S โดยท่ี 4 ≠ 5 ได>วZา 4 ∗ 5 ≠ 0 หรือ 5 ∗ 4 ≠ 0 
ดังน้ัน ถ>า 4 ∗ 5 = 0 และ 5 ∗ 4 = 0 แล>ว 4 = 5 สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
จะได>วZา S สอดคล>องกับสมบัติ (d3) 
ดังน้ัน S เปlนพีชคณิต d 
จากตารางจะเห็นวZา 4 ∗ 2 = 0 สำหรับทุก 4 ∈ S 
ได>วZา 2 เปlนหนZวยของ S 
ดังน้ัน S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต 
ให> e = {0,2} จะได>วZา e ไมZเปlนตัวกรอง d แบบบริบูรณvของ S 
เน่ืองจาก (1∗ ∗ 0∗)∗ = 2 ∗ [(2 ∗ 1) ∗ (2 ∗ 0)] = 2 ∗ (2 ∗ 2) = 2 ∗ 0 = 2 ∈ e 
และ  (1∗ ∗ 2∗)∗ = 2 ∗ [(2 ∗ 1) ∗ (2 ∗ 2)] = 2 ∗ (2 ∗ 0) = 2 ∗ 2 = 0 ∈ e 
แตZ 1 ∉ e (น่ันคือ (1∗ ∗ 5∗)∗ ∈ e สำหรับทุก 5 ∈ e แตZ 1 ∉ e) 
และได>วZา e ไมZเปlนตัวกรอง d ของ S เน่ืองจากมี 0 ∈ e และ 
 (1∗ ∗ 0∗)∗ = 2 ∗ [(2 ∗ 1) ∗ (2 ∗ 0)] = 2 ∗ (2 ∗ 2) = 2 ∗ 0 = 2 ∈ e 
แตZ 1 ∉ e 
นอกจากน้ีได>วZา e ไมZเปlนตัวกรองของ S เน่ืองจาก 1 ∗ 2 = 0 ∈ e และ 2 ∈ e แตZ 1 ∉ e 
 
 ถ>า e" และ e) เปlนตัวกรอง d แบบบริบูรณvของ S แล>ว ไมZจำเปlนท่ี e" ∩ e) และ e" ∪ e) จะเปlนตัว
กรอง d แบบบริบูรณvของ S ดังตัวอยZางตZอไปน้ี 
 
 



 25 

ตัวอยPาง 3.5.4: ให> S = {0,1,2,3,4} และกำหนดการดำเนินการทวิภาค ∗ บน S ดังตารางตZอไปน้ี 

∗ 0 1 2 3 4 
0 0 0 0 0 0 
1 1 0 1 0 0 
2 2 2 0 2 0 
3 3 3 3 0 0 
4 4 4 3 2 0 

 
จากตัวอยZาง 3.4.6 ได>วZา S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี 4 เปlนหนZวย 
กำหนดให> e" = {0,2,4} และ e) = {0,3,4} 
 พิจารณา e" = {0,2,4} 
จะเห็นวZา 4 ∈ e"  
น่ันคือ (cF1) เปlนจริง 
ให> 4 ∉ e" ได>วZา 4 ∈ {1,3} 
จะแสดงวZา (4∗ ∗ 5∗)∗ ∉ e" สำหรับบาง 5 ∈ e" 
     ถ>า 4 = 1 แล>ว จะมี 5 = 2 ∈ e" ซ่ึง 
 (4∗ ∗ 5∗)∗ = (1∗ ∗ 2)∗ = 4 ∗ [(4 ∗ 1) ∗ (4 ∗ 2)] = 4 ∗ (4 ∗ 3) = 4 ∗ 2 = 3 ∉ e" 
     ถ>า 4 = 3  แล>ว จะมี 5 = 4 ∈ e" ซ่ึง 
 (4∗ ∗ 5∗)∗ = (3∗ ∗ 4∗)∗ = 4 ∗ [(4 ∗ 3) ∗ (4 ∗ 4)] = 4 ∗ (2 ∗ 0) = 4 ∗ 2 = 3 ∉ e" 
ดังน้ัน (4∗ ∗ 5∗)∗ ∉ e" สำหรับบาง 5 ∈ e" 
น่ันคือ ถ>า (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ e" สำหรับทุก 5 ∈ e" แล>ว 4 ∈ e" 
จะได>วZา (cF2) เปlนจริง 
ดังน้ัน e" เปlนตัวกรอง d แบบบริบูรณvของ S 

พิจารณา e) = {0,3,4} 
จะเห็นวZา 4 ∈ e)  
น่ันคือ (cF1) เปlนจริง 
ให> 4 ∉ e) ได>วZา 4 ∈ {1,2} 
จะแสดงวZา (4∗ ∗ 5∗)∗ ∉ e) สำหรับบาง 5 ∈ e) 
     ถ>า 4 = 1 แล>ว จะมี 5 = 3 ∈ e) ซ่ึง 
 (4∗ ∗ 5∗)∗ = (1∗ ∗ 3∗)∗ = 4 ∗ [(4 ∗ 1) ∗ (4 ∗ 3)] = 4 ∗ (4 ∗ 2) = 4 ∗ 3 = 2 ∉ e) 
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     ถ>า 4 = 2  แล>ว จะมี 5 = 4 ∈ e) ซ่ึง 
 (4∗ ∗ 5∗)∗ = (2∗ ∗ 4∗)∗ = 4 ∗ [(4 ∗ 2) ∗ (4 ∗ 4)] = 4 ∗ (3 ∗ 0) = 4 ∗ 3 = 2 ∉ e) 
ดังน้ัน (4∗ ∗ 5∗)∗ ∉ e) สำหรับบาง 5 ∈ e) 
น่ันคือ ถ>า (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ e) สำหรับทุก 5 ∈ e) แล>ว 4 ∈ e) 
จะได>วZา (cF2) เปlนจริง 
ดังน้ัน e) เปlนตัวกรอง d แบบบริบูรณvของ S 
พิจารณา e" ∩ e) = {0,4} ได>วZา e" ∩ e) ไมZเปlนตัวกรอง d แบบบริบูรณvของ S เน่ืองจาก 
 (1∗ ∗ 0∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 1) ∗ (4 ∗ 0)k = 4 ∗ (4 ∗ 4) = 4 ∗ 0 = 4 ∈ e" ∩ e) 
 (1∗ ∗ 4∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 1) ∗ (4 ∗ 4)k = 4 ∗ (4 ∗ 0) = 4 ∗ 4 = 0 ∈ e" ∩ e) 
แตZ 1 ∉ e" ∩ e) (น่ันคือ (1∗ ∗ 5∗)∗ ∈ e" ∩ e) สำหรับทุก 5 ∈ e" ∩ e) แตZ 1 ∉ e" ∩ e)) 
พิจารณา	e" ∪ e) = {0,2,3,4} ได>วZา	e" ∪ e) ไมZเปlนตัวกรอง d แบบบริบูรณvของ S เน่ืองจาก 
 (1∗ ∗ 0∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 1) ∗ (4 ∗ 0)k = 4 ∗ (4 ∗ 4) = 4 ∗ 0 = 4 ∈ e" ∪ e) 
 (1∗ ∗ 2∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 1) ∗ (4 ∗ 2)k = 4 ∗ (4 ∗ 3) = 4 ∗ 2 = 3 ∈ e" ∪ e) 
 (1∗ ∗ 3∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 1) ∗ (4 ∗ 3)k = 4 ∗ (4 ∗ 2) = 4 ∗ 3 = 2 ∈ e" ∪ e) 
 (1∗ ∗ 4∗)∗ = 4 ∗ j(4 ∗ 1) ∗ (4 ∗ 4)k = 4 ∗ (4 ∗ 0) = 4 ∗ 4 = 0 ∈ e" ∪ e) 
แตZ 1 ∉ e" ∪ e) (น่ันคือ (1∗ ∗ 5∗)∗ ∈ e" ∪ e) สำหรับทุก 5 ∈ e" ∪ e) แตZ 1 ∉ e" ∪ e)) 
 
ทฤษฎีบท 3.5.5: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย และ e เปlนเซตยZอยของ S ท่ีไมZเปlนเซต
วZาง ได>วZา ถ>า e เปlนตัวกรอง d ของ S แล>ว e เปlนตัวกรอง d แบบบริบูรณvของ S 
พิสูจน? ให>	S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต และสมมติให> e เปlนตัวกรอง d ของ S 
จาก (dF1) เปlนจริง ได>วZา g ∈ e ดังน้ัน (cF1) เปlนจริง 
ตZอไปจะแสดงวZา (cF2) เปlนจริง 
ให> 4, 5 ∈ S สมมติให> (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ e สำหรับทุก 5 ∈ e 
ได>วZา (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ e และ 5 ∈ e 
จาก (dF2) ได>วZา 4 ∈ e 
ดังน้ัน ถ>า (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ e สำหรับทุก 5 ∈ e แล>ว 4 ∈ e 
น่ันคือ (cF2) เปlนจริง 
สรุปได>วZา e เปlนตัวกรอง d แบบบริบูรณvของ S 
 

บทกลับของบทต้ัง 3.5.5 ไมZเปlนจริง ดังตัวอยZาง 3.5.2 จะเห็นวZา e เปlนตัวกรอง d แบบบริบูรณvของ S 
แตZ e ไมZเปlนตัวกรอง d ของ S 

∎ 
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บทต้ัง 3.5.6: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย  
จะได>วZา S เปlนตัวกรอง d แบบบริบูรณvของ S 
พิสูจน? ให>	S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย 
จาก g ∈ S ได>วZา (cF1) เปlนจริง 
ให> 4, 5 ∈ S จะได>วZา ถ>า (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ S สำหรับทุก 5 ∈ S แล>ว 4 ∈ S 
น่ันคือ (cF2) เปlนจริง 
ดังน้ัน S เปlนตัวกรอง d แบบบริบูรณvของ S 
 
บทแทรก 3.5.7: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย และให> e เปlนตัวกรอง d แบบบริบูรณv
ของ S ถ>า e เปlนตัวกรองของ S แล>ว e = S 
พิสูจน? ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย และให> e เปlนตัวกรอง d แบบบริบูรณvของ S 
สมมติให> e เปlนตัวกรองของ S 
จาก (cF1) ได>วZา g ∈ e 
โดยบทต้ัง 3.3.7 ได>วZา e = S 
 
ข>อสังเกต: มีเซต S เพียงเซตเดียวเทZาน้ันท่ีเปlนท้ังตัวกรอง ตัวกรอง d และตัวกรอง d แบบบริบูรณvของ S 
 
3.6 ตัวกรอง crazy (Crazy filters) 
บทนิยาม 3.6.1: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย และ e เปlนเซตยZอยของ S ท่ีไมZเปlนเซต
วZาง จะเรียก e วZาเปlน ตัวกรอง crazy (crazy filter) ของ S ถ>า 
 (zF1)  g ∈ e 
 (zF2)  ถ>า (5 ∗ 4)∗ ∈ e และ 5 ∈ e แล>ว 4 ∈ e สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
 
ตัวอยPาง 3.6.2: ให> S = {0,1,2,3,4} และกำหนดการดำเนินการทวิภาค ∗ บน S ดังตารางตZอไปน้ี 

∗ 0 1 2 3 4 
0 0 0 0 0 0 
1 1 0 1 0 0 
2 2 2 0 2 0 
3 3 3 3 0 0 
4 4 4 3 2 0 

∎ 

∎ 
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จากตัวอยZาง 3.4.6 ได>วZา S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี 4 เปlนหนZวย 
กำหนดให> e" = {2,4} และ e) = {0,3,4} 
 พิจารณา e" = {2,4} 
จะเห็นวZา 4 ∈ e" 
น่ันคือ (zF1) เปlนจริง 
ให> 4, 5 ∈ S สมมติให> 4 ∉ e" และ 5 ∈ e" ได>วZา 4 ∈ {0,1,3} และ 5 ∈ {2,4} 
จะแสดงวZา (5 ∗ 4)∗ ∉ e" 
พิจารณา (2 ∗ 0)∗ = 2∗ = 4 ∗ 2 = 3 ∉ e" 
  (2 ∗ 1)∗ = 2∗ = 4 ∗ 2 = 3 ∉ e" 
  (2 ∗ 3)∗ = 2∗ = 4 ∗ 2 = 3 ∉ e" 
  (4 ∗ 0)∗ = 4∗ = 4 ∗ 4 = 0 ∉ e" 
  (4 ∗ 1)∗ = 4∗ = 4 ∗ 4 = 0 ∉ e" 
  (4 ∗ 3)∗ = 2∗ = 4 ∗ 2 = 3 ∉ e" 
ดังน้ัน (5 ∗ 4)∗ ∉ e" 
น่ันคือ ถ>า (5 ∗ 4)∗ ∈ e" และ 5 ∈ e" แล>ว 4 ∈ e" สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
จะได>วZา (zF2) เปlนจริง 
ดังน้ัน e" เปlนตัวกรอง crazy ของ S 

พิจารณา e) = {0,3,4} 
จาก 0 ∈ e) และ (0 ∗ 1)∗ = 0∗ = 4 ∗ 0 = 4 ∈ e) แตZ 1 ∉ e) 
ดังน้ัน (zF2) ไมZเปlนจริง 
น่ันคือ e) ไมZเปlนตัวกรอง crazy ของ S 
 
บทต้ัง 3.6.3: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย จะได>วZา S เปlนตัวกรอง crazy ของ S 
พิสูจน? ให>	S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย 
จาก g ∈ S ได>วZา (zF1) เปlนจริง 
ให> 4, 5 ∈ S จะได>วZา ถ>า (5 ∗ 4)∗ ∈ S และ 5 ∈ S แล>ว 4 ∈ S 
น่ันคือ (zF2) เปlนจริง 
ดังน้ัน S เปlนตัวกรอง crazy ของ S 
 
 

∎ 
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บทแทรก 3.6.4: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย และให> e เปlนตัวกรอง crazy ของ S ถ>า 
e เปlนตัวกรองของ S แล>ว e = S 
พิสูจน? ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย และให> e เปlนตัวกรอง crazy ของ S 
สมมติให> e เปlนตัวกรองของ S 
จาก (zF1) ได>วZา g ∈ e 
โดยบทต้ัง 3.3.7 ได>วZา e = S 
 
ทฤษฎีบท 3.6.5: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย โดยมีเง่ือนไขวZา 0∗ = g และให> e เปlน
เซตยZอยของ S ท่ีไมZเปlนเซตวZาง โดยท่ี e ≠ S ถ>า 0 ∈ e แล>ว e ไมZเปlนตัวกรอง crazy ของ S 
พิสูจน? ให>	S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย โดยมีเง่ือนไขวZา 0∗ = g และให> e เปlนเซตยZอย
ของ S ท่ีไมZเปlนเซตวZาง โดยท่ี e ≠ S  
สมมติให> 0 ∈ e 
ถ>า g ∉ e แล>วได>วZา e ไมZเปlนตัวกรอง crazy ของ S 
ดังน้ัน จะพิจารณากรณี g ∈ e 
จาก e ≠ S จะได>วZา มี ' ∉ e 
จาก (d2) ได>วZา 0 ∗ ' = 0 
ดังน้ัน (0 ∗ ')∗ = 0∗ = g ∈ e 
ได>วZา (0 ∗ ')∗ ∈ e และ 0 ∈ e แตZ ' ∉ e 
ดังน้ัน (zF2) ไมZเปlนจริง 
น่ันคือ e ไมZเปlนตัวกรอง crazy ของ S 
 
3.7 ตัวกรอง crazy แบบบริบูรณ? (Complete crazy-filters) 
บทนิยาม 3.7.1: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย และ e เปlนเซตยZอยของ S ท่ีไมZเปlนเซต
วZาง จะเรียก e วZาเปlน ตัวกรอง crazy แบบบริบูรณ? (complete crazy-filter) ของ S ถ>า 
 (czF1)  g ∈ e 
 (czF2)  ถ>า (5 ∗ 4)∗ ∈ e สำหรับทุก 5 ∈ e แล>ว 4 ∈ e 
 
 
 
 

∎ 

∎ 
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ตัวอยPาง 3.7.2: ให> S = {0,1,2,3,4} และกำหนดการดำเนินการทวิภาค ∗ บน S ดังตารางตZอไปน้ี 

∗ 0 1 2 3 4 
0 0 0 0 0 0 
1 1 0 1 0 0 
2 2 2 0 0 0 
3 3 3 3 0 0 
4 4 3 4 1 0 

 
จากตารางได>วZา 4 ∗ 4 = 0 และ 0 ∗ 4 = 0 สำหรับทุก 4 ∈ S 
ดังน้ัน S สอดคล>องกับสมบัติ (d1) และ (d2) ตามลำดับ 
จากตารางจะเห็นวZา 

1 ∗ 0 = 1 ≠ 0, 2 ∗ 0 = 2 ≠ 0, 3 ∗ 0 = 3 ≠ 0, 4 ∗ 0 = 4 ≠ 0, 
1 ∗ 2 = 1 ≠ 0, 2 ∗ 1 = 2 ≠ 0, 3 ∗ 1 = 3 ≠ 0, 4 ∗ 1 = 3 ≠ 0, 

                    3 ∗ 2 = 3 ≠ 0,									4 ∗ 2 = 4 ≠ 0		และ  4 ∗ 3 = 1 ≠ 0 
น่ันคือ สำหรับทุก 4, 5 ∈ S โดยท่ี 4 ≠ 5 ได>วZา 4 ∗ 5 ≠ 0 หรือ 5 ∗ 4 ≠ 0 
ดังน้ัน ถ>า 4 ∗ 5 = 0 และ 5 ∗ 4 = 0 แล>ว 4 = 5 สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
จะได>วZา S สอดคล>องกับสมบัติ (d3) 
ดังน้ัน S เปlนพีชคณิต d 
จากตารางจะเห็นวZา 4 ∗ 4 = 0 สำหรับทุก 4 ∈ S น่ันคือ 4 เปlนหนZวย 
ดังน้ัน S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี 4 เปlนหนZวย 
กำหนดให> e = {1,4} 
 พิจารณา e = {1,4} 
จะเห็นวZา 4 ∈ e  
น่ันคือ (czF1) เปlนจริง 
ให> 4 ∉ e ได>วZา 4 ∈ {0,2,3} 
จะแสดงวZา (5 ∗ 4)∗ ∉ e สำหรับบาง 5 ∈ e 
     ถ>า 4 = 0 แล>วจะมี 5 = 1 ∈ e ซ่ึง 
 (5 ∗ 4)∗ = (1 ∗ 0)∗ = 1∗ = 4 ∗ 1 = 3 ∉ e 
     ถ>า 4 = 2  แล>วจะมี 5 = 4 ∈ e ซ่ึง 
 (5 ∗ 4)∗ = (4 ∗ 2)∗ = 4∗ = 4 ∗ 4 = 0 ∉ e 
     ถ>า 4 = 3  แล>วจะมี 5 = 4 ∈ e" ซ่ึง 
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 (5 ∗ 4)∗ = (4 ∗ 3)∗ = 1∗ = 4 ∗ 1 = 3 ∉ e 
ดังน้ัน (5 ∗ 4)∗ ∉ e" สำหรับบาง 5 ∈ e 
น่ันคือ ถ>า (5 ∗ 4)∗ ∈ e สำหรับทุก 5 ∈ e แล>ว 4 ∈ e 
จะได>วZา (czF2) เปlนจริง 
ดังน้ัน e เปlนตัวกรอง crazy แบบบริบูรณvของ S 
และได>วZา e ไมZเปlนตัวกรอง crazy ของ S เน่ืองจากมี 1 ∈ e และ 
 (1 ∗ 3)∗ = 4 ∗ 0 = 4 ∈ e 
แตZ 3 ∉ e 
 

ตัวอยPาง 3.7.3: ให> S = {0,1,2} และกำหนดการดำเนินการทวิภาค ∗ บน S ดังตารางตZอไปน้ี 

∗ 0 1 2 
0 0 0 0 
1 1 0 0 
2 2 2 0 

 
จากตัวอยZาง 3.5.3 ได>วZา S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี 2 เปlนหนZวย 
ให> e = {0,2} จะได>วZา e ไมZเปlนตัวกรอง crazy แบบบริบูรณvของ S 
เน่ืองจาก (0 ∗ 1)∗ = 0∗ = 2 ∗ 0 = 2 ∈ e 
และ  (2 ∗ 1)∗ = 2∗ = 2 ∗ 2 = 0 ∈ e 
แตZ 1 ∉ e (น่ันคือ (5 ∗ 1)∗ ∈ e สำหรับทุก 5 ∈ e แตZ 1 ∉ e) 
และได>วZา e ไมZเปlนตัวกรอง crazy ของ S เน่ืองจากมี 0 ∈ e และ 
 (0 ∗ 1)∗ = 0∗ = 2 ∗ 0 = 2 ∈ e 
แตZ 1 ∉ e 
 

บทต้ัง 3.7.4: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย  
จะได>วZา S เปlนตัวกรอง crazy แบบบริบูรณvของ S 
พิสูจน? ให>	S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย 
จาก g ∈ S ได>วZา (czF1) เปlนจริง 
ให> 4, 5 ∈ S จะได>วZา ถ>า (5 ∗ 4)∗ ∈ S สำหรับทุก 5 ∈ S แล>ว 4 ∈ S 
น่ันคือ (czF2) เปlนจริง 
ดังน้ัน S เปlนตัวกรอง crazy ของ S ∎ 



 32 

บทแทรก 3.7.5: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย และให> e เปlนตัวกรอง crazy แบบ
บริบูรณvของ S ถ>า e เปlนตัวกรองของ S แล>ว e = S 
พิสูจน? ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย และให> e เปlนตัวกรอง crazy แบบบริบูรณvของ S 
สมมติให> e เปlนตัวกรองของ S 
จาก (czF1) ได>วZา g ∈ e 
โดยบทต้ัง 3.3.7 ได>วZา e = S 
 
 จากบทแทรก 3.4.4, 3.5.7, 3.6.4 และ 3.7.5 สรุปได>วZา มีเซต S เพียงเซตเดียวเทZาน้ันท่ีเปlนท้ังตัวกรอง 
ตัวกรอง d ตัวกรอง d แบบบริบูรณv ตัวกรอง crazy และตัวกรอง crazy แบบบริบูรณvของ S 
 
บทต้ัง 3.7.6: ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g เปlนหนZวย และ e เปlนเซตยZอยของ S ท่ีไมZเปlนเซตวZาง 
ถ>า e เปlนตัวกรอง crazy ของ S แล>ว e เปlนตัวกรอง crazy แบบบริบูรณvของ S 
พิสูจน? ให>	S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต และสมมติให> e เปlนตัวกรอง crazy ของ S 
จาก (zF1) เปlนจริง ได>วZา g ∈ e ดังน้ัน (czF1) เปlนจริง 
ตZอไปน้ีจะแสดงวZา (czF2) เปlนจริง 
ให> 4, 5 ∈ S สมมติให> (5 ∗ 4)∗ ∈ e สำหรับทุก 5 ∈ e 
ดังน้ัน (5 ∗ 4)∗ ∈ e และ 5 ∈ e 
จาก (zF2) ได>วZา 4 ∈ e 
ดังน้ัน ถ>า (5 ∗ 4)∗ ∈ e สำหรับทุก 5 ∈ e แล>ว 4 ∈ e 
น่ันคือ (czF2) เปlนจริง 
สรุปได>วZา e เปlนตัวกรอง crazy แบบบริบูรณvของ S 
 

บทกลับของบทต้ัง 3.7.6 ไมZเปlนจริง ดังตัวอยZาง 3.7.2 จะเห็นวZา e เปlนตัวกรอง crazy แบบบริบูรณvของ 
S แตZ e ไมZเปlนตัวกรอง crazy ของ S 
 
 
 
 
 
 

∎ 

∎ 
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3.8 ฟdงก?ชันสาทิสสัณฐานในพีชคณิต d (Homomorphisms in d-algebras) 
บทนิยาม 3.8.1: ให>	S และ T เปlนพีชคณิต d และ F เปlนฟxงกvชันจาก S ไป T จะเรียก F วZาเปlน 
 (1)  ฟdงก?ชันสาทิสสัณฐาน (homomorphism) ถ>า 

F(4 ∗ 5) = F(4) ∗ F(5)  สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
 (2)  ฟdงก?ชันอุปริสัณฐาน (epimorphism) ถ>า F เปlนฟxงกvชันสาทิสสัณฐานและฟxงกvชันท่ัวถึง 
 (3)  ฟdงก?ชันเอกสัณฐาน (monomorphism) ถ>า F เปlนฟxงกvชันสาทิสสัณฐานและฟxงกvชันหน่ึงตZอหน่ึง 
 (4)  ฟdงก?ชันสมสัณฐาน (isomorphism) ถ>า F เปlนฟxงกvชันอุปริสัณฐานและฟxงกvชันเอกสัณฐาน 
 
ทฤษฎีบท 3.8.2: ให> S และ T เปlนพีชคณิต d และ F เปlนฟxงกvชันจาก S ไป T 
ถ>า F เปlนฟxงกvชันสมสัณฐาน แล>ว F#" เปlนฟxงกvชันสมสัณฐาน 
พิสูจน? ให> S และ T เปlนพีชคณิต d และ F เปlนฟxงกvชันจาก S ไป T 
สมมติให> F เปlนฟxงกvชันสมสัณฐานจาก S ไป T 
ได>วZา F เปlนฟxงกvชันท่ัวถึงและหน่ึงตZอหน่ึงจาก S ไป T 
จากทฤษฎีบท 2.2.6 ได>วZา F#" เปlนฟxงกvชันท่ัวถึงและหน่ึงตZอหน่ึงจาก T ไป S 
ตZอไปจะแสดงวZา F#" เปlนฟxงกvชันสาทิสสัณฐาน 
ให> ', ) ∈ T จะแสดงวZา F#"(') ∗ F#"()) = F#"(' ∗ )) 
จาก F เปlนฟxงกvชันท่ัวถึง จะได>วZา มี 4, 5 ∈ S ซ่ึง F(4) = ' และ F(5) = ) 
จะได>วZา F#"(') = 4 และ F#"()) = 5 
พิจารณา F#"(' ∗ )) = F#"(F(4) ∗ F(5)) 
         = F#"(F(4 ∗ 5))   (จาก F เปlนฟxงกvชันสาทิสสัณฐาน) 
         = (F#" ∘ F)(4 ∗ 5)  
         = U,(4 ∗ 5)   (จากทฤษฎีบท 2.2.11 (1)) 
         = 4 ∗ 5 
         = F#"(') ∗ F#"())  
ดังน้ัน F#" เปlนฟxงกvชันสาทิสสัณฐาน 
สรุปได>วZา F#" เปlนฟxงกvชันสมสัณฐาน 
 
บทต้ัง 3.8.3: ให> S และ T เปlนพีชคณิต d และ F เปlนฟxงกvชันสาทิสสัณฐานจาก S ไป T จะได>วZา 
 (1)  F(0) = 0 
 (2)  ถ>า 4 ≤ 5 แล>ว F(4) ≤ F(5) สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
พิสูจน? ให> S และ T เปlนพีชคณิต d และ F เปlนฟxงกvชันสาทิสสัณฐาน จาก S ไป T 

∎ 
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 (1)  จะแสดงวZา F(0) = 0 
พิจารณา  F(0) = F(0 ∗ 0)   (จาก (d1)) 
           = F(0) ∗ F(0)   (จาก F เปlนฟxงกvชันสาทิสสัณฐาน) 
           = 0    (จาก (d1)) 
ดังน้ัน F(0) = 0 
 (2)  จะแสดงวZา ถ>า 4 ≤ 5 แล>ว F(4) ≤ F(5) สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
ให> 4, 5 ∈ S สมมติให> 4 ≤ 5 น่ันคือ 4 ∗ 5 = 0 
จะแสดงวZา F(4) ≤ F(5) 
พิจารณา  F(4) ∗ F(5) = F(4 ∗ 5)  (จาก F เปlนฟxงกvชันสาทิสสัณฐาน) 
                    = F(0)   (จาก 4 ∗ 5 = 0) 
            = 0   (จากข>อ (1)) 
ดังน้ัน F(4) ∗ F(5) = 0 
น่ันคือ F(4) ≤ F(5) 
 
บทต้ัง 3.8.4: ให> S และ T เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต และให> F เปlนฟxงกvชันอุปริสัณฐานจาก S ไป T จะได>วZา 
F(g-) = g. โดยท่ี g- และ g. เปlนหนZวยของ S และ T ตามลำดับ 
พิสูจน? ให> S และ T เปlนพีชคณิต d และให> F เปlนฟxงกvชันอุปริสัณฐานจาก S ไป T 
ให> g- และ g. เปlนหนZวยของ S และ T ตามลำดับ 
จะแสดงวZา F(g-) เปlนหนZวยของ T น่ันคือ จะแสดงวZา 5 ∗ F(g-) = 0 สำหรับทุก 5 ∈ T 
ให> 5 ∈ T 
จาก F เปlนฟxงกvชันท่ัวถึง จะได>วZา มี 4 ∈ S ท่ีทำให> F(4) = 5 
พิจารณา  5 ∗ F(g-) = F(4) ∗ F(g-) 
        = F(4 ∗ g-)  (จาก F เปlนฟxงกvชันสาทิสสัณฐาน) 
        = F(0)   (จาก g- เปlนหนZวยของ S) 
        = 0    (จากบทต้ัง 3.8.3 (1)) 
ดังน้ัน 5 ∗ F(g-) = 0 สำหรับทุก 5 ∈ T 
น่ันคือ F(g-) เปlนหนZวยของ T 
จากบทต้ัง 3.3.5 ได>วZา หนZวยใน T มีเพียงตัวเดียวเทZาน้ัน 
ได>วZา F(g-) = g. 
 

∎ 

∎ 
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บทแทรก 3.8.5: ให> S และ T เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g- และ g. เปlนหนZวยของ S และ T 
ตามลำดับ และให> F เปlนฟxงกvชันสมสัณฐานจาก S ไป T จะได>วZา F#"jg.k = g- 
พิสูจน? ให> S และ T เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g- และ g. เปlนหนZวยของ S และ T ตามลำดับ 
และให> F เปlนฟxงกvชันสมสัณฐานจาก S ไป T 
จาก F เปlนฟxงกvชันหน่ึงตZอหน่ึงและท่ัวถึง 
โดยทฤษฎีบท 2.2.6 ได>วZา F#" เปlนฟxงกvชันหน่ึงตZอหน่ึงและท่ัวถึงจาก T ไป S 
จากบทต้ัง 3.8.4 ได>วZา F(g-) = g. 
ดังน้ัน F#"jg.k = g- 
 
บทต้ัง 3.8.6: ให> S และ T เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g- และ g. เปlนหนZวยของ S และ T ตามลำดับ 
และให> F เปlนฟxงกvชันสมสัณฐานจาก S ไป T จะได>วZา 
 (1)  F(4∗) = (F(4))∗  สำหรับทุก 4 ∈ S 
 (2)  F#"(5∗) = (F#"(5))∗  สำหรับทุก 5 ∈ T 
พิสูจน? ให> S และ T เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g- และ g. เปlนหนZวยของ S และ T ตามลำดับ 
และให> F เปlนฟxงกvชันสมสัณฐานจาก T ไป S 
จากบทต้ัง 3.8.2 จะได>วZา F#" เปlนฟxงกvชันสมสัณฐานจาก T ไป S 
 (1)  จะแสดงวZา F(4∗) = (F(4))∗  สำหรับทุก 4 ∈ S 
ให> 4 ∈ S ได>วZา 
   F(4∗) = F(g- ∗ 4)  
             = F(g-) ∗ F(4)  (จาก F เปlนฟxงกvชันสาทิสสัณฐาน) 
             = g. ∗ F(4)   (จากบทต้ัง 3.8.4) 
             = (F(4))∗ 
ดังน้ัน F(4∗) = (F(4))∗  สำหรับทุก 4 ∈ S 
 (2)  จะแสดงวZา F#"(5∗) = (F#"(5))∗  สำหรับทุก 5 ∈ T 
ให> 5 ∈ T ได>วZา 
   F#"(5∗) = F#"jg. ∗ 5k 
       = F#"jg.k ∗ F#"(5)  (จาก F#" เปlนฟxงกvชันสาทิสสัณฐาน) 
       = g- ∗ F#"(5)   (จากบทแทรก 3.8.5) 
       = (F#"(5))∗  
ดังน้ัน F#"(5∗) = (F#"(5))∗  สำหรับทุก 5 ∈ T 
 

∎ 

∎ 
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ทฤษฎีบท 3.8.7: ให> S และ T เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต และให> F เปlนฟxงกvชันสมสัณฐานจาก S ไป T  
จะได>วZา 
 (1)  อิมเมจของตัวกรอง d เปlนตัวกรอง d 
 (2)  อิมเมจของตัวกรอง crazy เปlนตัวกรอง crazy 
พิสูจน? ให> S และ T เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต และให> F เปlนฟxงกvชันสมสัณฐานจาก S ไป T 
 (1)  จะแสดงวZา อิมเมจของตัวกรอง d เปlนตัวกรอง d 
ให> e เปlนตัวกรอง d ของ S ได>วZา g- ∈ e จะแสดงวZา F(e) เปlนตัวกรอง d ของ T 
จากบทต้ัง 3.8.4 ได>วZา g. = F(g-) ∈ F(e) 
ดังน้ัน (dF1) เปlนจริง 
ตZอไปจะแสดงวZา (dF2) เปlนจริง ให> 4, 5 ∈ T 
สมมติให> (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ F(e) และ 5 ∈ F(e) จะแสดงวZา 4 ∈ F(e) 
จาก F เปlนฟxงกvชันหน่ึงตZอหน่ึงและท่ัวถึง โดยทฤษฎีบท 2.2.9 ได>วZา  

F#"((4∗ ∗ 5∗)∗) ∈ e  และ  F#"(5) ∈ e 
พิจารณา F#"((4∗ ∗ 5∗)∗) = (F#"(4∗ ∗ 5∗))∗          (จากบทต้ัง 3.8.6 (2)) 
       = (F#"(4∗) ∗ F#"(5∗))∗         (จาก F#" เปlนฟxงกvชันสาทิสสัณฐาน) 
       = ((F#"(4))∗ ∗ (F#"(5))∗)∗      (จากบทต้ัง 3.8.6 (2)) 
ดังน้ัน ((F#"(4))∗ ∗ (F#"(5))∗)∗ ∈ e และ F#"(5) ∈ e 
จาก e เปlนตัวกรอง d ของ S ได>วZา F#"(4) ∈ e น่ันคือ 4 ∈ F(e) 
ดังน้ัน (dF2) เปlนจริง น่ันคือ F(e) เปlนตัวกรอง d ของ T 
สรุปได>วZา อิมเมจของตัวกรอง d เปlนตัวกรอง d 
 (2)  จะแสดงวZา อิมเมจของตัวกรอง crazy เปlนตัวกรอง crazy 
ให> e เปlนตัวกรอง crazy ของ S ได>วZา g- ∈ e จะแสดงวZา F(e) เปlนตัวกรอง crazy ของ T 
จากบทต้ัง 3.8.4 ได>วZา g. = F(g-) ∈ F(e) 
ดังน้ัน (zF1) เปlนจริง 
ตZอไปจะแสดงวZา (zF2) เปlนจริง ให> 4, 5 ∈ T 
สมมติให> (5 ∗ 4)∗ ∈ F(e) และ 5 ∈ F(e) จะแสดงวZา 4 ∈ F(e) 
จาก F เปlนฟxงกvชันหน่ึงตZอหน่ึงและท่ัวถึง โดยทฤษฎีบท 2.2.9 ได>วZา  

F#"((5 ∗ 4)∗) ∈ e  และ  F#"(5) ∈ e 
พิจารณา    F#"((5 ∗ 4)∗) = (F#"(5 ∗ 4))∗          (จากบทต้ัง 3.8.6 (2)) 
       = (F#"(5) ∗ F#"(4))∗         (จาก F#" เปlนฟxงกvชันสาทิสสัณฐาน) 



 37 

ดังน้ัน (F#"(5) ∗ F#"(4))∗ ∈ e และ F#"(5) ∈ e 
จาก e เปlนตัวกรอง crazy ของ S ได>วZา F#"(4) ∈ e น่ันคือ 4 ∈ F(e) 
ดังน้ัน (zF2) เปlนจริง น่ันคือ F(e) เปlนตัวกรอง crazy ของ T 
สรุปได>วZา อิมเมจของตัวกรอง crazy เปlนตัวกรอง crazy 
 
ทฤษฎีบท 3.8.8: ให> S และ T เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต และให> F เปlนฟxงกvชันอุปริสัณฐานจาก S ไป T  
จะได>วZา 
 (1)  อินเวอรvสอิมเมจของตัวกรอง d เปlนตัวกรอง d 
 (2)  อินเวอรvสอิมเมจของตัวกรอง crazy เปlนตัวกรอง crazy 
พิสูจน? ให> S และ T เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต และให> F เปlนฟxงกvชันอุปริสัณฐานจาก S ไป T 
 (1)  จะแสดงวZา อินเวอรvสอิมเมจของตัวกรอง d เปlนตัวกรอง d 
ให> e เปlนตัวกรอง d ของ T ได>วZา g. ∈ e จะแสดงวZา F#"(e) เปlนตัวกรอง d ของ S 
จากบทต้ัง 3.8.4 ได>วZา F(g-) = g. ∈ e น่ันคือ g- ∈ F#"(e) 
ดังน้ัน (dF1) เปlนจริง 
ตZอไปจะแสดงวZา (dF2) เปlนจริง ให> 4, 5 ∈ S 
สมมติให> (4∗ ∗ 5∗)∗ ∈ F#"(e) และ 5 ∈ F#"(e) จะแสดงวZา 4 ∈ F#"(e) 
ได>วZา F((4∗ ∗ 5∗)∗) ∈ e และ F(5) ∈ e 
พิจารณา      F((4∗ ∗ 5∗)∗) = (F(4∗ ∗ 5∗))∗          (จากบทต้ัง 3.8.6 (1)) 
        = (F(4∗) ∗ F(5∗))∗         (จาก F เปlนฟxงกvชันสาทิสสัณฐาน) 
        = ((F(4))∗ ∗ (F(5))∗)∗            (จากบทต้ัง 3.8.6 (1)) 
ดังน้ัน ((F(4))∗ ∗ (F(5))∗)∗ ∈ e และ F(5) ∈ e 
จาก e เปlนตัวกรอง d ของ T ได>วZา F(4) ∈ e น่ันคือ 4 ∈ F#"(e) 
ดังน้ัน (dF2) เปlนจริง น่ันคือ F#"(e) เปlนตัวกรอง d ของ S 
สรุปได>วZา อินเวอรvสอิมเมจของตัวกรอง d เปlนตัวกรอง d 
 (2)  จะแสดงวZา อินเวอรvสอิมเมจของตัวกรอง crazy เปlนตัวกรอง crazy 
ให> e เปlนตัวกรอง crazy ของ T ได>วZา g. ∈ e จะแสดงวZา F#"(e) เปlนตัวกรอง crazy ของ S 
จากบทต้ัง 3.8.4 ได>วZา F(g-) = g. ∈ e น่ันคือ g- ∈ F#"(e) 
ดังน้ัน (zF1) เปlนจริง 
ตZอไปจะแสดงวZา (zF2) เปlนจริง ให> 4, 5 ∈ S 
สมมติให> (5 ∗ 4)∗ ∈ F#"(e) และ 5 ∈ F#"(e) จะแสดงวZา 4 ∈ F#"(e) 

∎ 
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ได>วZา F((5 ∗ 4)∗) ∈ e และ F(5) ∈ e 
พิจารณา        F((5 ∗ 4)∗) = (F(5 ∗ 4))∗         (จากบทต้ัง 3.8.6 (1)) 
       = (F(5) ∗ F(4))∗         (จาก F เปlนฟxงกvชันสาทิสสัณฐาน) 
ดังน้ัน (F(5) ∗ F(4))∗ ∈ e และ F(5) ∈ e 
จาก e เปlนตัวกรอง crazy ของ T ได>วZา F(4) ∈ e น่ันคือ 4 ∈ F#"(e) 
ดังน้ัน (zF2) เปlนจริง น่ันคือ F#"(e) เปlนตัวกรอง crazy ของ S 
สรุปได>วZา อินเวอรvสอิมเมจของตัวกรอง crazy เปlนตัวกรอง crazy 

 
  

∎ 
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บทที่ 4 
สรุปผลการศึกษา 
(Conclusions) 

  
 ในการค>นคว>าอิสระ เราศึกษาเก่ียวกับตัวกรองบางชนิดในพีชคณิต d ซ่ึงพีชคณิต d มีนิยามดังน้ี 
 ให> S เปlนเซตท่ีไมZเปlนเซตวZาง และ 0 ∈ S โดยท่ี ∗ เปlนการดำเนินการทวิภาคบน S 
จะเรียก (S,	∗,.0)  (หรือ S) วZาเปlน พีชคณิต d (d-algebra) ถ>ามีสมบัติดังตZอไปน้ี 
 (d1)  4 ∗ 4 = 0 

 (d2)  0 ∗ 4 = 0 

 (d3)  ถ>า 4 ∗ 5 = 0 และ 5 ∗ 4 = 0 แล>ว 4 = 5 
 สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
 เราได>ศึกษาสมบัติบางประการของพีชคณิต d และพีชคณิต d ที่มีขอบเขต โดยได>ศึกษาสมบัติของ
พีชคณิตยZอย d ตัวกรองในพีชคณิต d หนZวยในพีชคณิต d ที่มีขอบเขต และศึกษาเกี่ยวกับตัวกรองบางชนิดใน
พีชคณิต d ได>แกZ ตัวกรองของพีชคณิต d ตัวกรอง d ตัวกรอง d แบบบริบูรณv ตัวกรอง crazy ตัวกรอง crazy 
แบบบริบูรณv และฟxงกvชันสาทิสสัณฐานในพีชคณิต d 
 เราได>เร่ิมต>นศึกษาเก่ียวกับพีชคณิตยZอย d และสมบัติของตัวกรองในพีชคณิต d ได>ผลการศึกษาดังน้ี 
 ให> S เปlนพีชคณิต d จะได>วZา 
 1)  ถ>า Q เปlนพีชคณิตยZอย d ของ S แล>วจะได>วZา 
  1.1)  0 ∈ Q 
  1.2)  Q เปlนพีชคณิต d 
 2)  S เปlนพีชคณิตยZอย d และตัวกรองของ S 
 3)  {0} เปlนพีชคณิตยZอย d และตัวกรองของ S 
 นอกจากนี้ได>ศึกษาสมบัติของหนZวยและพีชคณิต d ที่มีขอบเขต และตัวกรองบางชนิดในพีชคณิต d ที่มี
ขอบเขต ได>แกZ ตัวกรอง d ตัวกรอง d แบบบริบูรณv ตัวกรอง crazy และตัวกรอง crazy แบบบริบูรณv ซึ่งได>ผล
การศึกษาดังน้ี 
 ให> S เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยท่ีมี g เปlนหนZวย จะได>วZา 
 1)  ถ>า S มีสมาชิกมากกวZา 1 ตัว จะได>วZา g ≠ 0 
 2)  หนZวยจะมีเพียงตัวเดียวเทZาน้ัน 
 3)  ถ>า e เปlนตัวกรองของ S และ g ∈ e แล>ว e = S 
 4)  S เปlนตัวกรอง d ตัวกรอง d แบบบริบูรณv ตัวกรอง crazy และตัวกรอง crazy แบบบริบรูณvของ S 
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 5)  ถ>า e" และ e) เปlนตัวกรอง d ของ S แล>ว e" ∩ e) เปlนตัวกรอง d ของ S 
 6)  ถ>า e เปlนตัวกรอง d ของ S แล>ว e เปlนตัวกรอง d แบบบริบูรณvของ S  
 7)  ถ>า e เปlนตัวกรอง crazy ของ S แล>ว e เปlนตัวกรอง crazy แบบบริบูรณvของ S 
 8)  ถ>า 0 ∈ e ⊊ S และ 0∗ = g แล>ว e ไมZเปlนตัวกรอง crazy ของ S  
 สุดท>ายเราได>ศึกษาเก่ียวกับฟxงกvชันสาทิสสัณฐานในพีชคณิต d และได>ผลการศึกษาดังตZอไปน้ี 
 ให> S และ T เปlนพีชคณิต d และ F เปlนฟxงกvชันจาก S ไป T 
 1)  ถ>า F เปlนฟxงกvชันสมสัณฐาน แล>ว F#" เปlนฟxงกvชันสมสัณฐาน 
 2)  ถ>า F เปlนฟxงกvชันสาทิสสัณฐาน แล>วจะได>วZา 
      2.1)  F(0) = 0 
  2.2)  ถ>า 4 ≤ 5 แล>ว F(4) ≤ F(5) สำหรับทุก 4, 5 ∈ S 
 ให> S และ T เปlนพีชคณิต d ท่ีมีขอบเขต โดยมี g- และ g. เปlนหนZวยของ S และ T ตามลำดับ 
และให> F เปlนฟxงกvชันจาก S ไป T จะได>วZา 
 1)  ถ>า F เปlนฟxงกvชันอุปริสัณฐาน แล>วจะได>วZา 
  1.1)  F(g-) = g. 
  1.2)  อินเวอรvสอิมเมจของตัวกรอง d เปlนตัวกรอง d 
  1.3)  อินเวอรvสอิมเมจของตัวกรอง crazy เปlนตัวกรอง crazy 
 2)  ถ>า F เปlนฟxงกvชันสมสัณฐาน แล>วจะได>วZา 
  2.1)  F(4∗) = (F(4))∗  สำหรับทุก 4 ∈ S 
  2.2)  F#"(5∗) = (F#"(5))∗  สำหรับทุก 5 ∈ T 
  2.3)  อิมเมจของตัวกรอง d เปlนตัวกรอง d 
  2.4)  อิมเมจของตัวกรอง crazy เปlนตัวกรอง crazy 
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