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บทคัดยอ่

ให้ G เปน็กราฟ สำหรับจดุยอด u, v ใดๆของกราฟ G เซต I[u, v] ประกอบด้วยจดุยอดท้ังหมดทีอ่ย ูบ่นจ ี
โอเดซกิ u − v สำหรับเซต S ทีเ่ปน็เซตยอ่ยของ V (G) เราจะนยิามเซตชว่ง I[S] วา่เปน็เซตทีส่ร้างจากยเูนยีนของ
I[u, v] สำหรับทกุ u, v ∈ S หาก I[S] = V (G) แล้วจะเรยีก S วา่เซตจโีอเดตกิของ G จำนวนจโีอเดตกิ g(G) ของ
กราฟ G คอืจำนวนสมาชกิของเซตจโีอเดตกิของกราฟ G ทีม่ขีนาดเลก็ทีส่ดุ ในงานวจัิยนี้ เราทำการศกึษาจำนวนจโีอเด
ตกิของกราฟ S(Km

m ) ซึง่เปน็กราฟทีไ่มม่เีซตจโีอเดตกิเชงิเส้นและเซตจโีอเดตกิบรบิรูณ์ นอกจากน้ันเราจะศกึษาจำนวน
จโีอเดตกิของกราฟผลคณูคารท์เีซยีน P2 × S(Km

m )

คำสำคัญ : ผลคณูคารท์เีซยีนของกราฟ, จำนวนจโีอเดตกิ, ทฤษฏกีราฟ

Abstract

Let G be a graph. For any two vertices u and v of G, the set I[u, v] consists of all vertices
lying on some u–v geodesic in G. If S is a subset of vertices of G, then I[S] is the union of all sets
I[u, v] for all u, v in S. The geodetic number g(G) of graph G is the minimum cardinality among all
the subsets S of V (G) for which I[S] = V (G). In this paper, we study the geodetic number of the
graph S(Km

m ) which admits neither a linear geodetic set nor a complete geodetic set. We also study
the geodetic number of the Cartesian product graph P2 × S(Km

m ).
Keywords : Cartesian product of graphs, geodetic numbers, graph theory
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บทที่ 1

บทนำ (Introduction)

ในปคี.ศ. 1993 Frank Harary, Emmanuel Loukakis และ Constantine Tsouros ได้ให้นยิามของเซต
จโีอเดตกิเปน็คร้ังแรกในบทความเร ือ่ง The geodetic number of a graph [5] ไว้ดังนี้ เซตจโีอเดตกิคอืเซต S ทีม่ ี
สมาชกิเปน็จดุยอดของกราฟๆหนึง่ โดยทีว่ถิที ีส้ั่นทีส่ดุระหวา่งจดุยอดทกุๆค ูใ่นเซตจะต้องผา่นจดุยอดทกุๆจดุของกราฟ
น้ัน นอกจากนี้ ยังได้ให้นยิามของจำนวนจโีอเดตกิของกราฟไว้ดังนี้ จำนวนจโีอเดตกิของกราฟคอืจำนวนสมาชกิของเซต
จโีอเดตกิทีม่ขีนาดเลก็ทีส่ดุ ตอ่มาในปคี.ศ. 1997 Gary Chartrand, Frank Harary และ Ping Zhang [4] ได้ทำการ
ศกึษาขอบเขตของจำนวนจโีอเดตกิของกราฟทีเ่กดิจากผลคณูคารท์เีซยีนของกราฟใดๆกับกราฟ K2

หลังจากน้ันในปคี.ศ. 2004 การหาขอบเขตของจำนวนจโีอเดตกิของกราฟทีเ่กดิจากผลคณูคาร์ทเีซยีนของกราฟสอง
กราฟใดๆได้ถกูศกึษาโดย Tao Jiang, Ignacio Pelayo และ Dan Pritikin [6] ทำให้ได้ขอบเขตลา่งของจำนวนจโีอเดตกิ
ตอ่มาในปคี.ศ. 2007 Boštjan Brešar, Sandi Klavžar และ Aleksandra Tepeh Horvat [2] ได้นำเสนอขอบเขตของ
จำนวนจโีอเดตกิทีม่คีา่ใกล้เคยีงกับคา่จรงิมากขึ้นสำหรับกราฟทีม่เีซตจโีอเดตกิเชงิเส้นและเซตจโีอเดตกิแบบบรบิรูณ์
และได้ยกตัวอยา่งกราฟซึง่ไมม่ท้ัีงเซตจโีอเดตกิเชงิเส้นและเซตจโีอเดตกิแบบบรบิรูณใ์นบทความเร ือ่ง On the geodetic
number and related metric sets in Cartesian product graphs โดยกราฟทีไ่ด้นำเสนอมลัีกษณะคล้ายกับกราฟที่
Gary Chartrand และคณะได้ศกึษาในบทความเร ือ่ง Geodetic sets in graphs [3] ในปคี.ศ. 2000 และได้ใช้สัญลักษณ์
S(Km

m ) แทนกราฟทีม่ลัีกษณะดังกลา่ว ผ ูัศกึษาจงึมคีวามสนใจในการหาจำนวนจโีอเดตกิของกราฟในตระกลู S(Km
m )

ที่ Klavžar และคณะได้นำเสนอโดยการขยายแนวคดิของ Gary Chartrand และคณะ และหาขอบเขตบนของจำนวนจี
โอเดตกิของกราฟ P2 × S(Km

m )

1



บทที่ 2

ความรู้พ ื้นฐาน (Preliminaries)

ในบทนี้ เราจะให้บทนยิามพื้นฐานในทฤษฏกีราฟทีจ่ำเปน็ตอ่การศกึษาในเร ือ่ง การหาจำนวนจโีอเดตกิของ
กราฟ S(Km

m ) และกราฟ S(Km
m )× P2 พร้อมท้ังให้ตัวอยา่งเพือ่ความเข้าใจได้ชัดเจนยิง่ขึ้น ดังนี้

บทนยิาม 2.1 กราฟ (graph)

กราฟ G ประกอบไปด้วยเซตจำกัดสองเซตเขยีนแทนด้วย V (G) และ E(G) โดย V (G) เปน็เซตจำกัดทีไ่มใ่ชเ่ซตวา่ง

เรยีกสมาชกิของ V (G) วา่จดุยอด (vertices) และ E(G) เปน็เซตจำกัดทีม่สีมาชกิเปน็คูไ่มอั่นดับ (unordered pair)

ของสมาชกิของ V (G) เรยีกสมาชกิของ E(G) วา่เส้นเชือ่ม (edges)

โดยทัว่ไปแล้วจะแทนกราฟด้วยแผนภาพซึง่ประกอบด้วยจดุและเส้นโดยทีจ่ดุแตล่ะจดุของแผนภาพแทนสมาชกิแตล่ะ

สมาชกิของ V (G) และเส้นทีเ่ช ือ่มระหวา่งจดุของแผนภาพแทนสมาชกิของ E(G)

นัน่คอื ถ้า v1, v2 ∈ V (G) และ {v1, v2} ∈ E(G) แล้วเราจะลากเส้นเช ือ่มระหวา่งจดุยอด v1 และจดุยอด v2 ใน

แผนภาพ

เพือ่ความสะดวกเราจะแทนเส้นเช ือ่ม {v1, v2} ด้วยสัญลักษณ์ v1v2 และจะถอืวา่เส้นเช ือ่ม v1v2 และเส้นเช ือ่ม v2v1

เปน็เส้นเดยีวกัน

สำหรับจดุยอด v1, v2 ∈ V (G) ถ้า v1v2 ∈ E(G) แล้วจะกลา่ววา่ v1 และ v2 เปน็จดุยอดประชดิกัน (adjacent

vertices) ในทำนองเดยีวกันจะกลา่ววา่เส้นเช ือ่มสองเส้นประชดิกันถ้าเส้นเช ือ่มท้ังสองมจีดุยอดรว่มกันจดุหนึง่ และ

กลา่ววา่จดุยอด v1 และ v2 ตกกระทบ (incident) กับเส้นเช ือ่ม v1v2 หรอืกลา่ววา่เส้นเช ือ่ม v1v2 ตกกระทบกับจดุ

ยอด v1 และจดุยอด v2

สำหรับจดุยอด v ใดๆของกราฟ G เราจะเรยีกจำนวนเส้นเช ือ่มทีต่กกระทบกับจดุยอดวา่ระดับข้ัน (degree) ของจดุ

ยอด v เขยีนแทนด้วย deg(v) และเรยีกจดุยอดทีม่รีะดับข้ันเทา่กับ 1 วา่จดุปลาย (end vertex)
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เราจะเรยีกจำนวนจดุยอดท้ังหมดของกราฟ G วา่อันดับ (order) ของกราฟ G และเรยีกจำนวนเส้นเช ือ่มท้ังหมดใน

กราฟ G วา่ขนาด (size) ของกราฟ G
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ตัวอยา่ง 2.2 ให้ G เปน็กราฟทีป่ระกอบด้วย

V (G) = {v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8}

E(G) = {v1v2, v1v6, v2v3, v2v7,

v3v4, v3v5, v3v7, v4v5,

v5v6, v5v7, v6v7, v7v8}

จะสามารถเขยีนแผนภาพแทนกราฟ G ได้ดังรปูที่ 2.1

รปูที่ 2.1: แผนภาพตัวแทนเชงิกราฟ G
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บทนยิาม 2.3 แนวเดนิ (walk)

แนวเดนิเกดิจากการเคลือ่นทีจ่ากจดุยอดหนึง่ไปยังอกีจดุยอดหนึง่ท ีอ่ย ูป่ระชดิกันในกราฟซึง่ เม ือ่ทำการเคลือ่นทีแ่บบนี้

ซ้ำไปเร ือ่ยๆจะทำให้เกดิลำดับ (sequence) ของจดุยอดขึ้นซึง่อาจเขยีนได้เปน็ v0 → v1 → v2 ... → vn−1 → vn

หรอืเขยีนแบบส้ันได้เปน็ v0 v1 v2 ... vn−1 vn ซึง่เรยีกวา่แนวเดนิ v0 − vn โดยแนวเดนิอาจมจีดุยอดซ้ำกันหรอืเส้น

เช ือ่มซ้ำกันได้

เราจะเรยีกแนวเดนิทีไ่มม่เีส้นเช ือ่มซ้ำกันวา่รอยเดนิ (trail)

เรยีกแนวเดนิทีไ่มม่จีดุยอดซ้ำกันวา่วถิ ี (path) และเรยีกแนวเดนิปดิทีไ่มม่จีดุยอดซ้ำกันวา่วัฏจักร (cycle)

สำหรับแนวเดนิ รอยเดนิ หรอืวถิ ี v0 − vn ใดๆ ถ้า v0 และ vn เปน็จดุยอดเดยีวกันเราจะเรยีกวา่แนวเดนิปดิ รอยเดนิ

ปดิ หรอืวถิปีดิตามลำดับ และถ้า v0 และ vn ไมเ่ปน็จดุยอดเดยีวกันเราจะเรยีกวา่แนวเดนิเปดิ รอยเดนิเปดิ หรอืวถิเีปดิ

ตามลำดับ ความยาว (length) ของแนวเดนิ รอยเดนิ วถิ ี หรอืวัฏจักรคอืจำนวนเส้นเช ือ่มทีป่รากฏในแนวเดนิ รอยเดนิ

วถิหีรอืวัฏจักรน้ันๆ

ระยะทาง (distance) ให้ v1, v2 ∈ V (G) ระยะทางระหวา่งจดุยอด v1 และจดุยอด v2 คอืความยาวของวถิที ีส้ั่นทีส่ดุ

ท ีเ่ช ือ่มระหวา่งจดุยอด v1 และจดุยอด v2 บนกราฟ G เขยีนแทนด้วยสัญลักษณ์ d(v1, v2)

ตัวอยา่ง 2.4 ให้ G เปน็กราฟทีม่ตัีวแทนเชงิกราฟดังรปูที่ 2.2

ตัวอยา่งของวถิ ี v1 − v9 ซึง่มคีวามยาวเทา่กับ 2 เชน่

v1, v4, v9

ตัวอยา่งของรอยเดนิปดิ v7 − v7 ซึง่มคีวามยาวเทา่กับ 4 เชน่

v7, v6, v5, v1, v7

ตัวอยา่งของแนวเดนิ v1 − v9 ซึง่มคีวามยาวเทา่กับ 4 เชน่

v9, v7, v6, v5, v1
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รปูที่ 2.2: ภาพตัวแทนเชงิกราฟของกราฟ G ซึง่จะใช้เปน็ตัวอยา่งในการนำเสนอการเคลือ่นทีบ่นกราฟในลำดับตอ่ไป

บทนยิาม 2.5 จโีอเดซกิ v1 − v2 ( v1 − v2 geodesic)

ให้ v1, v2 ∈ V (G) จโีอเดซกิ v1 − v2 หมายถงึวถิ ี v1 − v2 ทีม่คีวามยาวเทา่กับระยะทางระหวา่งจดุยอด v1 และจดุ

ยอด v2

ตัวอยา่ง 2.6 ให้ G เปน็กราฟทีม่ตัีวแทนเชงิกราฟดังรปูที่ 2.2

จากการที่ d(v1, v9) = 2 ดังน้ันจโีอเดซกิ v1 − v9 มจีำนวน 4 วถิไีด้แก ่

v1, v4, v9

v1, v5, v9

v1, v6, v9

v1, v7, v9

และในทำนองเดยีวกันจากการที่ d(v1, v8) = 3 ดังน้ันจโีอเดซกิ v1 − v8 มเีพยีงวถิเีดยีวได้แก ่

v1, v4, v3, v8
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บทนยิาม 2.7 เย ื้องศนูยก์ลาง (eccentricity)

ให้ v1, v2, ..., vn ∈ V (G) ใช้สัญลักษณ์ e(vi) แทนคา่เย ื้องศนูยก์ลางของจดุยอด vi นยิามโดย

e(vi) = max{d(vi, v1), d(vi, v2), ..., d(vi, vn)} เม ือ่พจิารณาคา่เย ื้องศนูยก์ลางของจดุยอดทกุๆจดุในกราฟ G

แล้วคา่เย ื้องศนูยก์ลางทีม่คีา่ตำ่ท ีส่ดุจะถกูเรยีกวา่รัศมี (radius) ของกราฟ G เขยีนแทนด้วยสัญลักษณ์ rad(G) และคา่

เย ื้องศนูยก์ลางทีม่คีา่สงูท ีส่ดุจะถกูเรยีกวา่เส้นผา่นกลาง (diameter) ของกราฟ G เขยีนแทนด้วยสัญลักษณ์ diam(G)

ตัวอยา่ง 2.8 ให้ G เปน็กราฟดังตัวอยา่งที่ 2.2

เม ือ่พจิารณาระยะทางระหวา่งจดุยอดทกุๆค ูใ่น V (G) จะได้วา่

e(v1) = 3 e(v2) = 4 e(v3) = 3 e(v4) = 2

e(v5) = 4 e(v6) = 4 e(v7) = 4 e(v8) = 4

e(v9) = 3

ทำให้ rad(G) = 2 และ diam(G) = 4
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บทนยิาม 2.9 ชว่ง [v1, v2] ( [v1, v2] interval)

ให้ v1, v2 ∈ V (G) ชว่ง [v1, v2] คอืเซตของจดุยอดทกุจดุทีอ่ย ูบ่นจโีอเดซกิ v1 − v2 โดยรวมจดุยอด v1 และจดุยอด

v2 เข้าไปด้วยและเขยีนแทนชว่ง [v1, v2] ด้วยสัญลักษณ์ I[v1, v2]

ตัวอยา่ง 2.10 ให้ G เปน็กราฟดังตัวอยา่งที่ 2.2

พจิารณาชว่ง I[v1, v9] ได้วา่

I[v1, v9] = {v1, v4, v9} ∪ {v1, v5, v9} ∪ {v1, v6, v9} ∪ {v1, v7, v9}

= {v1, v4, v5, v6, v7, v9}

พจิารณาชว่ง I[v1, v8] ได้วา่

I[v1, v8] = {v1, v3, v4, v8}

บทนยิาม 2.11 เซตชว่ง I(S) (I(S) interval set)

สำหรับแตล่ะเซต S ⊆ V (G) นยิามเซตชว่ง I[S] = ∪
u,v∈S

I[u, v]

ตัวอยา่ง 2.12 ให้ G เปน็กราฟดังตัวอยา่งที่ 2.2

ให้ S = {v1, v8, v9} เซตชว่งของ S คอื

I[S] = I(v1, v8) ∪ I(v1, v9) ∪ I(v8, v9)

= {v1, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9}
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บทนยิาม 2.13 เซตจโีอเดตกิ (geodetic sets)

จะเรยีกเซต S ⊆ V (G) วา่เซตจโีอเดตกิถ้าหาก I[S] = V (G)

บทนยิาม 2.14 เซตจโีอเดตกิทีเ่ลก็ทีส่ดุ (minimum geodetic set)

เม ือ่พจิารณาเซตจโีอเดตกิท้ังหมดทีเ่ปน็ไปได้ของกราฟ G แล้วเราจะเรยีกเซตจโีอเดตกิทีม่จีำนวนสมาชกิน้อยทีส่ดุวา่

เซตจโีอเดตกิทีเ่ลก็ท ีส่ดุ

บทนยิาม 2.15 จำนวนจโีอเดตกิ (geodetic number)

จำนวนจโีอเดตกิของกราฟ G คอืจำนวนสมาชกิของเซตจโีอเดตกิทีเ่ลก็ท ีส่ดุของกราฟ G และเขยีนแทนด้วยสัญลักษณ์

g(G)

ตัวอยา่ง 2.16 ให้ G เปน็กราฟดังตัวอยา่งที่ 2.2

ให้ S1, S2 ⊂ V (G)

S1 = {v2, v5, v6, v7, v8}

S2 = {v1, v2, v8, v9}

จากการที่ I[S1] = V (G) และ I[S2] = V (G) ทำให้ S1 และ S2 เปน็เซตจโีอเดตกิของกราฟ G แต่ |S1| > |S2|

และเมือ่เราพจิารณาเซตจโีอเดตกิท้ังหมดของกราฟ G แล้วเหน็วา่ไมม่เีซตจโีอเดตกิใดของ G มจีำนวนสมาชกิน้อยกวา่

S2 ทำให้ S2 เปน็เซตจโีอเดตกิทีเ่ลก็ท ีส่ดุของกราฟ G สง่ผลให้ g(G) = |S2| = 4
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บทนยิาม 2.17 กราฟบรบิรูณ์ (complete graphs)

ให้ G เปน็กราฟ เราจะเรยีก G วา่กราฟบรบิรูณถ้์าทกุๆสองจดุยอดทีแ่ตกตา่งกันของกราฟมเีส้นเช ือ่ม

และใช้สัญลักษณ์ Kn แทนกราฟบรบิรูณท์ ีม่อัีนดับ n

รปูที่ 2.3: กราฟบรบิรูณท์ ีม่อัีนดับต้ังแต ่ 1 ถงึ 7
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บทนยิาม 2.18 กราฟวถิ ี (path graph) ให้ G เปน็กราฟและ V (G) = {v1, v2, ..., vn} เปน็เซตจดุยอดของ

กราฟ G เราจะเรยีกกราฟ G วา่กราฟวถิหีาก G ไมม่วัีฏจักรและ d(v1) = d(vn) = 1 โดยที่ d(vx) = 2 สำหรับทกุ

2 ≤ x ≤ n− 1 ใช้สัญลักษณ์ Pn แทนกราฟวถิที ีม่จีดุยอด n จดุ

...

รปูที่ 2.4: กราฟวถิที ีม่อัีนดับต้ังแต ่ 1 ถงึ n
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บทนยิาม 2.19 มัลตกิราฟ (multigraph) ให้ G เปน็กราฟ เราจะเรยีกกราฟ G วา่มัลตกิราฟหาก G มเีส้นเช ือ่มที่

ตกกระทบจดุยอดคูเ่ดยีวกันมากกวา่หนึง่เส้น ใช้สัญลักษณ์Km
m แทนมัลตกิราฟทีม่จีดุยอด m จดุและมเีส้นเช ือ่ม m เส้น

ตกกระทบกับจดุยอดทกุค ูข่องมัลตกิราฟ

รปูที่ 2.5: มัลตกิราฟ K3
3 มจีดุยอด 3 จดุและมเีส้นเช ือ่ม 3 เส้นระหวา่งจดุยอดทกุๆค ู่

บทนยิาม 2.20 การซับดไิวดเ์ส้นเชือ่ม (edge subdivision)

ให้ v1v2 ∈ E(G) การซับดไิวดเ์ส้นเช ือ่ม v1v2 คอืการลบเส้นเช ือ่ม v1v2 ออกจากกราฟ G และเพิม่จดุยอด v1,2 หนึง่

จดุเข้าไปในกราฟ G และลากเส้นเช ือ่มใหมส่องเส้น คอืเส้นเช ือ่ม v1v1,2 และเส้นเช ือ่ม v2v1,2

ใช้สัญลักษณ์ S(G) แทนการซับดไิวดเ์ส้นเช ือ่มทกุๆเส้นของกราฟ G

รปูที่ 2.6: การซับดไิวดเ์ส้นเช ือ่ม v1 และเส้นเช ือ่ม v4
ของกราฟ G

รปูที่ 2.7: กราฟ S(K3
3 ) ซึง่เกดิจากการซับดไิวด์เส้นเช ือ่ม

ทกุเส้นของกราฟ K3
3
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บทนยิาม 2.21 ผลคณูคารท์เีซยีนของกราฟ (Cartesian product of graphs)

ให้ G และ H เปน็กราฟ ให้ V (G) = {v1, v2, ... vn} และ V (H) = {w1, w2, ... wn}

ผลคณูคาร์ทเีซยีนของ G และ H เขยีนแทนด้วย G × H โดยที่ G × H เปน็กราฟทีป่ระกอบด้วย V (G × H) =

V (G)× V (H) และสำหรับ (v1, w1), (v2, w2) ∈ V (G×H) จดุยอด (v1, w1) จะประชดิกับจดุยอด (v2, w2) ก็

ตอ่เม ือ่ v1 = v2 และ w1w2 ∈ E(H) หรอืเม ือ่ w1 = w2 และ v1v2 ∈ E(G)

ตัวอยา่ง 2.22 ให้ G และ H เปน็กราฟดังรปู

รปูที่ 2.8: กราฟ G และกราฟ H
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กราฟ G×H จะมตัีวแทนเชงิกราฟดังนี้

x

รปูที่ 2.9: กราฟผลคณูคารท์เีซยีน G×H

14



บทที่ 3

ผลการศกึษา (Results)

3.1 จำนวนจโีอเดตกิของกราฟ S(Km
m)

ข้อคาดการณ์ 3.1.1 ให้ Km
m โดยที่m ≥ 2 ∈ N เปน็มัลตกิราฟทีม่จีดุยอด m จดุและมเีส้นเช ือ่ม m เส้นตกกระทบ

จดุยอดทกุๆค ูข่องกราฟ ให้ Gm = S(Km
m ) เปน็กราฟทีเ่กดิจากการซับดไิวด์เส้นเช ือ่มทกุๆเส้นของกราฟ Gm ได้วา่

g(Gm) = m

พิสจูน์. เม ือ่พจิารณากราฟ G2 และกราฟ G3 เราสามารถเหน็ได้ชัดวา่ V (K2
2 ) และ V (K3

3 ) เปน็เซตจโีอเดตกิของ
กราฟ G2 และกราฟ G3 ตามลำดับ ในกรณที ี่m ≥ 4 เราจะใช้การอปุนัยทางคณติศาสตรแ์สดงวา่ g(Gm) = m โดย
เร ิม่ต้นทีก่รณีm ≥ 4 และแสดงวา่ V (Km

m ) เปน็เซตจโีอเดตกิทีเ่ลก็ท ีส่ดุของกราฟ Gm

รปูที่ 3.1: เซตจโีอเดตกิของกราฟ G2 กราฟ G3 และ G4

จากภาพที่ 3.1 เราสามารถเหน็ได้ชัดวา่ V (K4
4 ) ซึง่ในทีน่ ี้คอืจดุยอดทีไ่ด้ถกูระบายสแีดงเปน็เซตจโีอเดตกิของ

กราฟ G4 และตอ่ไปนี้ เราจะให้สแีดงแสดงถงึจดุยอดเปน็สมาชกิของเซตจโีอเดตกิ จากการที่ I[V (K4
4 )] = V (Gm)

ดังน้ัน g(G4
4) = 4 ให้ V (Km

m ) = {v1, v2, ..., vm} แทนเซตจดุยอดของกราฟ Km
m เราจะกำหนดสัญลักษณเ์พือ่ใช้

แทนจดุยอดทีเ่กดิขึ้นจากการซับดไิวดเ์ส้นเช ือ่มของกราฟ Km
m ดังน ี้

สำหรับ i, j และ 1 ≤ i ̸= j ≤ m และ 1 ≤ p ≤ m เราจะใช้สัญลักษณ์ vpi,j แทนจดุยอดทีเ่กดิจากการซับดไิวดเ์ส้น
เช ือ่มทีต่กกระทบกับจดุยอด vi และจดุยอด vj เส้นที่ p
เราจะเร ิม่พสิจูน์ข้อคาดการณ์โดยการอปุนัยทางคณติศาสตร์โดยเร ิม่ท ีก่รณี m = 4 และให้ g(Gm−1) = m − 1 เปน็

15



จรงิและจะพสิจูนว์า่ g(Gm) = m โดยการต้ังสมมตฐิานแย้งวา่ g(Gm) = n < m โดยให้ W เปน็เซตจโีอเดตกิทีเ่ลก็
ท ีส่ดุของกราฟ Gm และ |W | ≤ n เราจะพจิารณาโครงสร้างของกราฟ W และแยกการพสิจูนเ์ปน็ 3 กรณดัีงนี้
กรณที ี่ 1: W = {v1, v2, ..., vn−1, vn} ⊂ V (Gm) นัน่คอื W บรรจจุดุยอด n จดุซึง่เปน็สมาชกิของ V (Km

m )

กรณที ี่ 2: W = {v1i,j , v2i,j , ..., v
n−1
i,j , vni,j} นัน่คอื W บรรจจุดุยอด n จดุซึง่เกดิจากการซับดไิวดเ์ส้นเช ือ่มซึง่ประชดิ

กับจดุยอด vi และจดุยอด vj

กรณที ี่ 3: vpi,j ∈ W และ vqi,j /∈ W โดยที่ 1 ≤ p < q ≤ m นัน่คอื W บรรจจุดุยอดอยา่งน้อยหนึง่จดุซึง่เกดิจากการ
ซับดไิวดเ์ส้นเช ือ่มซึง่ประชดิกับจดุยอด vi และจดุยอด vj

เราสามารถพสิจูนข้์อคาดการณไ์ด้สำหรับกรณที ี่ 1 และกรณที ี่ 2 และสามารถพสิจูนข้์อคาดการณส์ำหรับ กรณยีอ่ยบาง
กรณขีองกรณที ี่ 3 ดังทีจ่ะแสดงในข้ันตอ่ไป ให้ S = {v1, v2, ..., vm−1, vm} แทนเซตจดุยอดของกราฟ Km

m จากการ
ที่ I[S] = V (Gm) ได้วา่ S เปน็เซตจโีอเดตกิของกราฟ Gm สง่ผลให้ g(Gm) ≤ m

ตอ่ไปจะแสดงวา่ g(Gm) = m โดยสมมตฐิานแย้งวา่ g(Gm) = n < m และให้ W = {w1, w2 ... wn}
เปน็เซตจโีอเดตกิทีเ่ลก็ท ีส่ดุของกราฟ Gm เราพจิารณากรณยีอ่ยอกี 3 กรณคีอื

กรณีท ี่ 1: W ⊂ V (Km
m ) ในที่น ี้ ได้ผลลัพท์วา่ W = V (Kn

n ) และ I[W ] = V (Gn) เหน็ได้ชัดวา่
I[W ] ̸= V (Gm) W จงึไมใ่ชเ่ซตจโีอเดตกิของ Gm ทำให้เกดิข้อขัดแย้ง

กรณที ี่ 2: W = {v1i,j , v2i,j , ... vni,j} โดยที่1 ≤ i < j ≤ m ในทีน่ ี้ได้ผลลัพทว์า่ I[W ] = W∪{vi, vj} ⊂
V (Gm) ดังน้ัน W จงึไมใ่ชเ่ซตจโีอเดตกิของ Gm ทำให้เกดิข้อขัดแย้ง

รปูที่ 3.2: การเลอืกจดุยอดแบบกรณทีี่ 2 บนกราฟ G4

กรณที ี่ 3: กำหนดให้ vpi,j ∈ W และ vqi,j /∈ W โดยที่ 1 ≤ i < j ≤ m และ 1 ≤ p < q ≤ m

จากการที่ I[W ] = V (Gm) แสดงวา่จะต้องมี x, y ∈ W โดยที่ vqi,j ∈ I[x, y] และ 2 ≤ d(x, y) ≤ 4 เน ือ่งจาก
diam(Gm) = 4 สำหรับ m ≥ 4

สามารถแยกกรณยีอ่ยได้อกี 3 กรณคีอื
กรณที ี่ 3.1: d(x, y) = 2

กรณที ี่ 3.2: d(x, y) = 3

กรณที ี่ 3.3: d(x, y) = 4
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กรณทีี่ 3.1: d(x, y) = 2

เร ิม่ต้นทีก่ารสมมตวิา่ d(x, y) = 2 เราจะแสดงวา่

I[W ] = I[W − {vpi,j}]

ถ้า d(x, y) = 2 และ vqi,j ∈ I[x, y] แล้วได้วา่ {x, y} = {vi, vj} เม ือ่พจิารณาจโีอเดซกิ x− y จะเหน็วา่
จดุยอด vqi,j อยูบ่นจโีอเดซกิ vi, v

q
i,j , vj และจดุยอด vpi,j กอ็ย ูบ่นจโีอเดซกิ vi, v

p
i,j , vj เชน่เดยีวกัน

เราจงึต้องพจิารณาจดุยอด v /∈ W ทีอ่ย ูบ่นจโีอเดซกิ vpi,j − w ใดๆ โดยที่ w ∈ W หาก d(vpi,j , w) = 2 ได้วา่
v ∈ {vi, vj} เกดิข้อขัดแย้งกับการที่ v /∈ W หาก d(vpi,j , w) = 3 ได้วา่จดุยอด v ต้องอย ูบ่นจโีอเดซกิ vi, v, w หรอืจ ี
โอเดซกิ vj , v, w และสำหรับกรณที ี่ d(vpi,j , w) = 4 เราจะต้ังข้อสังเกตตอ่ไปนี้

ข้อสังเกต 3.1 ให้ w ∈ V (Gm) โดยที่ d(vpi,j , w) = 4 ได้วา่

I[vpi,j , w] = I[vi, w] ∪ I[vj , w] ∪ {vpi,j}

รปูที่ 3.3: จโีอเดซกิ vi − w รปูที่ 3.4: จโีอเดซกิ vj − w

จากข้อสังเกต 3.1 เราเหน็วา่จดุยอด v ต้องถกูบรรจใุนเซตชว่ง I[x,w] หรอื I[y, w] เพราะฉะน้ัน
I[W ] = I[W − {vpi,j}] เกดิข้อขัดแย้งกับการที่W เปน็เซตจโีอเดตกิทีเ่ลก็ท ีส่ดุของกราฟ Gm
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กรณทีี่ 3.2: d(x, y) = 3

หาก d(x, y) = 3 ได้วา่จดุยอด x หรอื y จดุใดจดุหนึง่อย ูใ่น {vi, vj} โดยไมเ่สยีความเปน็นัยทัว่ไปจะกำหนดให้เปน็
x = vi และ y = vpj,h เปน็จดุยอดทีเ่กดิจากการซับดไิวดเ์ส้นเช ือ่ม vjvh ใดๆโดยที่ 1 ≤ h ̸= i ≤ m

รปูที่ 3.5: จดุยอด x, y ในกรณที ี่ d(x, y) = 3

ในทีน่ ี้ เม ือ่พจิารณาจโีอเดซกิ x− y แล้วเหน็วา่จดุยอด vpi,j และจดุยอด vqi,j ล้วนอย ูบ่นจโีอเดซกิ x− y ด้วยซึง่กค็อืวถิ ี
x, vpi,j , vj , y และวถิ ี x, vqi,j , vj , y ตามลำดับ
ตอ่มาเราจะพจิารณาจดุยอด v /∈ W ทีอ่ย ูบ่นจโีอเดซกิ vpi,j − w โดยที่ w ∈ W หาก d(vpi,j , w) = 2 ได้วา่ v = vi

หรอื v = vj แต่ vi และ vj ล้วนอย ูใ่นจโีอเดซกิ x− y ทีก่ลา่วไว้ข้างต้นซึง่หมายความวา่ v ถกูบรรจใุนชว่ง I[x, y] อยู่
แล้ว
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เราจงึพจิารณากรณที ี่ d(vpi,j , w) = 3 ตอ่ โดยในทีน่ ี้ ได้วา่ w ∈ {v1, v2, ..., vm} โดยกำหนดให้ w = vh

เราจะแสดงวา่สามารถสร้างเซตจโีอเดตกิของกราฟ Gm−1 เรยีกวา่ W ′ ทีเ่ลก็กวา่ W ได้ โดยจะนยิามเซต W ′ ดังน ี้

W ′ = W − (W
∩

{vli,j , vlj,h : 1 ≤ l ≤ m})

จากที่ vpi,j , vpj,h /∈ W ′ แสดงวา่ |W ′| ≤ m− 2 ตอ่ไปนี้จะยกตัวอยา่งกราฟ G6 และ G5 เพ ือ่ให้เหน็โครงสร้างของเซต
|W ′|

ตัวอยา่ง 3.2 ในทีน่ ี้ จะเขยีนจดุยอดทีเ่กดิจากการซับดไิวด์เส้นเช ือ่มระหวา่งจดุยอดแตล่ะค ูเ่พยีงหนึง่จดุเพ ือ่ทำให้งา่ย

ตอ่การด ู

รปูท ี่ 3.6: กราฟ G6

และจดุยอดทีอ่าจถกูเลอืกให้เปน็สมาชกิของ |W |
รปูที่ 3.7: กราฟ G5

และจดุยอดทีอ่าจถกูเลอืกให้เปน็สมาชกิของ |W ′|

จากที่ vpi,j , y ∈ W
∩

{vli,j , vlj,h : 1 ≤ l ≤ m− 1} เราได้วา่ |W ′| ≤ m− 2 ตอ่ไปนี้จะให้ Gm−1 = S(Km−1
m−1 )

เปน็กราฟทีเ่กดิจากการซับดไิวดก์ราฟ Km−1
m−1 โดยที่ V (Km−1

m−1 ) = {v1, v2, ... vj−1, vj+1, ..., vm−1}
ตอ่จากนี้ เราจะเร ิม่แสดงวา่ I[W ′] = V (Gm−1) และ g(Gm−1) ≤ |W ′| ≤ |m − 1| ซึง่จะกอ่ให้เกดิข้อขัดแย้งกับ
สมมตฐิานการอปุนัย ให้ v เปน็จดุยอดของกราฟ Gm−1 โดยที่ v /∈ W ′ จากการที่ I[W ] = V (Gm) เราเหน็วา่ต้องมี
วถิรีะหวา่งจดุยอด u,w ∈ W โดยที่ v ∈ I[u,w]

การที่ I[u,w] บรรจจุดุยอดทีอ่ย ูบ่นกราฟ Gm−1 แสดงวา่จดุยอด u หรอื w อยา่งน้อยหนึง่จดุจะต้องเปน็จดุยอดทีอ่ย ู่
บนกราฟ V (Gm−1) ในกรณที ีจ่ดุยอด u และ w อยูใ่นเซต V (Gm−1) ท้ังสองจดุเราได้วา่จโีอเดซกิ u− w เปน็วถิบีน
กราฟ Gm−1 และได้บรรจจุดุยอด v ไว้อยา่งทีต้่องการ
แตถ้่าหาก u,w มจีดุยอดแคห่นึง่จดุอย ูบ่นกราฟ Gm−1 ซึง่ในทีน่ ี้จะให้เปน็จดุยอด w เราจะต้องแบง่กรณยีอ่ยได้อกีเปน็
กรณที ี่ d(u,w) = 2 หรอื d(u,w) = 3 หรอื d(u,w) = 4

หาก d(u,w) = 2 ในทีน่ ี้ได้วา่จดุยอด v ∈ {vi, vh} เกดิข้อขัดแย้งกับการที่ v /∈ W ′
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ตอ่มาจะพจิารณากรณที ี่ d(u,w) = 3 ในทีน่ ี้จดุยอด v จะต้องอย ูบ่นจโีอเดซกิ vi−w หรอืจโีอเดซกิ vh−w

ซึง่คอืวถิ ี vi, v, w หรอืวถิ ี vh, v, w ตามลำดับเราจงึได้ข้อสรปุวา่ I[W ′] = V (Gm−1) เกดิข้อขัดแย้งกับสมมตฐิานการ
อปุนัย
สว่นในกรณที ี่ d(u,w) = 4 เม ือ่เราใช้ข้อสังเกต 3.1 พจิารณาชว่ง I[u,w] แล้วเหน็วา่ v ∈ I[vi, w] หรอื v ∈ I[vh, w]

ทำให้ I[W ′] = V (Gm−1) เกดิข้อขัดแย้งกับสมมตฐิานการอปุนัย

รปูที่ 3.8: จดุยอด w ∈ G5 ซึง่มรีะยะทางหา่งจาก u เทา่กับ 4
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กรณทีี่ 3.3
ให้ S เปน็เซตจโีอเดตกิของกราฟ Gm ให้ vpi,j ∈ S ได้วา่จะต้องมี x, y ∈ S ซึง่ vqi,j ∈ I[x, y] สำหรับ q ̸= p ในกรณี
ท ี่ d(x, y) = 4 จะทิ้งไว้เปน็ปญัหาปลายเปดิเน ือ่งจากกราฟมคีวามซับซ้อน

รปูที่ 3.9: เซตจโีอเดตกิทีม่สีมาชกิ 5 จดุของกราฟ G5 ซึง่บรรจจุดุยอด x, y โดยที่ d(x, y) = 4
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3.2 จำนวนจโีอเดตกิของกราฟ P2 × S(Km
m)

ทฤษฎบีท 3.3 ให้ Km
m โดยที่ m ≥ 2 ∈ N เปน็มัลตกิราฟทีม่จีดุยอด m จดุและมเีส้นเช ือ่ม m เส้นตกกระทบจดุ

ยอดทกุๆค ูข่องกราฟ ให้ Gm = S(Km
m ) เปน็กราฟทีเ่กดิจากการซับดไิวด์เส้นเช ือ่มทกุๆเส้นของกราฟ Km

m ได้วา่

g(Gm × P2) ≤ 2(m− 1)

พิสจูน์. กำหนดสัญลักษณ์ Si,j ⊂ V (Gm) แทนเซตของจดุยอดทกุจดุทีเ่กดิจากการซับดไิวด์เส้นเช ือ่ม vivj ทกุเส้น
และให้เซต S = V (Gm)×V (P2) เปน็เซตของค ูอั่นดับทีเ่กดิจากผลคณูคารท์เีซยีนของเซตของจดุยอดของ กราฟ Gm

และเซตของจดุยอดของกราฟ V (P2) เหน็ได้ชัดวา่ I[S] = V (P2×Gm) ตอ่มาเราจะพจิารณาการนำจดุยอด (v1, p1)

และจดุยอด (v2, p2) ออกจากเซต S โดยให้ W = S − {(v1, p1), (v2, p2)} และให้ vx ̸= v1 ∈ V (Gm) เราเหน็
วา่ จดุยอด (v1, p1) และเซตจดุยอด S1,x ×{p1} ถกูบรรจใุนเซตชว่ง I[(v1, p2), (vx, p1)] และในเชงิเดยีวกันสำหรับ
vy ̸= v2 ∈ V (Gm) จดุยอด (v2, p2) และเซตจดุยอด S2,y × {p2} กถ็กูบรรจใุนเซตชว่ง I[(v2, p1), (vy, p2)] ทำให้
W เปน็เซตจโีอเดตกิของกราฟ P2 ×G2 โดยที่ |W | = |S| − 2 = 2(m− 1) ทำให้ g(P2 ×Gm) ≤ 2(m− 1)

รปูที่ 3.10: เซตจโีอเดตกิ W = {V (G5 × P2)− {(v1, p1), (v2, p2)} สำหรับกราฟ G5

ขอบเขตบนของจำนวนจโีอเดตกิของกราฟ P2 ×K4
4 ทีเ่ราพสิจูนยั์งสามารถทำให้รัดกมุมากขึ้นได้อกี ตอ่ไปนี้จะนำเสนอ

ตัวอยา่งเซตจโีอเดตกิทีม่ขีนาดเทา่กับ 4 ของกราฟ P2 ×K4
4
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ตัวอยา่ง 3.4 ให้ S = {(vp1,2, p1), (v
p
1,3, p1), (v

p
2,4, p2), (v

p
3,4, p2)} เม ือ่พจิารณาชว่ง (vp1,2, p1), (vp3,4, p2) พบวา่

I[(vp1,2, p1), (v
p
3,4, p2)] = V (P2 ×K4

4 )− {(vl1,2, p1), (vl1,2, p2), (vl3,4, p1), (vl3,4, p2) : 1 ≤ l ̸= p ≤ 4}

และจากการที่ {(vl1,2, p1), (vl1,2, p2), (vl3,4, p1), (vl3,4, p2) : 1 ≤ l ̸= p ≤ 4} อยูใ่นชว่ง (vp1,3, p1), (v
p
2,4, p2)

ทำให้ S เปน็เซตจโีอเดตกิของกราฟ P2 ×K4
4 โดยที่ S มสีมาชกิเปน็จดุยอด 4 จดุ

รปูที่ 3.11: กราฟ P2 ×K4
4

23



บทที่ 4

สรปุผลการศกึษา (Conclusion)

จากผลการศกึษาคาดวา่จำนวนจโีอเดตกิของกราฟ S(Km
m ) ควรจะมคีา่น้อยกวา่หรอืเทา่กับ m โดยผ ู้ทำการ

ศกึษาได้พสิจูนว์า่สำหรับเซตจโีอเดตกิ W ทีม่สีมาชกิเปน็จดุยอดของกราฟ Km
m แล้วขนาดของ W ทีเ่ลก็ท ีส่ดุท ีเ่ปน็ไป

ได้คอื m และสามารถพสิจูน์วา่สำหรับบางกรณที ีเ่ซตจโีอเดตกิ W ′ บรรจจุดุยอดทีเ่กดิจากการซับดไิวด์เส้นเช ือ่มของ
กราฟ Km

m แล้วขนาดของ W ′ ทีเ่ลก็ท ีส่ดุท ีเ่ปน็ไปได้คอื m และจะให้กรณที ีเ่หลอืเปน็ปญัหาปลายเปดิเน ือ่งจากกราฟมี
ความซับซ้อน สำหรับจำนวนจโีอเดตกิของกราฟ S(Km

m )× P2 ผู้ศกึษาได้พบวา่ g(S(Km
m )× P2) ≤ 2(m− 1) ผู้ท ี่

สนใจสามารถนำแนวคดิข้างต้นไปใช้พจิารณาจำนวนจโีอเดตกิของกราฟผลคณูคารท์เีซยีนทีม่โีครงสร้างลักษณะอืน่ใด้
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