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กิตติกรรมประกาศ
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เต็มลิพชิทซ์ จำนวนเต็มสปลิตควอเทอร์เนียนและจำนวนเต็มไฮเพอร์โบลิกควอเทอร์เนียน

ผู้ค้นคว้าขอขอบพระคุณ รองศาสตราจารย์ ดร.อัญชลี เข็มเพ็ชร์ อาจารย์ที่ปรึกษาการค้นคว้าอิสระนี้เป็นอย่าง
สูงที่ได้ให้คำปรึกษา คำแนะนำ และช่วยอธิบายในส่วนที่ผู้ค้นคว้าไม่เข้าใจ ตลอดจนช่วยตรวจสอบ พิจารณาและแก้ไขข้อ
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พัฒน์ อาจารย์กรรมการสอบงานค้นคว้าอิสระ ที่ได้ตรวจสอบความถูกต้องเหมาะสมและให้คำแนะนำที่เป็นประโยชน์ต่อ
การปรับปรุงแก้ไขงานค้นคว้าอิสระฉบับนี้ให้ดียิ่งขึ้น

ขอขอบพระคุณอาจารย์ภาควิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยเชียงใหม่ทุกท่าน ที่ได้อบรมสั่งสอน
ให้ความรู้และคำแนะนำอันเป็นประโยชน์แก่ผู้ค้นคว้า ซึ่งนำมาประยุกต์ใช้ในการศึกษาค้นคว้าอิสระครั้งนี้
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งานค้นคว้าอิสระฉบับนี้เกิดข้อผิดพลาดประการใดผู้ค้นคว้าขออภัยมา ณ ที่นี้ด้วย
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บทคัดย่อ
ในการค้นคว้าอิสระครั้งนี้ เราได้ทำการศึกษาจำนวนเต็มสามจำนวน ได้แก่ จำนวนเต็มลิพชิทซ์ จำนวนเต็ม

สปลิตควอเทอร์เนียน และจำนวนเต็มไฮเพอร์โบลิกควอเทอร์เนียน ที่อยู่ในรูปของ z = a+ bi+ cj + dk โดยที่ a, b,
c และ d เป็นจำนวนเต็ม นอกจากนี้เราได้พิสูจน์สมบัติบางประการและทฤษฎีบทที่เกี่ยวข้องกับจำนวนเต็มทั้งสามจำนวน

Abstract

In this independent study, we study three integers, namely, Lipschitz integers, split quaternion
integers and hyperbolic quaternion integers, which are in the form of z = a+ bi+ cj + dk, where a, b, c
and d are integers. In addition, we prove some properties and related theorems of the three integers.
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บทที่ 1
บทนำ (Introduction)

จากการศึกษาค้นคว้าบทความ "Gaussian, parabolic and hyperbolic numbers [s] ของ W. Miller และ R.
Boehning" ซึ่งบทความดังกล่าวเป็นการศึกษาเกี่ยวกับสมบัติของจำนวนเกาส์เซียน จำนวนพาราโบลิกและจำนวนไฮเพอร์
โบลิก ที่อยู่ในรูปของ z = a + bi โดยที่ a, b ∈ Z และพบว่านิยาม สมบัติและทฤษฎีบทที่เกี่ยวข้องกับสามจำนวนนี้มี
ความคล้ายคลึงกัน ผู้ทำการศึกษาจึงได้ขยายแนวคิดและสนใจที่จะศึกษาจำนวนเต็มอื่นอีกสามจำนวนได้แก่ จำนวนเต็มลิ
พชิทซ์ จำนวนเต็มสปลิตควอเทอร์เนียนและจำนวนไฮเพอร์โบลิกควอเทอร์เนียน อยู่ในรูปของ z = a+bi+cj+dk โดยที่
a, b, c, d ∈ Z

ในการค้นคว้าอิสระครั้งนี้ ได้ทำการศึกษาค้นคว้าเกี่ยวกับสมบัติของจำนวนเต็มลิพชิทซ์ จำนวนเต็มสปลิตควอ
เทอร์เนียนและจำนวนเต็มไฮเพอร์โบลิกควอเทอร์เนียน โดยในบทที่ 2 เราจะศึกษานิยามและทฤษฎีบทที่เป็นความรู้พื้นฐาน
และ ในบทที่ 3 เราจะนิยามเงื่อนไขต่างๆ ของแต่ละจำนวนเต็ม และทำการพิสูจน์สมบัติบางประการและทฤษฎีบทที่เกี่ยวข้อง
กับจำนวนเต็มทั้งสามจำนวน



บทที่ 2
ความรู้พื้นฐาน (Preliminaries)

สัจพจน์สัจพจน์สัจพจน์ 2.1. สมบัติพื้นฐานของจำนวนเต็ม

1. สมบัติปิดการบวก ให้ a, b ∈ Z จะได้ว่า a+ b ∈ Z

2. สมบัติการสลับที่การบวก ให้ a, b ∈ Z จะได้ว่า a+ b = b+ a

3. เอกลักษณ์การบวก ให้ a ∈ Z จะได้ว่า a+ 0 = 0 + a = a

4. สมบัติปิดการคูณ ให้ a, b ∈ Z จะได้ว่า ab ∈ Z

5. เอกลักษณ์การคูณ ให้ a ∈ Z จะได้ว่า a1 = 1a = a

บทนิยามบทนิยามบทนิยาม 2.2. ตัวประกอบของจำนวนเต็ม
ให้ a, b ∈ Z เราจะกล่าวว่า a เป็นตัวประกอบของ b ถ้ามี c ∈ Z ซึ่ง b = ac

บทนิยามบทนิยามบทนิยาม 2.3. ให้ p ∈ Z+ เราจะกล่าวว่า p เป็นจำนวนเฉพาะ (prime number) ก็ต่อเมื่อ ถ้า p = ab สำหรับบาง
จำนวนเต็มบวก a และ b แล้ว a หรือ b ต้องเป็น 1 เพียงตัวเดียวเท่านั้น
บทนิยามบทนิยามบทนิยาม 2.4. จำนวนเกาส์เซียน
เราจะกล่าวว่า z เป็นจำนวนเกาส์เซียน (Gaussion integers)จำนวนเกาส์เซียน (Gaussion integers)จำนวนเกาส์เซียน (Gaussion integers) ถ้า z เป็นจำนวนที่อยู่ในรูป

a+ bi โดยที่ a, b ∈ Z และ I2 = 1

และจะใช้สัญลักษณ์ Z[i] แทนเซตของจำนวนเกาส์เซียน
บทนิยามบทนิยามบทนิยาม 2.5. ให้ z = a+ bi โดยที่ a, b ∈ Z
นิยามนอร์มนอร์มนอร์มของจำนวนเกาส์เซียน จะแทนด้วยสัญลักษณ์ N(z) กำหนดโดย

N(z) = N(a+ bi) = a2 + b2

บทนิยามบทนิยามบทนิยาม 2.6. สังยุค
ให้ z = a+ bi โดยที่ a, b ∈ Z
นิยามสังยุคสังยุคสังยุคของ z ซึ่งจะเขียนด้วยสัญลักษณ์ z̄ กำหนดโดย z̄ = a+ bi = a− bi

บทตั้งบทตั้งบทตั้ง 2.7. สำหรับ z ∈ Z[i] จะได้ว่า
1. N(z) = zz̄

2. N(z̄) = N(z)

พิสูจน์. ให้ z = a+ bi โดยที่ a, b ∈ Z
จากบทนิยาม 2.6 ได้ว่า z̄ = a− bi
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1. พิจารณา

N(z) = a2 + b2 (จากบทนิยาม 2.5)

= a2 − abi+ abi+ b2

= (a+ bi)(a− bi)

= zz̄

ดังนั้น N(z) = zz̄

2. พิจารณา

N(z̄) = N(a− bi)

= a2 + b2 (จากบทนิยาม 2.5)

= N(a+ bi)

= N(z)

ดังนั้น N(z̄) = N(z)

บทนิยามบทนิยามบทนิยาม 2.8. สมบัติเชิงพีชคณิตของจำนวนเชิงซ้อน
กำหนด z1 = a+ bi และ z2 = c+ di เมื่อ a, b, c และ d เป็นจำนวนจริง จะกล่าวได้ว่า
1. z1 = z2 หรือ a+ bi = c+ di ก็ต่อเมื่อ a = c และ b = d

2. z1 + z2 = (a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i

3. kz1 = k(a+ bi) = ka+ kbi เมื่อ k เป็นค่าคงตัว
4. z1z2 = (a+ bi)(c+ di) = ac+ adi+ bci+ bdi2 = (ac–bd) + (ad+ bc)i



บทที่ 3
ผลการศึกษา (Results)

บทนิยามบทนิยามบทนิยาม 3.1. จำนวนเต็มลิพชิทซ์
เราจะกล่าวว่า z เป็นจำนวนเต็มลิพชิทซ์ (Lipschitz integers)จำนวนเต็มลิพชิทซ์ (Lipschitz integers)จำนวนเต็มลิพชิทซ์ (Lipschitz integers) หรือจำนวนเต็มควอเทอร์เนียนจำนวนเต็มควอเทอร์เนียนจำนวนเต็มควอเทอร์เนียน
(quaternion integers)(quaternion integers)(quaternion integers) ถ้า z เป็นจำนวนที่อยู่ในรูป

z = a+ bi+ cj + dk โดยที่ a, b, c, d ∈ Z และ
i2 = j2 = k2 = ijk = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i และ ki = −ik = j

และจะใช้สัญลักษณ์ L แทนเซตของจำนวนเต็มลิพชิทซ์
บทนิยามบทนิยามบทนิยาม 3.2. จำนวนเต็มสปลิตควอเทอร์เนียน
เราจะกล่าวว่า z เป็นจำนวนเต็มสปลิตควอเทอร์เนียน (split quaternion integers)จำนวนเต็มสปลิตควอเทอร์เนียน (split quaternion integers)จำนวนเต็มสปลิตควอเทอร์เนียน (split quaternion integers)
ถ้า z เป็นจำนวนที่อยู่ในรูป

z = a+ bi+ cj + dk โดยที่ a, b, c, d ∈ Z และ
i2 = −1, j2 = k2 = ijk = 1, ij = −ji = k, jk = −kj = −i และ ki = −ik = j

และจะใช้สัญลักษณ์ S แทนเซตของจำนวนเต็มสปลิตควอเทอร์เนียน
บทนิยามบทนิยามบทนิยาม 3.3. จำนวนเต็มไฮเพอร์โบลิกควอเทอร์เนียน
เราจะกล่าวว่า z เป็นจำนวนเต็มไฮเพอร์โบลิกควอเทอร์เนียน (hyperbolic quaternion integers)จำนวนเต็มไฮเพอร์โบลิกควอเทอร์เนียน (hyperbolic quaternion integers)จำนวนเต็มไฮเพอร์โบลิกควอเทอร์เนียน (hyperbolic quaternion integers)
ถ้า z เป็นจำนวนที่อยู่ในรูป

z = a+ bi+ cj + dk โดยที่ a, b, c, d ∈ Z และ
i2 = j2 = k2 = ijk = 1, ij = −ji = k, jk = −kj = i และ ki = −ik = j

และจะใช้สัญลักษณ์ H แทนเซตของจำนวนเต็มไฮเพอร์โบลิกควอเทอร์เนียน
บทนิยามบทนิยามบทนิยาม 3.4. การเท่ากันและการบวก
ให้ zn = an + bni+ cnj + dnk ∈ L โดยที่ an, bn, cn, dn ∈ Z และ n = 1, 2

1 นิยามการเท่ากันการเท่ากันการเท่ากันใน L ดังนี้

z1 = z2 ถ้า a1 = a2, b1 = b2, c1 = c2 และ d1 = d2

2 นิยามการบวกการบวกการบวกใน L ดังนี้

z1 + z2 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + d2)k

หมายเหตุหมายเหตุหมายเหตุ เราจะนิยามการเท่ากันและการบวกใน S และ H ในทำนองเดียวกันกับนิยามการเท่ากันและการบวกใน L ใน
บทนิยาม 3.4
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ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 3.5. สมบัติปิดการบวก
1. ให้ z1, z2 ∈ L จะได้ว่า z1 + z2 ∈ L

2. ให้ z1, z2 ∈ S จะได้ว่า z1 + z2 ∈ S

3. ให้ z1, z2 ∈ H จะได้ว่า z1 + z2 ∈ H

พิสูจน์. ให้ zn = an + bni+ cnj + dnk โดยที่ an, bn, cn, dn ∈ Z และ n = 1, 2 จะได้ว่า
1. ให้ z1, z2 ∈ L

พิจารณา z1 + z2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k) + (a2 + b2i+ c2j + d2k)

= (a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + d2)k

เนื่องจาก a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2, d1 + d2 ∈ Z ดังนั้น z1 + z2 ∈ L

2. พิสูจน์ในทำนองเดียวกันกับข้อ 1

3. พิสูจน์ในทำนองเดียวกันกับข้อ 1

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 3.6. สมบัติการสลับที่การบวก
1. ให้ z1, z2 ∈ L จะได้ว่า z1 + z2 = z2 + z1 ∈ L

2. ให้ z1, z2 ∈ S จะได้ว่า z1 + z2 = z2 + z1 ∈ S

3. ให้ z1, z2 ∈ H จะได้ว่า z1 + z2 = z2 + z1 ∈ H

พิสูจน์. ให้ zn = an + bni+ cnj + dnk โดยที่ an, bn, cn, dn ∈ Z และ n = 1, 2 จะได้ว่า
1. ให้ z1, z2 ∈ L

พิจารณา z1 + z2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k) + (a2 + b2i+ c2j + d2k)

= (a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + d2)k

= (a2 + a1) + (b2 + b1)i+ (c2 + c1)j + (d2 + d1)k

= (a2 + b2i+ c2j + d2k) + (a1 + b1i+ c1j + d1k)

= z2 + z1

ดังนั้น z1 + z2 = z2 + z1 ∈ L

2. พิสูจน์ในทำนองเดียวกันกับข้อ 1

3. พิสูจน์ในทำนองเดียวกันกับข้อ 1

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 3.7. สมบัติการเปลี่ยนกลุ่มการบวก
1. ให้ z1, z2, z3 ∈ L จะได้ว่า (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) ∈ L

2. ให้ z1, z2, z3 ∈ L จะได้ว่า (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) ∈ S

3. ให้ z1, z2, z3 ∈ L จะได้ว่า (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) ∈ H

พิสูจน์. ให้ zn = an + bni+ cnj + dnk โดยที่ an, bn, cn, dn ∈ Z และ n = 1, 2, 3 จะได้ว่า
1 ให้ z1, z2 ∈ L

พิจารณา (z1 + z2) + z3 = [(a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + d2)k] + (a3 + b3i+ c3j + d3k)

= (a1 + a2 + a3) + (b1 + b2 + b3)i+ (c1 + c2 + c3)j + (d1 + d2 + d3)k

= (a1 + b1i+ c1j + d1k) + [(a2 + a3) + (b2 + b3)i+ (c2 + c3)j + (d2 + d3)k]

= z1 + (z2 + z3)

ดังนั้น (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) ∈ L

2. พิสูจน์ในทำนองเดียวกันกับข้อ 1

3. พิสูจน์ในทำนองเดียวกันกับข้อ 1
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บทนิยามบทนิยามบทนิยาม 3.8. การคูณ
ให้ z1 = a1 + b1i+ c1j + d1k, z2 = a2 + b2i+ c2j + d2k โดยที่ a1, b1, c1, d1, a2, b2, c2, d2 ∈ Z
1. ให้ z1, z2 ∈ L นิยามการคูณการคูณการคูณใน L ดังนี้

z1z2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k)(a2 + b2i+ c2j + d2k)

= (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2)

+(a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

+(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j

+(a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k

2. ให้ z1, z2 ∈ S นิยามการคูณการคูณการคูณใน S ดังนี้
z1z2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k)(a2 + b2i+ c2j + d2k)

= (a1a2 − b1b2 + c1c2 + d1d2)

+(a1b2 + b1a2 − c1d2 + d1c2)i

+(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j

+(a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k

3. ให้ z1, z2 ∈ H นิยามการคูณการคูณการคูณใน H ดังนี้
z1z2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k)(a2 + b2i+ c2j + d2k)

= (a1a2 + b1b2 + c1c2 + d1d2)

+(a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

+(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j

+(a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 3.9. สมบัติปิดการคูณ
1. ให้ z1, z2 ∈ L จะได้ว่า z1z2 ∈ L

2. ให้ z1, z2 ∈ S จะได้ว่า z1z2 ∈ S

3. ให้ z1, z2 ∈ H จะได้ว่า z1z2 ∈ H

พิสูจน์. ให้ z1 = a1 + b1i+ c1j + d1k, z2 = a2 + b2i+ c2j + d2k โดยที่ a1, b1, c1, d1, a2, b2, c2, d2 ∈ Z
1. ให้ z1, z2 ∈ L จากบทนิยาม 3.8 ข้อ 1 จะได้ว่า

z1z2 = (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2)

+(a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

+(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j

+(a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k

เนื่องจาก a1a2−b1b2−c1c2−d1d2, a1b2+b1a2+c1d2−d1c2, a1c2−b1d2+c1a2+d1b2, a1d2+b1c2−c1b2+d1a2 ∈ Z
ดังนั้น z1z2 ∈ L

2. ให้ z1, z2 ∈ S จากบทนิยาม 3.8 ข้อ 2 จะได้ว่า
z1z2 = (a1a2 − b1b2 + c1c2 + d1d2)

+(a1b2 + b1a2 − c1d2 + d1c2)i

+(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j

+(a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k
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เนื่องจาก a1a2−b1b2+c1c2+d1d2, a1b2+b1a2−c1d2−d1c2, a1c2−b1d2+c1a2+d1b2, a1d2+b1c2−c1b2+d1a2 ∈ Z
ดังนั้น z1z2 ∈ S

3. ให้ z1, z2 ∈ H จากบทนิยาม 3.8 ข้อ 3 จะได้ว่า

z1z2 = (a1a2 + b1b2 + c1c2 + d1d2)

+(a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

+(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j

+(a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k

เนื่องจาก a1b2+b1a2+c1d2−d1c2, a1c2−b1d2+c1a2+d1b2, a1c2−b1d2+c1a2+d1b2, a1d2+b1c2−c1b2+d1a2 ∈ Z
ดังนั้น z1z2 ∈ H

ตัวอย่างตัวอย่างตัวอย่าง 3.10. ให้ z1 = 1 + i+ 2j + 3k และ z2 = 1 + 2i+ 4j + 5k

กรณี z1, z2 ∈ L จะได้ว่า

z1z2 = (1 + 2i+ 4j + 5k)(1 + i+ 2j + 3k)

= (1− 2− 8− 15)

+(2 + 1− 10 + 12)i

+(4 + 5 + 2− 6)j

+(5− 4 + 4 + 5)k

= −24 + 5i+ 5j + 10k

และ

z2z1 = (1 + i+ 2j + 3k)(1 + 2i+ 4j + 5k)

= (1− 2− 8− 15)

+(2 + 1 + 10− 12)i

+(4− 5 + 2 + 6)j

+(5 + 4− 4 + 3)k

= −24 + i+ 7j + 8k

ดังนั้น z1z2 = −24 + 5i+ 5j + 10k #= −24 + i+ 7j + 8k = z2z1 นั่นคือ z1z2 #= z2z1

กรณี z1, z2 ∈ S จะได้ว่า

z1z2 = (1 + 2i+ 4j + 5k)(1 + i+ 2j + 3k)

= (1− 2 + 8 + 15)

+(2 + 1 + 10− 12)i

+(4 + 5 + 2− 6)j

+(3− 4 + 4 + 5)k

= 22 + i+ 5j + 8k
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และ
z2z1 = (1 + i+ 2j + 3k)(1 + 2i+ 4j + 5k)

= (1− 2 + 8 + 15)

+(2 + 1− 10 + 12)i

+(4− 5 + 2 + 6)j

+(5 + 4− 4 + 3)k

= 22 + 5i+ 7j + 8k

ดังนั้น z1z2 = 22 + i+ 5j + 8k "= 22 + 5i+ 7j + 8k = z2z1 นั่นคือ z1z2 "= z2z1

กรณี z1, z2 ∈ H จะได้ว่า

z1z2 = (1 + 2i+ 4j + 5k)(1 + i+ 2j + 3k)

= (1 + 2 + 8 + 15)

+(2 + 1− 10 + 12)i

+(4 + 5 + 2− 6)j

+(3− 4 + 4 + 5)k

= 26 + 5i+ 5j + 8k

และ
z2z1 = (1 + i+ 2j + 3k)(1 + 2i+ 4j + 5k)

= (1 + 2 + 8 + 15)

+(2 + 1 + 10− 12)i

+(4− 5 + 2 + 6)j

+(5 + 4− 4 + 3)k

= 26 + i+ 7j + 8k

ดังนั้น z1z2 = 26 + 5i+ 5j + 8k "= 26 + i+ 7j + 8k = z2z1 นั่นคือ z1z2 "= z2z1

ข้อสังเกตข้อสังเกตข้อสังเกต 3.11. จำนวนเต็มลิพชิทซ์ จำนวนเต็มสปลิตควอเทอร์เนียนและจำนวนเต็มไฮเพอร์โบลิกควอเทอร์เนียน ไม่มีสมบัติ
การสลับที่การคูณ
บทตั้งบทตั้งบทตั้ง 3.12. ให้ z ∈ L, S หรือ H และ α ∈ Z จะได้ว่า αz = zα

พิสูจน์. ให้ z = a+ bi+ cj + dk ∈ L, S หรือ H โดยที่ a, b, c, d ∈ Z และ α ∈ Z
พิจารณา

αz = α(a+ bi+ cj + dk)

= αa+ αbi+ αcj + αdk

= aα+ bαi+ cαj + dαk

= (a+ bi+ cj + dk)α

= zα

ดังนั้น αz = zα
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ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 3.13. สมบัติการเปลี่ยนกลุ่มการคูณใน L

ให้ z1, z2, z3 ∈ L จะได้ว่า (z1z2)z3 = z1(z2z3)

พิสูจน์. ให้ z1 = a1 + b1i+ c1j + d1k, z2 = a2 + b2i+ c2j + d2k, z3 = a3 + b3i+ c3j + d3k ∈ L

โดยที่ a1, a2, a3, b1, b2, b3, c1, c2, c3, d1, d2, d3 ∈ Z
พิจารณา

(z1z2)z3 = [(a1 + b1i+ c1j + d1k)(a2 + b2i+ c2j + d2k)](a3 + b3i+ c3j + d3k)

= [(a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2)

+(a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

+(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j

+(a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k](a3 + b3i+ c3j + d3k)

= [(a1a2a3 − b1b2a3 − c1c2a3 − d1d2a3 − a1b2b3 − b1a2b3 − c1d2b3 + d1c2b3

−a1c2c3 + b1d2c3 − c1a2c3 − d1b2c3 − a1d2d3 − b1c2d3 + c1b2d3 − d1a2d3)

+(a1b2a3 + b1a2a3 + c1d2a3 − d1c2a3 + a1a2b3 − b1b2b3 − c1c2b3 − d1d2b3

−a1d2c3 − b1c2c3 + c1b2c3 − d1a2c3 + a1c2d3 − b1d2d3 + c1a2d3 + d1b2d3)i

+(a1c2a3 − b1d2a3 + c1a2a3 + d1b2a3 + a1d2b3 + b1c2b3 − c1b2b3 + d1a2b3

+a1a2c3 − b1b2c3 − c1c2c3 − d1d2c3 − a1b2d3 − b1a2d3 − c1d2d3 + d1c2d3)j

+(a1d2a3 + b1c2a3 − c1b2a3 + d1a2a3 − a1c2b3 + b1d2b3 − c1a2b3 − d1b2b3

+a1b2c3 + b1a2c3 + c1d2c3 − d1c2c3 + a1a2d3 − b1b2d3 − c1c2d3 − d1d2d3)k]

= (a1 + b1i+ c1j + d1k)[(a2a3 − b2b3 − c2c3 − d2d3)

+(a2b3 + b2a3 + c2d3 − d2c3)i

+(a2c3 − b2d3 + c2a3 + d2b3)j

+(a2d3 + b2c3 − c2b3 + d2a3)k]

= (a1 + b1i+ c1j + d1k)[(a2 + b2i+ c2j + d2k)(a3 + b3i+ c3j + d3k)]

= z1(z2z3)

ดังนั้น (z1z2)z3 = z1(z2z3)

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 3.14. สมบัติการเปลี่ยนกลุ่มการคูณใน S

ให้ z1, z2, z3 ∈ S จะได้ว่า (z1z2)z3 = z1(z2z3)

พิสูจน์. ให้ z1 = a1 + b1i+ c1j + d1k, z2 = a2 + b2i+ c2j + d2k, z3 = a3 + b3i+ c3j + d3k ∈ S

โดยที่ a1, a2, a3, b1, b2, b3, c1, c2, c3, d1, d2, d3 ∈ Z
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พิจารณา
(z1z2)z3 = [(a1 + b1i+ c1j + d1k)(a2 + b2i+ c2j + d2k)](a3 + b3i+ c3j + d3k)

= [(a1a2 − b1b2 + c1c2 + d1d2)

+(a1b2 + b1a2 − c1d2 + d1c2)i

+(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j

+(a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k](a3 + b3i+ c3j + d3k)

= [(a1a2a3 − b1b2a3 + c1c2a3 + d1d2a3 − a1b2b3 − b1a2b3 + c1d2b3 − d1c2b3

+a1c2c3 − b1d2c3 + c1a2c3 + d1b2c3 + a1d2d3 + b1c2d3 − c1b2d3 + d1a2d3)

+(a1b2a3 + b1a2a3 − c1d2a3 + d1c2a3 + a1a2b3 + b1b2b3 + c1c2b3 + d1d2b3

+a1d2c3 + b1c2c3 − c1b2c3 + d1a2c3 − a1c2d3 + b1d2d3 − c1a2d3 − d1b2d3)i

+(a1c2a3 − b1d2a3 + c1a2a3 + d1b2a3 + a1d2b3 + b1c2b3 − c1b2b3 + d1a2b3

+a1a2c3 − b1b2c3 + c1c2c3 + d1d2c3 − a1b2d3 − b1a2d3 + c1d2d3 − d1c2d3)j

+(a1d2a3 + b1c2a3 − c1b2a3 + d1a2a3 − a1c2b3 + b1d2b3 − c1a2b3 − d1b2b3

+a1b2c3 + b1a2c3 − c1d2c3 + d1c2c3 + a1a2d3 − b1b2d3 + c1c2d3 + d1d2d3)k]

= (a1 + b1i+ c1j + d1k)[(a2a3 − b2b3 + c2c3 + d2d3)

+(a2b3 + b2a3 − c2d3 + d2c3)i

+(a2c3 − b2d3 + c2a3 + d2b3)j

+(a2d3 + b2c3 − c2b3 + d2a3)k]

= (a1 + b1i+ c1j + d1k)[(a2 + b2i+ c2j + d2k)(a3 + b3i+ c3j + d3k)]

= z1(z2z3)

ดังนั้น (z1z2)z3 = z1(z2z3)

ตัวอย่างตัวอย่างตัวอย่าง 3.15. ให้ z1 = i, z2 = 5 + 3j + 4k, z3 = 5− 3j − 4k ∈ H

พิจารณา
(z1z2)z3 = [i(5 + 3j + 4k)](5− 3j − 4k)

= (5i+ 3ij + 4ik)(5− 3j − 4k)

= (5i− 4j + 3k)(5− 3j − 4k)

= (12− 12) + (25 + 9 + 16)i+ (−20 + 20)j + (15− 15)k

= 50i

และ
z1(z2z3) = i[(5 + 3j + 4k)(5− 3j − 4k)]

= i(0)

= 0

ดังนั้น (z1z2)z3 = 50i #= 0 = z1(z2z3)

นั่นคือ (z1z2)z #= z1(z2z3)

ข้อสังเกตข้อสังเกตข้อสังเกต 3.16. จำนวนเต็มไฮเพอร์โบลิกควอเทอร์เนียน ไม่มีสมบัติการเปลี่ยนกลุ่มการคูณ
บทนิยามบทนิยามบทนิยาม 3.17. สังยุค
ให้ z = a+ bi+ cj + dk ∈ L, S หรือ H โดยที่ a, b, c, d ∈ Z
นิยามสังยุคสังยุคสังยุคของ z ซึ่งจะเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ z̄ กำหนดโดย z̄ = a− bi− cj − dk
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ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 3.18. ถ้า z1, z2 ∈ L หรือ z1, z2 ∈ S หรือ z1, z2 ∈ H แล้ว z1z2 = z̄2z̄1

พิสูจน์. ให้ z1 = a1 + b1i+ c1j + d1k และ z2 = a2 + b2i+ c2j + d2k โดยที่ a1, a2, b1, b2, c1, c2, d1, d2 ∈ Z
จะได้ว่า z̄1 = a1 − b1i− c1j − d1k และ z̄2 = a2 − b2i− c2j − d2k

กรณี z1, z2 ∈ L จากนิยามการคูณใน L จะได้ว่า

z1z2 = (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2)

+(a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

+(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j

+(a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k

พิจารณา

z1z2 = (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2)

−(a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

−(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j

−(a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k

= (a2a1 − b2b1 − c2c1 − d2d1)

+(−b2a1 − a2b1 − d2c1 + c2d1)i

+(−c2a1 + d2b1 − a2c1 − b2d1)j

+(−d2a1 − c2b1 + b2c1 − a2d1)k

= (a2a1 − (−b2)(−b1)− (−c2)(−c1)− (−d2)(−d1))

+(a2(−b1) + (−b2)a1 + (−c2)(−d1)− (−d2)(−c1))i

+(a2c1 − (−b2)(−d1) + (−c2)a1 + (−d2)(−b1))j

+(a2(−d1) + (−b2)(−c1)− (−c2)(−b1) + (−d2)a1)k

= (a2 − b2i− c2j − d2k)(a1 − b1i− c1j − d1k)

= z̄2z̄1

กรณี z1, z2 ∈ S จากนิยามการคูณใน S จะได้ว่า

z1z2 = (a1a2 − b1b2 + c1c2 + d1d2)

+(a1b2 + b1a2 − c1d2 + d1c2)i

+(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j

+(a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k
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พิจารณา
z1z2 = (a1a2 − b1b2 + c1c2 + d1d2)

−(a1b2 + b1a2 − c1d2 − d1c2)i

−(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j

−(+a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k

= (a2a1 − b2b1 + c2c1 + d2d1)

+(−a2b1 − b2a1 − c2d1 − d2c1)i

+(−a2c1 − b2d1 − c2a1 + d2b1)j

+(−a2d1 + b2c1 − c2b1 − d2a1)k

= (a2a1 − (−b2)(−b1) + (−c2)(−c1) + (−d2)(−d1))

+(a2(−b1) + (−b2)a1 + (−c2)(−d1)− (−d2)(−c1))i

+(a2(−c1)− (−b2)(−d1) + (−c2)a1 + (−d2)(−b1))j

+(a2(−d1) + (−b2)(−c1)− (−c2)(−b1) + (−d2)a1)k

= (a2 − b2i− c2j − d2k)(a1 − b1i− c1j − d1k)

= z̄2z̄1

กรณี z1, z2 ∈ H จากนิยามการคูณใน H จะได้ว่า
z1z2 = (a1a2 + b1b2 + c1c2 + d1d2)

+(a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

+(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j

+(a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k

พิจารณา
z1z2 = (a1a2 + b1b2 + c1c2 + d1d2)

−(a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i

−(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j

−(+a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k

= (a2a1 + b2b1 + c2c1 + d2d1)

+(−a2b1 − b2a1 + c2d1 − d2c1)i

+(−a2c1 − b2d1 − c2a1 + d2b1)j

+(−a2d1 + b2c1 − c2b1 − d2a1)k

= (a2a1 + (−b2)(−b1) + (−c2)(−c1) + (−d2)(−d1))

+(a2(−b1) + (−b2)a1 + (−c2)(−d1)− (−d2)(−c1))i

+(a2(−c1)− (−b2)(−d1) + (−c2)a1 + (−d2)(−b1))j

+(a2(−d1) + (−b2)(−c1)− (−c2)(−b1) + (−d2)a1)k

= (a2 − b2i− c2j − d2k)(a1 − b1i− c1j − d1k)

= z̄2z̄1

ดังนั้น z1z2 = z̄2z̄1 โดยที่ z1, z2 ∈ L หรือ z1, z2 ∈ S หรือ z1, z2 ∈ H
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บทนิยามบทนิยามบทนิยาม 3.19. ให้ z = a+ bi+ cj + dk ∈ L, S หรือ H โดยที่ a, b, c, d ∈ Z
นิยามนอร์มนอร์มนอร์ม (norm) ของ z ซึ่งจะเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ N(z) กำหนดโดย

N(z) = zz̄

ข้อสังเกตข้อสังเกตข้อสังเกต 3.20. จากบทนิยาม 3.19
กรณี z ∈ L จะได้

N(z) = zz̄ = a2 + b2 + c2 + d2

กรณี z ∈ S จะได้
N(z) = zz̄ = a2 + b2 − c2 − d2

กรณี z ∈ H จะได้
N(z) = zz̄ = a2 − b2 − c2 − d2

ตัวอย่างตัวอย่างตัวอย่าง 3.21. ให้ z = 1 + i+ 6j + 5k ∈ L

จะได้ว่า z̄ = 1− i− 6j − 5k ดังนั้น
N(z) = zz̄ = (1 + i+ 6j + 5k)(1− i− 6j − 5k) = 1 + 1 + 36 + 25 = 63

ตัวอย่างตัวอย่างตัวอย่าง 3.22. ให้ z = 2− i+ 2j + 8k ∈ S

จะได้ว่า z̄ = 2 + i− 2j − 8k ดังนั้น
N(z) = zz̄ = (2− i+ 2j + 8k)(2 + i− 2j − 8k) = 4 + 1− 4− 64 = −63

ตัวอย่างตัวอย่างตัวอย่าง 3.23. ให้ z = −5 + 2i+ 8j − 5k ∈ H

จะได้ว่า z̄ = −5− 2i− 8j + 5k ดังนั้น
N(z) = zz̄ = (−5 + 2i+ 8j − 5k)(−5− 2i− 8j + 5k) = 25− 4− 64− 25 = −68

ข้อสังเกตข้อสังเกตข้อสังเกต 3.24. N(z) เป็นจำนวนเต็มสำหรับทุก z ∈ L, S หรือ H

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 3.25. ให้ z1, z2 ∈ L หรือ z1, z2 ∈ S จะได้ว่า N(z1z2) = N(z1)N(z2)

พิสูจน์. กรณี z1, z2 ∈ L

พิจารณา
N(z1z2) = (z1z2)(z1z2)

= (z1z2)(z̄2z̄1) (จากทฤษฎีบท 3.18)

= ((z1z2)z̄2)z̄1 (จากทฤษฎีบท 3.13)

= (z1(z2z̄2))z̄1 (จากทฤษฎีบท 3.13)

= (z1N(z2))z̄1

= z1(N(z2)z̄1) (จากทฤษฎีบท 3.13)

= z1(z̄1N(z2)) (จากบทตั้ง 3.12)
= (z1z̄1)N(z2) (จากทฤษฎีบท 3.13)

= N(z1)N(z2)

ดังนั้น N(z1z2) = N(z1)N(z2) โดยที่ z1, z2 ∈ L
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พิสูจน์. กรณี z1, z2 ∈ S

พิจารณา
N(z1z2) = (z1z2)(z1z2)

= (z1z2)(z̄2z̄1) (จากทฤษฎีบท 3.18)

= ((z1z2)z̄2)z̄1 (จากทฤษฎีบท 3.14)

= (z1(z2z̄2))z̄1 (จากทฤษฎีบท 3.14)

= (z1N(z2))z̄1

= z1(N(z2)z̄1) (จากทฤษฎีบท 3.14)

= z1(z̄1N(z2)) (จากบทตั้ง 3.12)
= (z1z̄1)N(z2) (จากทฤษฎีบท 3.14)

= N(z1)N(z2)

ดังนั้น N(z1z2) = N(z1)N(z2) โดยที่ z1, z2 ∈ S

สรุปได้ว่า N(z1z2) = N(z1)N(z2) สำหรับ z1, z2 ∈ L หรือ z1, z2 ∈ S

ตัวอย่างตัวอย่างตัวอย่าง 3.26. กำหนดให้ z1, z2 ∈ H โดยที่ z1 = 5 + 3j + 4k และ z2 = 3− i

จากข้อสังเกต 3.20 จะได้ว่า N(z1) = 52 − 32 − 42 = 0 และ N(z2) = 32 − 12 = 8

นั่นคือ N(z1)N(z2) = 0 · 8 = 0

พิจารณา
z1z2 = 5(3− i) + 3j(3− i) + 4k(3− i)

= 15− 5i+ 9− 3k + 12k − 4j

= 15− 5i+ 13j + 9k

จากข้อสังเกต 3.20 ได้ว่า N(z1z2) = 152 + 52 − 132 − 92 = 225− 25− 9− 441 = −250

ดังนั้น N(z1z2) #= N(z1)N(z2) โดยที่ z1, z2 ∈ H

ข้อสังเกตข้อสังเกตข้อสังเกต 3.27. ทฤษฎีบท 3.25 ไม่จริงสำหรับจำนวนเต็มไฮเพอร์โบลิกควอเทอร์เนียน
บทนิยามบทนิยามบทนิยาม 3.28. ตัวประกอบ
ให้ z1, z2 ∈ L เราจะกล่าวว่า z2 เป็นตัวประกอบตัวประกอบตัวประกอบ (factor) ของ z1 ถ้ามี z ∈ L ซึ่ง z1 = zz2 หรือ z1 = z2z

หมายเหตุหมายเหตุหมายเหตุ เราจะนิยามตัวประกอบใน S และ H ในทำนองเดียวกันกับนิยามตัวประกอบใน L ในบทนิยาม 3.28
ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 3.29. ให้ z1, z2 ∈ L หรือ z1, z2 ∈ S ถ้า z2 เป็นตัวประกอบของ z1 แล้ว N(z2) เป็นตัวประกอบของ N(z1)

พิสูจน์. ให้ z1, z2 ∈ L สมมติว่า z2 เป็นตัวประกอบของ z1 นั่นคือ มี z ∈ L ซึ่ง z1 = z2z หรือ z1 = zz2

กรณีที่ 1 z1 = z2z จากทฤษฎีบท 3.25 จะได้ว่า
N(z1) = N(z2z) = N(z2)N(z)

ดังนั้น N(z2) เป็นตัวประกอบ N(z1)

กรณีที่ 2 z1 = zz2 จากทฤษฎีบท 3.25 จะได้ว่า
N(z1) = N(zz2) = N(z)N(z2)
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ดังนั้น N(z2) เป็นตัวประกอบ N(z1)

สำหรับ z1, z2 ∈ S สามารถพิสูจน์ได้ในทำนองเดียวกับ z1, z2 ∈ L

สรุปได้ว่าถ้า z2 เป็นตัวประกอบของ z1 แล้ว N(z2) เป็นตัวประกอบของ N(z1) สำหรับ z1, z2 ∈ L หรือ z1, z2 ∈ S

บทนิยามบทนิยามบทนิยาม 3.30. ยูนิต
ให้ z ∈ L เราจะกล่าวว่า z เป็นยูนิตยูนิตยูนิต (unit) ถ้า z เป็นตัวประกอบของ 1
หมายเหตุหมายเหตุหมายเหตุ เราจะนิยามยูนิตใน S และ H ในทำนองเดียวกันกับนิยามยูนิตใน L ในบทนิยาม 3.30

ตัวอย่างตัวอย่างตัวอย่าง 3.31. พิจารณา

(1)(1) = (−1)(−1) = 1 นั่นคือ 1 และ − 1 เป็นตัวประกอบของ 1
(i)(−i) = (−i)(i) = 1 นั่นคือ i และ − i เป็นตัวประกอบของ 1
(j)(−j) = (−j)(j) = 1 นั่นคือ j และ − j เป็นตัวประกอบของ 1
(k)(−k) = (−k)(k) = 1 นั่นคือ k และ − k เป็นตัวประกอบของ 1

ดังนั้น ±1, ±i, ±j และ ±k เป็นยูนิต

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 3.32. ให้ z ∈ L จะได้ว่า N(z) = 1 ก็ต่อเมื่อ z = ±1,±i,±j,±k

พิสูจน์. ให้ z = a+ bi+ cj + dk ∈ L โดยที่ a, b, c, d ∈ Z
สมมติว่า N(z) = 1 นั่นคือ a2 + b2 + c2 + d2 = 1

เนื่องจาก a2, b2, c2 และ d2 เป็นจำนวนเต็มบวกหรือศูนย์
จะได้ว่า a2 = 1 หรือ b2 = 1 หรือ c2 = 1 หรือ d2 = 1 อย่างใดอย่างหนึ่งเท่านั้น
นั่นคือ a = ±1 หรือ b = ±1 หรือ c = ±1 หรือ d = ±1 อย่างใดอย่างหนึ่งเท่านั้น
ดังนั้น z ที่เป็นไปได้ทั้งหมดคือ ±1,±i,±j,±k

ในทางกลับกัน ถ้า z = ±1,±i,±j,±k แล้วจะเห็นได้ชัดว่า N(z) = 1

สรุปได้ว่า N(z) = 1 ก็ต่อเมื่อ z = ±1,±i,±j,±k สำหรับ z ∈ L

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 3.33. ให้ z ∈ S จะได้ว่า N(z) = 1 ก็ต่อเมื่อ z = ±1± bi± cj ± dk โดยที่ b2 = c2 + d2 หรือ
z = ±a± i± cj ± dk โดยที่ a2 = c2 + d2

พิสูจน์. ให้ z = a+ bi+ cj + dk ∈ S โดยที่ a, b, c, d ∈ Z
สมมติว่า N(z) = 1 นั่นคือ a2 + b2 − c2 − d2 = 1

เนื่องจาก a2 และ b2 เป็นจำนวนเต็มบวกหรือศูนย์ และ −c2 และ −d2 เป็นจำนวนเต็มลบหรือศูนย์
จะได้ว่า a2 = 1 หรือ b2 = 1 อย่างใดอย่างหนึ่งเท่านั้น
นั่นคือ a = ±1 หรือ b = ±1 อย่างใดอย่างหนึ่งเท่านั้น
กรณีที่ 1 a = ±1

จากสมการ a2 + b2 − c2 − d2 = 1 จะได้ว่า

1 + b2 − c2 − d2 = 1

b2 − c2 − d2 = 0

b2 = c2 + d2
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กรณีที่ 2 b = ±1

จากสมการ a2 + b2 − c2 − d2 = 1 จะได้ว่า

a2 + 1− c2 − d2 = 1

a2 − c2 − d2 = 0

a2 = c2 + d2

ดังนั้น z = ±1± bi± cj ± dk โดยที่ b2 = c2 + d2 หรือ z = ±a± i± cj ± dk โดยที่ a2 = c2 + d2

ในทางกลับกัน กรณีที่ 1 ถ้า z = ±1± bi± cj ± dk โดยที่ b2 = c2 + d2

จาก ข้อสังเกต 3.20 จะได้ว่า

N(z) = 12 + b2 − c2 − d2

= 12 + c2 + d2 − c2 − d2 (เนื่องจาก b2 = c2 + d2)

N(z) = 1

กรณีที่ 2 ถ้า z = ±a± i± cj ± dk โดยที่ a2 = c2 + d2

จาก ข้อสังเกต 3.20 จะได้ว่า

N(z) = a2 + 12 − c2 − d2

= c2 + d2 + 12 − c2 − d2 (เนื่องจาก a2 = c2 + d2)

N(z) = 1

สรุปได้ว่า N(z) = 1 ก็ต่อเมื่อ z = ±1± bi± cj ± dk โดยที่ b2 = c2 + d2 หรือ
z = ±a± i± cj ± dk โดยที่ a2 = c2 + d2 สำหรับ z ∈ S

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 3.34. ให้ z ∈ H จะได้ว่า N(z) = 1 ก็ต่อเมื่อ z = ±1

พิสูจน์. ให้ z = a+ bi+ cj + dk ∈ H โดยที่ a, b, c, d ∈ Z
สมมติว่า N(z) = 1 นั่นคือ a2 − b2 − c2 − d2 = 1

เนื่องจาก a2 เป็นจำนวนเต็มบวกหรือศูนย์ และ −b2,−c2,−d2 เป็นจำนวนเต็มลบหรือศูนย์
จะได้ว่า a2 = 1 และจาก a2 − b2 − c2 − d2 = 1 จะได้ว่า

1− b2 − c2 − d2 = 1

−b2 − c2 − d2 = 0

b2 + c2 + d2 = 0

ดังนั้น a = ±1, b = 0, c = 0 และ d = 0 นั่นคือ z = ±1

ในทางกลับกัน ถ้า z = ±1 แล้วจะเห็นได้ชัดว่า N(z) = 1

สรุปได้ว่า N(z) = 1 ก็ต่อเมื่อ z = ±1 สำหรับ z ∈ H

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 3.35. ให้ z ∈ L จะได้ว่า z เป็นยูนิต ก็ต่อเมื่อ N(z) = 1

พิสูจน์. ให้ z เป็นยูนิต
จะได้ว่า zz1 = 1 หรือ z1z = 1 สำหรับบาง z1 ∈ L

พิจารณา N(z1)N(z) = N(1) = 1 ดังนั้น N(z) #= 0

เนื่องจาก N(z) เป็นจำนวนเต็มบวกหรือศูนย์ ดังนั้น N(z) = 1
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ในทางกลับกัน ให้ N(z) = 1

จากบทนิยาม 3.30 จะได้ว่า z = ±1,±i,±j,±k

และจากตัวอย่าง 3.31 จะได้ว่า z = ±1,±i,±j,±k เป็นยูนิต
สรุปได้ว่า z เป็นยูนิต ก็ต่อเมื่อ N(z) = 1 สำหรับ z ∈ L

บทนิยามบทนิยามบทนิยาม 3.36. จำนวนเฉพาะ
ให้ z ∈ L เราจะกล่าวว่า z เป็น จำนวนเฉพาะจำนวนเฉพาะจำนวนเฉพาะ ก็ต่อเมื่อ ถ้า z = z1z2 สำหรับบาง z1, z2 ∈ L แล้ว z1 หรือ z2 ต้องเป็น
ยูนิตเพียงตัวเดียวเท่านั้น
หมายเหตุหมายเหตุหมายเหตุ เราจะนิยามจำนวนเฉพาะใน S และ H ในทำนองเดียวกันกับนิยามจำนวนเฉพาะใน L ในบทนิยาม 3.36

ตัวอย่างตัวอย่างตัวอย่าง 3.37. ให้ z = 1 + i+ j + k ∈ L

ได้ว่า z = (1 + i+ j + k)(1) = (1)(1 + i+ j + k) ซึ่ง 1 เป็นยูนิต
นอกจากนี้ (1 + i)(1 + j) = 1 + i+ j + ij = 1 + i+ j + k

ซึ่ง 1 + j ไม่เป็นยูนิต เพราะ จากทฤษฎีบท 3.35 N(1 + j) = 2 "= 1

ดังนั้น z = 1 + i+ j + k ∈ L ไม่เป็นจำนวนเฉพาะ
ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 3.38. ให้ z ∈ L ถ้า N(z) เป็นจำนวนเฉพาะ แล้ว z เป็นจำนวนเฉพาะใน L

พิสูจน์. ให้ z ∈ L

สมมติว่า N(z) เป็นจำนวนเฉพาะ จะได้ว่า N(z) > 1 จะแสดงว่า z เป็นจำนวนเฉพาะใน L

ให้ z = z1z2 สำหรับบาง z1, z2 ∈ L

จากทฤษฎีบท 3.25 จะได้ว่า N(z) = N(z1z2) = N(z1)N(z2)

จาก N(z) > 1 จะได้ว่า N(z) "= 0 ดังนั้น N(z1) "= 0 และ N(z2) "= 0

สมมติว่า z1 และ z2 ไม่ใช่ยูนิต
จากทฤษฎีบท 3.35 N(z1) "= 1 และ N(z2) "= 1

เนื่องจากนอร์มใน L เป็นจำนวนเต็มบวกหรือศูนย์ จะได้ว่า N(z1) > 1 และ N(z2) > 1

ดังนั้น N(z) = N(z1)N(z2) ไม่ใช่จำนวนเฉพาะ เกิดข้อขัดแย้งกับสมมติฐาน
นั่นคือ z1 หรือ z2 เป็นยูนิต
สังเกตว่าถ้า z1 และ z2 เป็นยูนิต จะได้ N(z1) = N(z2) = 1

ดังนั้น N(z) = N(z1)N(z2) = 1 เกิดข้อขัดแย้ง เนื่องจาก N(z) > 1

นั่นคือ z1 หรือ z2 เป็นยูนิตได้เพียงตัวเดียวเท่านั้น
ดังนั้น z เป็นจำนวนเฉพาะใน L

สรุปได้ว่า สำหรับ z ∈ L ถ้า N(z) เป็นจำนวนเฉพาะ แล้ว z เป็นจำนวนเฉพาะใน L

ตัวอย่างตัวอย่างตัวอย่าง 3.39. ให้ z = 1 + i+ j ∈ L

พิจารณา N(z) = 1 + 1 + 1 + 0 = 3 เป็นจำนวนเฉพาะ
จากทฤษฎีบท 3.38 จะได้ว่า z เป็นจำนวนเฉพาะใน L

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 3.40. ให้ z1, z2 ∈ L จะได้ว่า z1z2 = 0 ก็ต่อเมื่อ N(z1) = 0 หรือ N(z2) = 0

พิสูจน์. ให้ z1, z2 ∈ L

สมมติว่า z1z2 = 0

พิจารณา N(z1)N(z2) = N(z1z2) = N(0) = 0

เนื่องจากนอร์มใน L เป็นจำนวนเต็มบวกหรือศูนย์
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จะได้ว่า N(z1) = 0 หรือ N(z2) = 0

ในทางกลับกัน สมมติว่า N(z1) = 0 หรือ N(z2) = 0

กรณีที่ 1 N(z1) = 0

นั่นคือ a21 + b21 + c21 + d21 = 0

จะได้ว่า a1 = b1 = c1 = d1 = 0

นั่นคือ z1 = 0 ดังนั้น z1z2 = 0

กรณีที่ 2 N(z2) = 0

นั่นคือ a22 + b22 + c22 + d22 = 0

จะได้ว่า a2 = b2 = c2 = d2 = 0

นั่นคือ z2 = 0 ดังนั้น z1z2 = 0

สรุป z1z2 = 0 ก็ต่อเมื่อ N(z1) = 0 หรือ N(z2) = 0 โดยที่ z1, z2 ∈ L

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 3.41. ให้ z1, z2 ∈ S ถ้า z1z2 = 0 แล้ว N(z1) = 0 หรือ N(z2) = 0

พิสูจน์. ให้ z1z2 = 0

จากทฤษฎีบท 3.25 จะได้ N(z1)N(z2) = N(z1z2) = N(0) = 0

ดังนั้น N(z1) = 0 หรือ N(z2) = 0

สรุปได้ว่า ถ้า z1z2 = 0 แล้ว N(z1) = 0 หรือ N(z2) = 0 สำหรับ z1, z2 ∈ S

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 3.42. ให้ z, z1, z2 ∈ L ถ้า N(z) "= 0 และ z = z1z2 โดยที่ z1 และ z2 ที่ไม่เป็นยูนิต แล้ว N(z1) < N(z)

และ N(z2) < N(z)

พิสูจน์. ให้ z, z1, z2 ∈ L สมมติว่า N(z) "= 0 และ z = z1z2 โดยที่ z1 และ z2 ที่ไม่เป็นยูนิต
พิจารณา N(z) = N(z1z2) = N(z1)N(z2)

เนื่องจาก N(z) "= 0 จะได้ว่า N(z1) "= 0 และ N(z2) "= 0

เนื่องจาก z1 และ z2 ไม่ใช่ยูนิต
จากทฤษฎีบท 3.35 จะได้ว่า N(z1) "= 1 และ N(z2) "= 1

เนื่องจากนอร์มใน L เป็นจำนวนเต็มบวกหรือศูนย์ จะได้ว่า N(z1) > 1 และ N(z2) > 1

ดังนั้น N(z) = N(z1)N(z2) > N(z1) และ N(z) = N(z1)N(z2) > N(z2)

สรุปได้ว่าถ้า N(z) "= 0 และ z = z1z2 โดยที่ z1 และ z2 ที่ไม่เป็นยูนิต แล้ว N(z1) < N(z) และ N(z2) < N(z)

เมื่อ z, z1, z2 ∈ L

ทฤษฎีบททฤษฎีบททฤษฎีบท 3.43. ให้ z, z1, z2 ∈ S ถ้า N(z) "= 0 และ z = z1z2 โดยที่ z1 และ z2 ที่ไม่เป็นยูนิต แล้ว |N(z1)| < |N(z)|
และ |N(z2)| < |N(z)|

พิสูจน์. ให้ z ∈ S สมมติว่า N(z) "= 0

สมมติ z = z1z2 สำหรับบาง z1, z2 ∈ S

จากทฤษฎีบท 3.25 ได้ว่า N(z) = N(z1z2) = N(z1)N(z2)

จากทฤษฎีบท 3.42 จะได้ว่า N(z1) "= 0 และ N(z2) "= 0

สมมติว่า z1 และ z2 ไม่ใช่ยูนิต
ได้ว่า |N(z1)| > 1 และ |N(z2)| > 1

ดังนั้น N(z) ไม่ใช่จำนวนเฉพาะ เกิดข้อขัดแย้งกับสมมติฐาน
สรุปได้ว่า z1 หรือ z2 ต้องเป็นยูนิต
ดังนั้น z เป็นจำนวนเฉพาะใน S
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นั่นคือ ถ้า N(z) != 0 และ z = z1z2 โดยที่ z1 และ z2 ที่ไม่เป็นยูนิต แล้ว |N(z1)| < |N(z)| และ |N(z2)| < |N(z)|
สำหรับ z, z1, z2 ∈ S
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