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บทคัดย่อ 

ปัญĀาการกระจายตัüของÿาธารณูปการ เช่น โรงเรียน เป็นปัญĀาที่เกิดขึ้นในĀลายพื้นที่ และเป็นปัญĀาที่

ÿ าคัญÿ าĀรับคนไทย ในการýึกþาครั้งนี้ มีเป้าĀมายในการเพ่ิมกลุ่มของโรงเรียนใĀม่ เข้าไปในโรงเรียนที่มีอยู่

ในปัจจุบัน โดยรักþาระยะทางที่ÿั้นที่ÿุดจากบ้านไปยังโรงเรียนที่ใกล้ที่ÿุดแĀ่งนั้น ซ่ึงได้มีการใช้แบบจ าลองทาง

เรขาคณิต เช่น แผนภาพโüโรนอย เพื่อแÿดงผล üิเคราะĀ์ และพิจารณาในการüางจุดที่ตั้งใĀม่ของโรงเรียน 

โดยมีการก าĀนดใĀ้โรงเรียนแทนด้üยจุดก่อก าเนิดของแผนภาพโüโรนอยที่อยู่ภายใต้บริเüณที่ต้องการýึกþา 

จากนั้นท าการýึกþาการüางจุดก่อก าเนิดใĀม่บนแผนภาพโüโรนอยทั่üไป บนพื้นที่ที่ไม่ถูกปกคลุมด้üยพื้นที่

ใĀ้บริการ ซึ่งมีลักþณะเป็นüงกลมที่มีจุดýูนย์กลางเป็นจุดก่อก าเนิดข้างต้น และมีรัýมีเป็นระยะทางเฉลี่ย

ระĀü่างจุดก่อก าเนิด แล้üพิจารณาเงื่อนไขเพิ่มเติมเพื่อใĀ้ได้จุดก่อก าเนิดใĀม่ที่เĀมาะÿม ด้üยระยะทางเฉลี่ย

ระĀü่างจุดก่อก าเนิดท้ังĀมด และปริมาณของการทับซ้อนของพ้ืนที่ใĀ้บริการที่ดียิ่งขึ้น 

Abstract 

The problem of improper distribution of the school in many areas is one of the important 
problems for Thai people. In this study, we aim to place a new set of schools to the existing 
school in given region for obtaining the shortest distance between home and nearest school. 
In this study, we use geometric models such as ordinary Voronoi to visualize, analyze and 
consider to add new school. The schools were considered as Voronoi generators which 
depends on the space we were focused on. After that, we consider placing new Voronoi 
diagram generators of ordinary Voronoi diagram by focusing on the uncovered regions of circles 
whose centered are at Voronoi generator and radius are average distance between Voronoi 
generator. We analyze additional conditions to find positions of generators that average 
distance between Voronoi’s generators and better overlapping of the service area. 
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บทที่ 1 

บทน า 

1.1 ที่มาและคüามÿ าคัญ 

 ในปัจจุบันมีการพัฒนาÿาธารณูปโภคในประเทýไทยมากขึ้นในĀลายพื้นที่ แต่อย่างไรก็ตามปัญĀาใน

การเข้าถึงÿาธารณูปโภคนั้นยังเกิดขึ้นในอีกĀลายพื้นที่ของประเทýไทย ซึ่งมีที่มาจากปัญĀาของการกระจาย

ตัüอย่างไม่เĀมาะÿมของÿาธารณูปโภค อย่างโรงเรียนเป็นÿาธารณูปโภคอย่างĀนึ่งที่ÿ าคัญมากในทุกพื้นที่ 

เนื่องจากเป็นพ้ืนที่ใĀ้บริการทางการýึกþาขั้นพ้ืนฐานแก่เยาüชนทุกคน ถ้าĀากเราÿามารถท าใĀ้เด็กไทยทุกคน

เข้าถึงโรงเรียนได้อย่างทั่üถึงและเท่าเทียมได้ เช่น การเดินทางไปโรงเรียนได้ด้üยตัüเอง Āรือÿามารถไป

โรงเรียนได้ด้üยระยะทางที่ใกล้บ้าน แล้üปัญĀาในการเข้าถึงการýึกþาของไทยจะได้รับการแก้ไขใĀ้ดีมากขึ้น 

นอกจากนี้ยังÿามารถประĀยัดทรัพยากรที่ใช้ในการเดินทาง และปัญĀาด้านมลพิþ รüมถึงÿามารถท าใĀ้ชุมชน

มีÿ่üนร่üมในการเรียนรู้ของนักเรียนได้เม่ือโรงเรียนอยู่ใกล้บ้าน 

 จากปัญĀาดังกล่าü ผู้ค้นคü้าจึงได้ÿร้างüิธีการÿ าĀรับการĀาเซตของจุดที่เĀมาะÿมÿมในด้านการกระจาย

ระยะทางระĀü่างโรงเรียน และการทับซ้อนของพื้นที่ใĀ้บริการของโรงเรียน เพื่อท าใĀ้โรงเรียนÿามารถใĀ้บริการ

ปกคลุมได้ทั่üทุกพื้นที่ และเพิ่มการกระจายตัüของโรงเรียนใĀ้เĀมาะÿมมากขึ้น โดยการจัดการเชิงพื้นที่เป็นüิธี

Āนึ ่งที ่ÿามารถใช้ในการüิเคราะĀ์ปัญĀาการเพิ ่มพื ้นที ่โรงเรียน ร่üมกับการýึกþาปัญĀาการüางต าแĀน่ง

ÿาธารณูปโภค (Facility location problem Āรือ FLP) และปัญĀาการปกคลุมพื ้นที่  (Covering problem) 
อย่างไรก็ตาม ÿ าĀรับการýึกþาในครั้งนี้เราใĀ้คüามÿ าคัญในการเพิ่มจุดที่ตั้งใĀม่ของโรงเรียนอย่างเĀมาะÿมที่

ÿามารถปกคลุมพื้นที่ได้อย่างทั่üถึง และลดการทับซ้อนกันของพื้นที่ใĀ้บริการ จึงýึกþาĀนึ่งในแบบจ าลองทาง

เรขาคณิตที่ÿามารถน ามาüิเคราะĀ์ปัญĀาการเพิ่มจุดได้ คือ แผนภาพโüโรนอย (Voronoi diagram) ซึ่งเป็น

แผนภาพที่ÿามารถใช้ในการแบ่งขอบเขตของพ้ืนที่ โดยการเพ่ิมโรงเรียนที่แทนด้üยจุดก่อก าเนิดของแผนภาพโüโร

นอยจะเป็นการรักþาระยะทางที ่เĀมาะÿม ในการแบ่งขอบเขตพื้นที ่การใĀ้บริการของโรงเรียน  เพ่ือช่üย

ประกอบการตัดÿินใจในการเพิ่มจุดของโรงเรียนที่เĀมาะÿมและปกคลุม ซึ่งเป็นแนüคิดที่ยังไม่แพร่Āลายใน

การýึกþา 

 ในการค้นคü้าอิÿระนี้ เราจะท าการÿร้างüิธีในการเพิ่มจุดก่อก าเนิดใĀม่ของแผนภาพโüโรนอยที่

เĀมาะÿม โดยมีของเขตการýึกþาคือพื้นที่โดยรอบคูเมืองจังĀüัดเชียงใĀม่ โดยจะท าการแปลงปัญĀาดังกลา่ü

ใĀ้อยู่บนปริภูมิยุคลิด จากนั้นพิจารณาจุดที่ตั้งของโรงเรียน ผ่านปัญĀาการüางต าแĀน่งÿาธารณูปโภคและ

ปัญĀาการปกคลุมพื้นที่ และÿุดท้ายพิจารณาแผนภาพโüโรนอยเพื่อเลือกจุดก่อก าเนิดที่เĀมาะÿม เพื่อใช้ใน

การจัดตั้งโรงเรียนใĀม่ในพ้ืนที่ที่ไม่ถูกปกคลุมด้üยพื้นที่ใĀ้บริการของโรงเรียนที่มีอยู่ก่อนแล้ü 
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1.2 üัตถุประÿงค์ของการýึกþา 

1. เพ่ือýึกþาการจัดการข้อมูลเชิงพ้ืนที่ และการคำนüณแผนภาพโüโรนอยจากข้อมูลเชิงพ้ืนที่ 
 2. เพ่ือÿร้างแบบจำลองทางคณิตýาÿตร์และกรอบแนüคิดที่เĀมาะÿมÿำĀรับการแก้ปัญĀาเชิงพ้ืนที่ 
 3. เพื่อýึกþาปัญĀาการปกคลุมด้üยüงกลมในบริเüณที่ไม่ถูกปกคลุมด้üยüงกลมที่น้อยที่ÿุด โดยใช้

แผนภาพโüโรนอย 

1.3 ขอบเขตของการýึกþา 

ในการýึกþาครั ้งนี้  เราจะท าการýึกþาโดยใช้โรงเรียนประถมและมัธยมรอบคูเมืองของจังĀüัด

เชียงใĀม่ ตามข้อมูลจากโครงการพลเมืองอาÿาÿังเกตการณ์เมืองเชียงใĀม่ทั้งĀมด 18 โรงเรียนได้แก่  โรงเรียน

โÿตýึกþาอนุÿารÿุนทร, โรงเรียนเทพบดินทร์üิทยา, โรงเรียนโกüิทธ ารงเชียงใĀม่, โรงเรียนüชิรüิทย์, โรงเรียน

เทýบาลüัดýรีÿุพรรณ, โรงเรียนüัดÿüนดอก, โรงเรียนüัฒโนทัยพายัพ, โรงเรียนเทýบาลüัดĀมืนเงินทอง, 
โรงเรียนอนุบาลเชียงใĀม่, โรงเรียนเมตตาýึกþา, โรงเรียนพุทธิโýภน, โรงเรียนเทýบาลดอกเงิน, โรงเรียน

เทýบาลüัดเกตุการาม, โรงเรียนĀอพระ, โรงเรียนยุพราชüิทยาลัย, โรงเรียนปรินÿ์รอยแยลÿ์üิทยาลัย, โรงเรียน

เทýบาลüัดเชียงยืน และโรงเรียนชุมชนเทýบาลüัดýรีดอนไชย ประกอบด้üยข้อมูลเพิ่มเติมในการจัดüาง

โรงเรียนอย่างเĀมาะÿมบนโครงข่ายถนนจาก OpenStreetMap โดยมีการจัดการข้อมูลใĀ้เĀมาะÿมกับการ

เพ่ิมจุดก่อก าเนิด โดยใช้แผนภาพโüโรนอยประกอบการตัดÿินใจในการüางจุดใĀม่ 

1.4 ประโยชน์ที่คาดü่าจะได้รับ 

1. ได้ýึกþาการจัดการข้อมูลเชิงพ้ืนที่ และการคำนüณแผนภาพโüโรนอย 
 2. ได้แบบจำลองทางคณิตýาÿตร์ และกรอบแนüคิดที่เĀมาะÿมÿำĀรับการแก้ปัญĀาเชิงพื้นที่ ที่

ÿามารถนำไปปรับใช้กับชุดข้อมูลอื่นๆท่ีมีลักþณะคล้ายกันได้ 
 3. ได้ýึกþาปัญĀาการเพ่ิมจุดก่อกำเนิดของแผนภาพโüโรนอย เพ่ือใช้ในการแก้ปัญĀาเกี่ยüกับการปกคลุม

ด้üยüงกลมในบริเüณที่ไม่ถูกปกคลุมด้üยüงกลม 
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บทที่ 2 

คüามรู้พื้นฐาน 

 ในบทนี้จะกล่าüถึงคüามรู้พ้ืนฐานที่เกี่ยüข้องในงานค้นคü้าอิÿระ ประกอบด้üยคüามรู้พ้ืนฐานเกี่ยüกับ

ปัญĀาการเพิ่มจุดก่อก าเนิดของแผนภาพโüโรนอยและแผนภาพโüโรนอยบนโครงข่าย โดยเริ่มýึกþาคüามรู้

พ้ืนฐานจากปัญĀาการเพ่ิมจุดก่อก าเนิดของแผนภาพโüโรนอย จากนั้นýึกþาแผนภาพโüโรนอยบนโครงข่าย 

2.1 นิยามและทฤþฎีบทพื้นฐานที่เกี่ยüกับปัญĀาการเพิ่มจุดก่อก าเนิด 

นิยาม 2.1.1 ระยะทาง (distance) คือคüามยาüตามเÿ้นทางที่üัตถุเคลื่อนที่ไปได้ทั้งĀมด 

นิยาม 2.1.2 üงกลม (circle) คือเซตของจุดทั้งĀมดในระนาบที่Ā่างจากจุดๆ Āนึ่งที่ตรึงอยู่กับที่เป็นระยะทาง

คงตัü จุดที่ตรึงเรียกü่า จุดýูนย์กลางของüงกลม และระยะทางดังกล่าüเรียกü่า รัýมีของüงกลม แทนด้üย r  

นิยาม 2.1.3 เÿ้นขอบüง (circle boundary) คือเÿ้นที่ปิดล้อมพ้ืนที่ของüงกลม เรียกได้ü่าเป็นเÿ้นรอบรูปของ

üงกลม ตัüอย่างของเÿ้นขอบüงแÿดงดังรูปที่ 1 

นิยาม 2.1.4 เÿ้นผ่านýูนย์กลาง (diameter) คือเÿ้นที่ลากผ่านจุดýูนย์กลางของüงกลม ใช้บอกขนาดของüัÿดุ

รูปทรงกลมĀรือมีĀน้าตัดเป็นüงกลม ตัüอย่างของเÿ้นผ่านýูนย์กลางแÿดงดังรูปที่ 1 

นิยาม 2.1.5 เÿ้นคอร์ด (chord) คือเÿ้นตรงภายในüงกลมที่ปลายทั้งÿองจรดเÿ้นขอบüง โดยมีเÿ้นผ่าน

ýูนย์กลางเป็นคอร์ดที่ยาüที่ÿุด ตัüอย่างของเÿ้นคอร์ดแÿดงดังรูปที่ 1 

 
รูปที่ 1 รูปแÿดงÿ่üนประกอบของüงกลมได้แก่จุดýูนย์กลาง รัýมี เÿ้นผ่านýูนย์กลาง เÿ้นคอร์ด และเÿ้นขอบüง 
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นิยาม 2.1.6 มุม (angle) เกิดจากปลายรังÿี 2 เÿ้น เชื่อมกันที่จุดจุดĀนึ่ง ซึ่งเรียกü่าจุดยอดมุม และĀน่üยใน

การüัดมุมอาจมีĀน่üยเป็นองýา ĀรือในĀน่üยเรเดียน โดยüงกลมจะมีมุมภายในเท่ากับ 360  Āรือ 2  เรเดียน 

นิยาม 2.1.7 รูปĀลายเĀลี่ยม (polygon) เป็นÿ่üนของระนาบที่ล้อมด้üยเÿ้นตรง มีÿ่üนประกอบÿ าคัญ 3 

ÿ่üนได้แก่ เÿ้น มุม และจุด 

นิยาม 2.1.8 รูปĀลายเĀลี่ยมเชิงเดียü (simple polygon) เป็นรูปĀลายเĀลี่ยมที่ไม่มีการตัดกันของเÿ้นที่ประกอบ

ของรูปĀลายเĀลี่ยม Āรือพ้ืนที่ü่างภายในรูปĀลายเĀลี่ยมนั้น ตัüอย่างของรูปĀลายเĀลี่ยมเชิงเดียüแÿดงดังรูปที่ 2 

 

รูปที่ 2 รูปตัüอย่างของรูปĀลายเĀลี่ยมเชิงเดียü 

นิยาม 2.1.9 รูปĀลายเĀลี่ยมนูน (convex polygon) คือรูปĀลายเĀลี่ยมเชิงเดียüที่มีÿมบัติทีมุ่มภายในทุกมุม

มีขนาดน้อยกü่าĀรือเท่ากับ 180 องýา 

นิยาม 2.1.10 รูปĀลายเĀลี่ยมนูนแท้ (strictly convex polygon) คือรูปĀลายเĀลี่ยมเชิงเดียüที่มีÿมบัติที่

มุมภายในทุกมุมมีขนาดน้อยกü่า 180 องýาเท่านั้น 

นิยาม2.1.11 ÿามเĀลี่ยม (triangle) คือรูปĀลายเĀลี่ยมซึ่งมี 3 มุมĀรือจุดยอด และมี 3 ด้านĀรือขอบที่เป็น

ÿ่üนของเÿ้นตรง รูปÿามเĀลี่ยมที่มีจุดยอด A, B และ C เขียนแทนด้üย ABC  

นิยาม 2.1.12 ÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่ü (isosceles triangle) คือÿามเĀลี่ยมที่มีมีด้านÿองด้านยาüเท่ากัน และมี

มุมÿองมุมขนาดเท่ากัน ตัüอย่างของÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่üดังรูปที่ 3 

 
รูปที่ 3 รูปตัüอย่างÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่ü 
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นิยาม 2.1.13 üงกลมล้อมรอบ (circumcircle) เป็นüงกลมที่ผ่านทุกจุดของรูปĀลายเĀลี่ยม ตัüอย่างของ

üงกลมล้อมรอบÿามเĀลี่ยมดังรูปที่ 4 

 

รูปที่ 4 รูปüงกลมล้อมรอบของÿามเĀลี่ยม 

นิยาม 2.1.14 จุดมัธยฐานของรูปĀลายเĀลี่ยม (centroid) คือจุดที่อยู่กลางของรูปĀลายเĀลี่ยม ก าĀนดใĀ้

รูปĀลายเĀลี่ยม P  มีจุดยอดคือจุด 1 1 2 2( , ),( , ),...( , )n nx y x y x y  โดยÿามารถĀาพิกัดของจุดมัธยฐานได้โดยที่ 

1 1( , )

n n

i i
i i

x y
x

n n
 

นิยาม 2.1.15 เซกเตอร์üงกลม (circular sector) คือ ÿ่üนของüงกลมที่ล้อมรอบด้üยรัýมีทั้งÿองและÿ่üนโค้งของ

üงกลม โดยมีพ้ืนที่เกิดจากพ้ืนที่ของüงกลม 2r  คูณกับอัตราÿ่üนของมุมคือ 
2

 ไดü้่ามีพ้ืนที่คือ 
2

2
r  ดังรูปที่ 5 

 
รูปที่ 5 รูปเซกเตอร์üงกลงที่ประกอบด้üยรัýมี r  มุม   และÿ่üนโค้งของüงกลม L  
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นิยาม 2.1.16 เซกเมนต์üงกลม (circular segment) คือ ÿ่üนของüงกลมที่ล้อมรอบด้üยเÿ้นคอร์ด และÿ่üน

โค้งของüงกลม โดยÿามารถĀาพ้ืนที่ได้จากการลบกันระĀü่างพ้ืนที่ของเซกเตอร์üงกลม และÿามเĀลี่ยมĀน้าจั่ü

ทีม่ีเÿ้นคอร์ดเป็นฐาน และมีจุดยอดเป็นจุดเป็นจุดýูนย์กลางของüงกลมดังรูปที่ 6 มีค่าเป็น 
2 2 2sin ( )
2 2 2

sinr r rA  

 
รูปที่ 6 รูปเซกเมนต์üงกลมท่ีประกอบด้üยรัýมี r  มุม   เÿ้นคอร์ด (เÿ้นประ)  

และÿ่üนโค้งของüงกลม (เÿ้นÿีเขียü) 

นิยาม 2.1.17 จุดตัด (intersection point) คือ จุดที่เกิดจากเÿ้นตรง รังÿี Āรือÿ่üนของเÿ้นตรง 2 เÿ้น ตัดกัน

Āรือพบกัน 

นิยาม 2.1.18 เÿ้นทแยงมุม (diagonal line) เÿ้นตรงที่ลากผ่านจุดยอดÿองจุดที่ไม่อยู่ติดกันบนรูปĀลาย

เĀลี่ยม 

นิยาม 2.1.19 เทÿเซลเลชัน (tessellation Āรือ tiling) คือ กลุ่มรูปแบนราบ ที่เรียงติดต่อกันโดยไม่มีช่องü่าง

และไม่ทับกันยกเü้นเพียงขอบ ตัüอย่างของเทÿเซลเลชันดังรูปที่ 7 

 
รูปที่ 7 รูปตัüอย่างของการปูบนระนาบ 
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นิยาม 2.1.20 จุดบนโครงตาข่าย (lattice) คือ เซตจ ากัดของจุดบนปริภูมิ n  ใดๆ ที่มีÿมบัติคือ พิกัดของแต่ละ

จุดใดๆ นั้นจะเป็นผลลัพธ์จากการบüก ĀรือลบกนัของพิกัดระĀü่างÿองจุด ตัüอย่างของจุดบนโครงข่ายดังรูปที่ 8 

 
รูปที่ 8 รูปจุดบนโครงข่ายบนปริภูมิยุคลิด 

นิยาม 2.1.21 กริดüงกลมทับซ้อน (overlapping circles grid) คือ üงกลมĀลายรูปที่มีรัýมีเท่ากันท่ีถูกปูบน

ระนาบÿองมิติ โดยมีจุดýูนย์กลางคือจุดบนโครงตาข่าย ตัüอย่างของกริดüงกลมทับซ้อนดังรูปที่ 9 

 
รูปที่ 9 รูปกริดüงกลมทับซ้อนที่มีจุดýูนย์กลางเป็นจุดบนโครงตาข่ายจัตุรัÿ 

2.2 นิยามและทฤþฎีบทพื้นฐานที่เกี่ยüกับแผนภาพโüโรนอย 

 ก่อนอื ่นจะพิจารณาปัญĀาที่ท าการไปรþณีย์ (Post-office problem) โดยÿมมติü่ามีที ่ท าการ

ไปรþณีย์ n  ที่ท าการ ต้องการพิจารณาเขตในการใĀ้บริการที่เป็นบริเüณโดยรอบของที่ท าการไปรþณีย์ เพ่ือ

แÿดงเขตที่จุดบริการนั้นมีอิทธิพลถึงจุดอื่นในพื้นที่ดังกล่าü กล่าüคือทุกต าแĀน่งที่อยู่ในเขตพื้นที่จะมีค่า

ใกล้เคียงกับที่ท าการไปรþณีย์นั้นมากกü่าไปรþณีย์อ่ืนที่อยู่ไกลออกไป 

 ปัญĀาดังกล่าüเราÿามารถพิจารณาการÿร้างอาณาบริเüณรอบที่ท าการไปรþณีย์ได้โดยÿร้างแผนภาพ

ที่ท าการแบ่งบริเüณขึ้นอยู่กับที่ท าการไปรþณีย์ เรียกü่าจุดก่อก าเนิด (generator) ภายใต้การüัดระยะทางใน

ปริภูมิที่ÿนใจ 
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นิยาม 2.2.22 ใĀ้ 1 2{ , ,..., }nP p p p  เป็นเซตของจุดที ่ก าĀนดในระนาบ เรียกü่าเซตของจุดก่อก าเนิด 

(generator set) และ ( , )id p p  เป็นระยะทางยุคลิดระĀü่างจุด p  และจุด ip  และนิยามบริเüณโüโรนอย 

(Voronoi region) ของจ ุด ip  โดย 2( ) { | ( , ) ( , ); , 1,2,..., }i i jV p p d p p d p p i j n and i j  
ซ่ึงแผนภาพโüโรนอย (Voronoi diagram) ของเซตของจุดก่อก าเนิด P  คือเซตของบริเüณโüโรนอยเขียนแทน

ด้üย 1 2( ) { ( ), ( ),..., ( )}nVD P V p V p V p  ตัüอย่างของแผนภาพโüโรนอยดังรูปที่ 10 

 

รูปที่ 10 รูปตัüอย่างของแผนภาพโüโรนอยที่มีจุดก่อก าเนิดเป็นข้อมูลที่น ามาýึกþา 

นิยาม 2.2.23 ใĀ้ 1 2{ , ,..., }nP p p p  เป็นเซตของจุดที่ก าĀนดในระนาบ จะได้ü่าÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ 

(Delaunay triangulation) เขียนแทนด้üย ( )DT P  คือÿามเĀลี่ยมที่เกิดจากจุดที่เป็นÿมาชิกในเซตของจุด 

P  ÿ าĀรับทุกÿามเĀลี่ยม it  ใน ( )DT P  โดยทีü่งกลมทีล่้อมรอบ it  นั้นจะต้องไม่บรรจุจุดอ่ืนที่ไม่ใช่จุดยอด

ของ it  ในเซตของจุด P  ตัüอย่างของÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ดังรูปที่ 11 

 
รูปที่ 11 รูปตัüอย่างของแผนภาพโüโรนอยที่มีจุดยอดของÿามเĀลี่ยมเป็นข้อมูลที่น ามาýึกþา 
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บทแทรก 2.2.24 ก าĀนดใĀ้ P  เป็นเซตของจุดทั่üไป โดยไม่มีüงกลมที่บรรจุจุด 4 จุดๆ บนเÿ้นขอบüง แล้ü

จะÿามารถÿร้างÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ได้รูปแบบเดียüเท่านั้นÿ าĀรับเซตของจุด P  

พิÿูจน์ ก าĀนดใĀ้มีÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ÿองรูปแบบที่ต่างกันบนเซตของจุด P  โดยไม่เÿียนัยทั่üไป ใĀ้จุด 

p P  ซ่ึง p  ไม่เป็นจุดที่อยู่บนขอบเขตเล็กท่ีÿุดของ P  และใĀ้ 1t  และ 2t  เป็นÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ที่บรรจุ

จุด p  จะได้ü่า 1t  และ 2t  จะไม่มีจุดอื่นบรรจุอยู่ภายในüงกลมล้อมรอบของÿามเĀลี่ยมยกเü้นจุดยอดของ

ÿามเĀลี่ยมนั้น 

ใĀ้ 1 2,v v  และ 3v  เป็นจุดยอดของ 1t  และ 1 2,w w  และ 3w  เป็นจุดยอดของ 2t  เรียงกันตามทิýทüนเข็ม

นาฬิกา จาก p  ไม่เป็นจุดบนขอบเขตที่เล็กที ่ÿุด จะได้ü่ามีอย่างน้อย 1 จุดที ่เป็นจุดยอดร่üมกันของ

ÿามเĀลี่ยม 1t  และ 2t  โดยไม่เÿียนัยทั่üไป จะก าĀนดใĀ้ 1v  และ 1w  เป็นจุดเดียüกัน เมื่อพิจารณาüงกลม

ล้อมรอบ 1t  จะได้ü่าไม่มีจุดอื่นใน P  นอกจาก 1 2,v v  และ 3v  ที่อยู่บนüงกลมล้อมรอบนั้น และจาก 2t  เป็น

ÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ที่ต่างกันจะได้ü่ามีจุดยอดอย่างน้อย 1 จุดที่อยู่ภายนอกüงกลมล้อมรอบ 1t  

ใĀ้ Q  เป็นเซตของจุดใน P  ที่บรรจุจุดบนüงกลมล้อมรอบ 1t  และใĀ้ 2w  เป็นจุดที่อยู่ภายนอกüงกลม

ล้อมรอบ 1t  นั่นคือเมื่อÿร้างÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ใน Q  แล้ü 2w  ไม่เป็นจุดยอดของÿามเĀลี่ยมใน Q   

ÿมมติใĀ้จุด 3w  เพ่ิมเข้าไปใน Q  แล้üÿร้างÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ใน Q  จะได้ü่า 3w  อยู่ภายในüงกลมล้อมรอบ 

1t  ซึ่งÿามารถÿร้างÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่โดยใช้จุด 3 1 2, ,w v v  และ 3v  ในการÿร้างÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ใน Q  

ได้ จะท าใĀ้ได้ü่าÿามเĀลี่ยม 2t  ไม่เป็นÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ดังรูปที่ 12 

 
รูปที่ 12 รูปของÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ที่ÿร้างจากการพิÿูจน์บทแทรก 2.2.24 
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เกิดข้อขัดแย้ง เนื่องจากเราก าĀนดใĀ้ 2t  เป็นÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ ดังนั้นจากที่ก าĀนดใĀ้มีÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่

ÿองรูปแบบที่ต่างกันบนเซตของจุด P  นั้นไม่เป็นจริง ท าใĀ้ÿามารถมีÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ได้รูปแบบเดียü

เท่านั้นÿ าĀรับเซตของจุด P             

แผนภาพโüโรนอยมีคüามเป็นคู่กันกับÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ โดยจะมีคู่ของเÿ้นของแผนภาพโüโรนอยที่

แบ่งครึ่งและตั้งฉากกันกับด้านของÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ ซ่ึงระยะทางของแต่ละด้านของÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่นั้น

จะเป็นระยะĀ่างระĀü่างจุดก่อก าเนิดของแผนภาพโüโรนอย 

2.3 ปัญĀาที่เกี่ยüข้องกับการค้นคü้าอิÿระ 

ปัญĀาการüางต าแĀน่งÿาธารณูปโภค (Facility location problem Āรือ FLP) เป็นปัญĀาĀนึ่งที่เกี่ยüกับ

การĀาค่าเĀมาะÿมที่ÿุดเชิงคณิตýาÿตร์เพื่อก าĀนดต าแĀน่งที่เĀมาะÿมที่ÿุด ÿ าĀรับการüางต าแĀน่งใĀ้บริการ

โดยอ้างอิงตามคüามต้องการทางภูมิýาÿตร์ ต้นทุนในการจัดตั้งต าแĀน่งใĀ้บริการ Āรือระยะทางที่ใช้ในการ

เดินทาง ที่อ้างอิงตามคüามต้องการของผู้ใช้บริการ Āรือต าแĀน่ง โดยปัญĀาการüางต าแĀน่งÿาธารณูปโภค

ÿามารถใช้ได้ทั ้งปัญĀาที่ก าจัดจ านüนต าแĀน่ง และไม่จ ากัดจ านüนต าแĀน่ง ซึ่งขึ ้นอยู่กับü่าต าแĀน่งที่

ใĀ้บริการที่ÿนใจนั้นมีมีการจ ากัดจ านüนĀรือไม่ 

ปัญĀาการปกคลุมพื้นที่ (Covering problem) เป็นปัญĀาด้านการค านüณทางคณิตýาÿตร์ที่เกี่ยüกับการจัด

üางโครงÿร้างต่างๆใĀ้ปกคลุมกันและกัน Āรือเป็นปัญĀาที่เกี่ยüกับขนาดของโครงÿร้างที่ÿามารถปกคลุม

โครงÿร้างอื่นๆได้ นอกจากนี้ปัญĀาปกคลุมคüามต้องการของลูกค้าเป็นปัญĀาเกี่ยüกับค่าต ่าÿุดและก าĀนดการ

เชิงเÿ้นจ านüนเต็ม โดยมีคüามเป็นคู่กันกับปัญĀาการบรรจุผลิตภัณฑ์ (Packing problem) โดยการปกคลุมใน

การýึกþานี้ คือการที่พื้นที่ใĀ้บริการทับซ้อนบนบริเüณใดๆ และการไม่ปกคลุมคือการที่ไม่มีพื้นที่ใดๆ มาทับ

ซ้อนบนบริเüณนั้น 
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บทที่ 3 

ปัญĀาการเพิ่มจุดก่อก าเนิดของแผนภาพโüโรนอยเพื่อรักþาระยะทางท่ีเĀมาะที่ÿุด 

จากคüามÿนใจในปัญĀาการüางต าแĀน่งÿาธารณูปโภค และปัญĀาการปกคลุมพื้นที่ที ่ รüมกับ

แผนภาพโüโรนอยและแผนภาพโüโรนอยบนโครงข่าย ท าใĀ้เกิดปัญĀาการเพ่ิมจุดก่อก าเนิดของแผนภาพโüโร-
นอยเพื่อรักþาระยะทางที่เĀมาะที่ÿุด ซึ่งจะýึกþาปัญĀานี้บนแผนภาพโüโรนอยบนปริภูมิยุคลิดก่อน เพื่อใĀ้

เกิดคüามเข้าใจในปัญĀาการเพิ่มจุดก่อก าเนิดมากขึ้น เนื่องจากแผนภาพโüโรนอยบนปริภูมิยุคลิดนับü่าเป็น

พื้นฐานของแผนภาพโüโรนอยบนโครงข่าย โดยมีการก าĀนดขอบเขตที่ปกคลุมทุกจุดก่อก าเนิดเดิม เพื่อน า

ปัญĀาการปกคลุมพื้นที่มาประยุกต์ใช้กับปัญĀาการเพิ่มจุดก่อก าเนิดของแผนภาพโüโรนอย โดยขอบเขตของ

พ้ืนที่ที่น ามาýึกþาคือพ้ืนที่บริเüณ 1 กิโลเมตรรอบคูเมืองจังĀüัดเชียงใĀม่จ าลองได้ดังรูปที่ 13 

 
รูปที่ 13 ภาพขอบเขตประมาณ 1 กิโลเมตรรอบคูเมืองจังĀüัดเชียงใĀม่ที่น ามาใช้ในการýึกþา 

  



12 

3.1 การüิเคราะĀ์รัýมีของพ้ืนที่ใĀ้บริการ 

 ในการýึกþาครั้งนี้เราได้ตั้งÿมมติฐานใĀ้ทุกจุดก่อก าเนิดนั้นจะÿามารถใĀ้บริการในพื้นที่ในลักþณะ

ของüงกลมที่มีรัýมีเท่ากัน โดยจะüิเคราะĀร์ัýมีของพ้ืนที่ใĀ้บริการจากระยะทางระĀü่างแต่ละจุดก่อก าเนิดเดิม

ที่ได้จากÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ที่เป็นคู่กันกับแผนภาพโüโรนอย ซึ่งจะใช้ค่าเฉลี่ยของระยะทางระĀü่างจุด

ก่อก าเนิดทั้งĀมดเป็นรัýมีของพื้นที่ใĀ้บริการÿ าĀรับทุกจุดก่อก าเนิด และใช้โปรแกรมค านüณระยะทางเฉลี่ย

ระĀü่างจุดก่อก าเนิดคู่ใดๆ ด้üยÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ บน Python ผ่านทาง Google Colaboratory ซึ่งได้

ผลลัพธ์ในĀน่üยองýาเนื่องจากการใช้พิกัดลองจิจูดและละติจูดในการค านüณ จึงต้องมีการแปลงข้อมูลของ

ระยะทางท่ีได้ในĀน่üยเมตร โดยมีข้อมูลของจุดก่อก าเนิดเดิมตามตาราง 1 

ตาราง 1 ตารางตัüเลขแทนล าดับและชื่อของจุดก่อก าเนิดเดิม รüมถึงลองจิจูดและละติจูดของจุดก่อก าเนิดนั้น 

จุดที ่ ชื่อโรงเรียน ลองจิจูด ละติจูด 
0 โรงเรียนโÿตýึกþาอนุÿารÿุนทร 98.9797541 18.8034311 
1 โรงเรียนเทพบดินทร์üิทยา 98.9877280 18.8013591 
2 โรงเรียนโกüิทธ ารงเชียงใĀม่ 98.9852448 18.7984064 
3 โรงเรียนüชิรüิทย ์ 98.9990499 18.7776669 
4 โรงเรียนเทýบาลüัดýรีÿุพรรณ 98.9825343 18.7783640 
5 โรงเรียนüัดÿüนดอก 98.9690986 18.7884232 
6 โรงเรียนüัฒโนทัยพายัพ 98.9761990 18.7858008 
7 โรงเรียนเทýบาลüัดĀมืนเงินทองüัดĀมืนเงินกอง 98.9809913 18.7857655 
8 โรงเรียนอนุบาลเชียงใĀม่ 98.9856075 18.7853492 
9 โรงเรียนเมตตาýึกþา 98.9877413 18.7853445 
10 โรงเรียนพุทธิโýภน 98.9889608 18.7858730 
11 โรงเรียนชุมชนเทýบาลüัดýรีดอนไชย 99.0004578 18.7822887 
12 โรงเรียนเทýบาลüัดเชียงยืน 98.9897757 18.7965836 
13 โรงเรียนปรินÿ์รอยแยลÿ์üิทยาลัย 99.0029794 18.7963669 
14 โรงเรียนยุพราชüิทยาลัย 98.9892953 18.7922328 
15 โรงเรียนĀอพระ 98.9797863 18.7917146 
16 โรงเรียนเทýบาลüัดเกตุการาม 99.0024520 18.7919952 
17 โรงเรียนเทýบาลดอกเงิน 98.9939829 18.7892048 
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จากข้อมูลของจุดข้างต้นน ามาใช้ในการค านüณÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่โดยใช้ชุดค าÿั่งที่ในโปรแกรมการ

ค านüณที่ได้ออกแบบไü้ในการýึกþาครั้งนี้ ได้ผลลัพธ์จากการค านüณÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ดังรูปที่ 14 

 
รูปที่ 14 ภาพผลการค านüณÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ด้üยโปรแกรมการค านüณบน Python  

เมื่อได้ข้อมูลระยะทางของÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่แล้ü ท าการแปลงระยะทางจากĀน่üยองýาเป็นเมตร 

โดยที่ระยะทาง 1 องýา จะมีค่าเท่ากับ 111,139 เมตร โดยมีที่มาจากการน ารัýมีของโลกที่üัดด้üยĀน่üยเมตร

แทนด้üย r  มาใช้ในการค านüณĀาคüามยาüÿ่üนโค้ง L  ของโลกท่ีมุม 1 องýา ตามÿูตร 2
360
rL  ผลลัพธ์

ของการค านüณระยะทางระĀü่างจุดออกมาตามตาราง 2 

ตาราง 2 ตารางคู่จุดทั้งĀมดของÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ และระยะทางระĀü่างจุดคู่นั้นในĀน่üยองýาและĀน่üยเมตร 

จุดที่ 

1 
จุดที่ 

2 
ระยะทาง 

(องýา) 
ระยะทาง 

(เมตร) 
จุดที่ 

1 
จุดที่ 

2 
ระยะทาง 

(องýา) 
ระยะทาง 

(เมตร) 
15 0 0.011716544 1302.16 10 9 0.001329095 147.71 
15 5 0.011183034 1242.87 10 3 0.013005000 1445.36 
0 5 0.018405889 2045.61 9 3 0.013668576 1519.11 
9 4 0.008708630 967.87 15 8 0.008625815 958.66 
9 3 0.013668576 1519.11 15 14 0.009523109 1058.39 
4 3 0.016530305 1837.16 8 14 0.007809214 867.91 
4 6 0.009769443 1085.77 8 9 0.002133805 237.15 
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จุดที่ 

1 
จุดที่ 

2 
ระยะทาง 

(องýา) 
ระยะทาง 

(เมตร) 
จุดที่ 

1 
จุดที่ 

2 
ระยะทาง 

(องýา) 
ระยะทาง 

(เมตร) 
4 5 0.016784086 1865.37 8 14 0.007809214 867.91 
6 5 0.007569192 841.23 9 14 0.007061416 784.80 
6 15 0.006916773 768.72 9 8 0.002133805 237.15 
6 5 0.007569192 841.23 9 4 0.008708630 967.87 
15 5 0.011183034 1242.87 8 4 0.007631355 848.14 
1 12 0.005196006 577.48 2 12 0.004883816 542.78 
1 13 0.016047656 1783.52 2 1 0.003858072 428.78 
12 13 0.013205478 1467.64 12 1 0.005196006 577.48 
12 17 0.008493952 944.01 15 2 0.008635706 959.76 
12 13 0.013205478 1467.64 15 0 0.011716544 1302.16 
17 13 0.011499247 1278.01 2 0 0.007442808 827.19 
17 12 0.008493952 944.01 2 1 0.003858072 428.78 
17 14 0.005580536 620.21 2 0 0.007442808 827.19 
12 14 0.004377242 486.48 1 0 0.008238705 915.64 
17 16 0.008916949 991.02 2 15 0.008635706 959.76 
17 13 0.011499247 1278.01 2 14 0.007383758 820.62 
16 13 0.004403398 489.39 15 14 0.009523109 1058.39 
11 16 0.009909237 1101.30 12 2 0.004883816 542.78 
11 17 0.009474005 1052.93 12 14 0.004377242 486.48 
16 17 0.008916949 991.02 2 14 0.007383758 820.62 
10 17 0.006026805 669.81 6 7 0.004792430 532.62 
10 14 0.006368591 707.79 6 15 0.006916773 768.72 
17 14 0.005580536 620.21 7 15 0.006069911 674.60 
9 10 0.001329095 147.71 7 8 0.004634933 515.12 
9 14 0.007061416 784.80 7 15 0.006069911 674.60 
10 14 0.006368591 707.80 8 15 0.008625815 958.66 
10 11 0.012042766 1338.42 7 6 0.004792430 532.62 
10 17 0.006026805 669.81 7 4 0.007560625 840.28 
11 17 0.009474005 1052.93 6 4 0.009769443 1085.77 
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จุดที่ 

1 
จุดที่ 

2 
ระยะทาง 

(องýา) 
ระยะทาง 

(เมตร) 
จุดที่ 

1 
จุดที่ 

2 
ระยะทาง 

(องýา) 
ระยะทาง 

(เมตร) 
11 10 0.012042766 1338.42 8 7 0.004634933 515.12 
11 3 0.004831482 536.97 8 4 0.007631355 848.14 
10 3 0.013005000 1445.36 7 4 0.007560625 840.28 

ท าการĀาค่าเฉลี่ยของระยะทางที่ได้มาข้างต้นด้üยÿูตรในการĀาค่าเฉลี่ยคือ 1

n

i
i

d

n
 เมื่อ id  แทน

ระยะทางใดๆ ระĀü่างจุดก่อก าเนิดข้างต้น ได้ผลลัพธ์จากการค านüณระยะทางเฉลี่ยระĀü่างจุดก่อก าเนิดคู่ใดๆ 

ด้üยÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ ตามตาราง 3 

ตาราง 3 ตารางค่าเฉลี่ย และค่าต ่าÿุด-ÿูงÿุด ของระยะทางทั้งĀมดในĀน่üยองýาและĀน่üยเมตร 

 ระยะทาง (องýา) ระยะทาง (เมตร) 
ค่าต ่าÿุด 0.0013291 147.7142466 
ค่าเฉลี่ย 0.0082223 913.8190966 
ค่าÿูงÿุด 0.0184059 2045.6120758 

นอกจากนี้เมื่อได้รัýมีของพื้นที่ใĀ้บริการแล้ü เราÿามารถแÿดงพื้นที่ใĀ้บริการของจุดทั้งĀมด โดยอาจมีพื้นที่

ใĀ้บริการที่ทับซ้อนกันได้ โดยใช้โปรแกรมในการค านüณพื้นที่ทับซ้อนเฉลี่ยของüงกลมแต่ละคู่บน Python 
ผ่านทาง Google Colaboratory จะได้ü่า ซึ่งพื้นที่ทับซ้อนเฉลี่ยของพื้นที่ใĀ้บริการทั้งĀมดคือร้อยละ 15.67 

ของĀนึ่งพื้นที่ใĀ้บริการ 
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3.2 การüิเคราะĀ์ขอบเขตบนของจ านüนüงกลมที่น้อยที่ÿุดที่ÿามารถปกคลุมพื้นที่ 1 กิโลเมตร รอบคูเมือง

จังĀüัดเชียงใĀม่ 

 ใĀ้ 1 2, ,..., nC C C  แทนüงกลมที่มีจุดýูนย์กลางเป็นจุดก่อก าเนิดซึ ่งมีรัýมี r  ก าĀนดใĀ้บริเüณ 

1

n

i
i

A C และใĀ้ 1 2, ,..., nI I I  เป็นจุดตัดของรูปÿี่เĀลี่ยมกับบริเüณ A  ในการüิเคราะĀ์พ้ืนที่ที่ไม่ถูกปกคลุมนี้ 

เราจะท าการมองพื้นที่เĀล่านั้นเป็นรูปĀลายเĀลี่ยมที่มีจุดยอดของรูปĀลายเĀลี่ยมคือจุด 1 2, ,..., nI I I  ที่เกิด

จากเÿ้นขอบüงและเÿ้นขอบเขตของพื้นที่ รüมถึงจุดยอดของเÿ้นขอบเขต โดยทฤþฎีข้างต้นนี้จะÿามารถใชใ้น

การüิเคราะĀจ์ านüนüงกลมที่ÿามารถปกคลุมพ้ืนที่ซึ่งงไม่ถูกปกคลุมได้ 

ทฤþฎีบท 3.2.25 ถ้าระยะของเÿ้นทแยงมุมที่ยาüที่ÿุดของรูปĀลายเĀลี่ยมนูนใดๆ ที่มีคüามยาüเป็น d  มีค่า

น้อยกü่าĀรือเท่ากับÿองเท่าของรัýมี r  ของüงกลม แล้üจะมีüงกลมอย่างน้อยĀนึ่งüงที่มีรัýมี r  ÿามารถปก

คลุมพ้ืนที่ของรูปĀลายเĀลี่ยมนูนดงัรูปที่ 15 

พิÿูจน์ ÿมมติใĀ ้ P  เป็นรูปĀลายเĀลี่ยมนูนใดๆ มีเÿ้นทแยงมุมที่ยาüที่ÿุดมีค่าเท่ากับ d  โดยที่ 2d r  ซึ่ง r  

คือคüามยาüของรัýมีของüงกลม เลือกüงกลมที่มีรัýมี r  โดยที่üงกลมมีจุดýูนย์กลางอยู่ที่จุดมัธยฐาน ( , )c x y  
ของรูปĀลายเĀลี่ยมนูน เนื่องจาก P  เป็นรูปĀลายเĀลี่ยมนูน จะได้ü่า c P  ÿ าĀรับทุกจุดยอด iP  จะเĀ็นü่า 

( , ) 2E id c P d r              

 
รูปที่ 15 รูปตัüอย่างของรูปĀลายเĀลี่ยมที่มีเÿ้นทแยงมุมที่ยาüที่ÿุดคือ d  ที่ถูกปกคลุมด้üยüงกลมที่มีรัýมี r  

ตามทฤþฎีบท 3.2.25  

จากทฤþฎีข้างต้นนี้จะถูกน าไปใช้ในการüิเคราะĀ์เพื่อĀาจ านüนüงกลมที่น้อยที่ÿุดที่ÿามารถปกคลุม

พื้นที่นั้น โดยÿร้างรูปĀลายเĀลี่ยมนูนจากจุดตัดระĀü่างเÿ้นขอบüงของพื้นที่ใดๆ และเÿ้นขอบเขตที่บรรจุจุด

ก่อก าเนิดเดิมทั้งĀมด ซึ่งรูปĀลายเĀลี่ยมนูนนั้นต้องปกคลุมพ้ืนที่ที่ไม่ถูกปกคลุมทั้งĀมด  
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รูปที่ 16 รูปภาพจ านüนüงกลมที่น้อยที่ÿุดที่ÿามารถปกคลุมพ้ืนที่ทีไ่ม่ถูกปกคลุมบริเüณ 1 กิโลเมตร  

รอบคูเมือง จังĀüัดเชียงใĀม่ 

จากรูปที่ 16 ท าใĀ้เราได้ü่าเมื่อใช้üิธีการในการÿร้างรูปĀลายเĀลี่ยมนูนเพ่ือüิเคราะĀ์จ านüนüงกลมที่น้อยที่ÿุด

ข้างต้นแล้ü ได้จ านüนüงกลมที่น้อยที่ÿุดที่ÿามารถปกคลุมประมาณ 1 กิโลเมตร รอบคูเมือง จังĀüัดเชียงใĀม่ 

คือ 4 üง 
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3.3 การใช้จุดตัดของเÿ้นขอบüงของพ้ืนที่และเÿ้นขอบเขต 

 ใĀ้ 1 2, ,..., nC C C  แทนüงกลมที่มีจุดýูนย์กลางเป็นจุดก่อก าเนิดซึ ่งมีรัýมี r  ก าĀนดใĀ้บริเüณ 

1

n

i
i

A C และใĀ้ 1 2, ,..., nI I I  เป็นจุดตัดของรูปÿี่เĀลี่ยมกับบริเüณ A  ในที่นี้เราจะพิจารณาจุดตัดของโลคัÿ

ซึ่งก่อก าเนิดจากüงกลมที่มีจุดýูนย์กลางอยู่ที ่ 1 2, ,..., nI I I  รัýมี r  จุดตัดเĀล่านี้จะเป็นจุดýูนย์กลางของ

üงกลมใĀม่ที่น่าจะเป็นไปได้ 
แนüคิดนี้เกิดจากการÿังเกตเÿ้นขอบüงของüงกลมใดๆ ที่มีจุดýูนย์กลางเป็นจุดตัดของüงกลมÿองüงที่

มีรัýมีเท่ากัน เมื่อกางüงกลมจากจุดตัดนั้นด้üยรัýมีเดิมแล้üเÿ้นขอบüงของüงกลมนี้จะบรรจุจุดก่อก าเนิดของ

üงกลมÿองüงนั้นเช่นกัน เนื่องจากเมื่อระยะĀ่างของจุดýูนย์กลางของüงกลมÿองüงใดๆ ที่มีรัýมีเท่ากันมี

ระยะทางเท่ากับรัýม ีแล้üจุดýูนย์กลางของüงกลมüงĀนึ่งจะอยู่บนเÿ้นขอบของüงกลมอีกüง 

3.3.1 ขั้นตอนüิธี และตัüอย่างของการใช้จุดตัดของเÿ้นขอบüงของพื้นที่และเÿ้นขอบเขต 

3.3.1.1 ÿร้างเÿ้นขอบüงที่เกิดจากจุดตัดระĀü่างเÿ้นขอบüงของพ้ืนที่ใดๆ และเÿ้นขอบเขตที่บรรจุจุด

ก่อก าเนิดเดิมทั้งĀมดดังรูปที่ 17 

 
รูปที่ 17 ภาพจุดตัดทั้งĀมดที่เกิดจากเÿ้นขอบüงของจุดก่อก าเนิด และขอบเขตท่ีบรรจุจุก่อก าเนิดเดิม 
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3.3.1.2 ÿร้างโลคัÿที่เกิดจากเÿ้นขอบüงของüงกลมดังรูปที่ 18 โดยที่โลคัÿนั้นจะเป็นÿ่üนของเÿ้นขอบ

üงที่ไม่ถูกทับซ้อนด้üยพื้นที่ของจุดก่อก าเนิดอ่ืนดังรูปที่ 19 

 

 
รูปที่ 18 ภาพเÿ้นขอบüงที่มีจุดก่อก าเนิดจากจุดตัด 1 2 3, ,I I I  และ 4I  

 
รูปที่ 19 ภาพโลคัÿที่เกิดจากเÿ้นขอบüงที่มีจุดก่อก าเนิดเป็นจุดตัด 1 2 3, ,I I I  และ 4I  
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3.3.1.3 ÿร้างจุดตัดของโลคัÿแต่ละคู่ เพื่อน ามาใช้ในการพิจารณาจุดก่อก าเนิดใĀม่ของแผนภาพโüโร

นอยดังรูปที่ 20 

 
รูปที่ 20 ภาพจุดก่อก าเนิดใĀม่ที่เกิดจากจุดตัดของโลคัÿที่มีจุดก่อก าเนิดเป็นจุดตัด 1 2 3, ,N N N  และ 4N  

 3.3.2 ÿรุปผลของการใช้จุดตัดของเÿ้นขอบüงของพื้นที่และเÿ้นขอบเขต 

 จากการใช้ขั้นตอนüิธีการใช้จุดตัดของเÿ้นขอบüงของพ้ืนที่และเÿ้นขอบเขต กับข้อมูลที่น ามาýึกþาแล้ü

ได้ผลลัพธ์เป็นตารางบอกพิกัดของจุดตัดและÿมการของโลคัÿของแต่ละจุด และได้ตารางพิกัดของจุดก่อก าเนิด

ใĀม่และคู่ของโลคัÿที่ท าใĀ้เกิดจุดนั้นตามตาราง 4 - ตาราง 6 และได้ภาพรüมของจุดก่อก าเนิดทั้งĀมดดังรูปที่ 

21 

ตาราง 4 ตารางĀมายเลขของจุดตัด พิกัดของจุดตัด และÿมการของโลคัÿของจุดตัด จากüิธีการใช้จุดตัดของ

เÿ้นขอบüงของพ้ืนที่และเÿ้นขอบเขต 

จุดที่ พิกัดของจุดตัด ÿมการของโลคัÿ 
1 (98.9681356, 18.7965889) 22 298.9681356 18.( ) ( 7965889 0.0082) 223x y  
2 (98.9726682, 18.7958303) 22 298.9726682 18.( ) ( 7958303 0.0082) 223x y  
3 (98.9740007, 18.797557) 2 2298.9740007 18( ) ( ).797557 0.0082223x y  
4 (98.97170, 18.8050859) 22 298.97170 18.8( ) ( )050859 0.0082223x y  
5 (98.9950572, 18.8050859) 22 298.9950572 18.( ) ( 8050859 0.0082) 223x y  
6 (98.9959216, 18.8020457) 22 298.9959216 18.( ) ( 8020457 0.0082) 223x y  
7 (98.996458, 18.8013746) 22 298.996458 18.( ) ( 8013746 0.0082) 223x y  
8 (99.0034753, 18.8045742) 22 299.0034753 18.( ) ( 8045742 0.0082) 223x y  
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จุดที่ พิกัดของจุดตัด ÿมการของโลคัÿ 
9 (98.9933096, 18.77178) 2 2298.9933096 18( ) ( ).77178 0.0082223x y  
10 (98.9908278, 18.7777235) 22 298.9908278 18.( ) ( 7777235 0.0082) 223x y  
11 (98.9907284, 18.777684) 2 2298.9907284 18( ) ( ).777684 0.0082223x y  
12 (98.9874595, 18.77178) 2 2298.9874595 18( ) ( ).77178 0.0082223x y  
13 (98.9776091, 18.77178) 2 2298.9776091 18( ) ( ).77178 0.0082223x y  
14 (98.9743318, 18.7777933) 22 298.9743318 18.( ) ( 7777933 0.0082) 223x y  
15 (98.9701198, 18.7802646) 22 298.9701198 18.( ) ( 7802646 0.0082) 223x y  
16 (98.9681356, 18.7802575) 22 298.9681356 18.( ) ( 7802575 0.0082) 223x y  

ตาราง 5 ตารางĀมายเลขของจุดก่อก าเนิดใĀม่ พิกัดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ และคู่โลคัÿที่ท าใĀ้เกิดจุดนั้น 

จุดที่ พิกัดจุดก่อก าเนิดใĀม่ โลคัÿที่ 1 โลคัÿที่ 2 
จุดก่อก าเนิดของพ้ืนที่ที่ปกคลุมโดยรูปĀลายเĀลี่ยมที่มีจุดยอดได้แก่ 1 2 3 4, , ,I I I I  และ 1BoundaryP  

1 (98.9698197, 18.8046369) 
1L  3L  

2 (98.9636377, 18.8034719) 
1L  4L  

3 (98.9668826, 18.8016727) 
2L  3L  

4 (98.9654419, 18.7997528) 
2L  4L  

5 (98.9659467, 18.7992118) 
3L  4L  

จุดก่อก าเนิดของพ้ืนที่ที่ปกคลุมโดยรูปĀลายเĀลี่ยมที่มีจุดยอดได้แก่ 5 6 7 8, , ,I I I I  และ 2BoundaryP  
6 (98.9996945, 18.8118757) 

5L  8L  
7 (98.9974151, 18.8101312) 

6L  8L  
8 (98.9969539, 18.8095819) 

7L  8L  
9 (99.0026039, 18.8068367) 

6L  7L  
10 (99.003223, 18.8060479) 

5L  7L  
11 (99.0032508, 18.8057725) 

5L  6L  
จุดก่อก าเนิดของพ้ืนที่ที่ปกคลุมโดยรูปĀลายเĀลี่ยมที่มีจุดยอดได้แก่ 9 10 11, ,I I I  และ 8I  

12 (98.9938149, 18.770063) 
10L  11L  

13 (98.9903845, 18.7640956) 
9L  12L  
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จุดที่ พิกัดจุดก่อก าเนิดใĀม่ โลคัÿที่ 1 โลคัÿที่ 2 
จุดก่อก าเนิดของพ้ืนที่ที่ปกคลุมโดยรูปĀลายเĀลี่ยมที่มีจุดยอดได้แก่ 13 14 15 16, , ,I I I I  และ 4BoundaryP  

14 (98.9682526, 18.7722571) 
14L  15L  

15 (98.9693944, 18.7721321) 
13L  16L  

16 (98.9691568, 18.7720988) 
15L  16L  

17 (98.9684563, 18.7720414) 
14L  16L  

18 (98.9694067, 18.770063) 
13L  14L  

ตาราง 6 ตารางผลลัพธ์ของจุดก่อก าเนิดใĀม่ในแต่ละพ้ืนที่ที่ไม่ถูกปกคลุมพร้อมเÿ้นโลคัÿ ด้üยüิธีการใช้จุดตัด

ของเÿ้นขอบüงของพ้ืนที่และเÿ้นขอบเขต 

รูปĀลาย

เĀลี่ยม 
รูปภาพผลลัพธ์ของจุดก่อก าเนิดใĀม่ของแต่ละพื้นที่ที่ไม่ถูกปกคลุม 

รูปĀลาย

เĀลี่ยม 

1 2 3 4, , ,I I I I  
และ 

1BoundaryP  

 

รูปĀลาย

เĀลี่ยม

5 6 7 8, , ,I I I I  
และ 

2BoundaryP  
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รูปĀลาย

เĀลี่ยม 
รูปภาพผลลัพธ์ของจุดก่อก าเนิดใĀม่ของแต่ละพื้นที่ที่ไม่ถูกปกคลุม 

รูปĀลาย

เĀลี่ยม

9 10 11, ,I I I  
และ 8I  

 

รูปĀลาย

เĀลี่ยม 

13 14 15 16, , ,I I I I  

และ 

4BoundaryP  
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รูปที่ 21 ภาพรüมของจุดก่อก าเนิดใĀม่ทั้งĀมดด้üยüิธีการใช้จุดตัดของเÿ้นขอบüงของพ้ืนที่และเÿ้นขอบเขต 
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3.4 การใช้จุดกึ่งกลางของเÿ้นทแยงมุมĀรือเÿ้นขอบเขตนอกของรูปĀลายเĀลี่ยม 

 จากการก าĀนดจุกตัด 1 2, ,..., nI I I เป็นจุดตัดของรูปÿี่เĀลี่ยมกับบริเüณ A  ในüิธีการนี้จะพิจารณาจุด

กึ่งกลางของเÿ้นทแยงมุมและเÿ้นขอบเขตของรูปĀลายเĀลี่ยมนูนที่ไม่ถูกทับซ้อนด้üยพ้ืนที่ของจุดก่อก าเนิดอ่ืน 

โดยเราจะนิยามเÿ้นขอบเขตที่มีลักþณะข้างต้นü่าเÿ้นขอบเขตนอกของรูปĀลายเĀลี่ยม เป็นจุดýูนย์กลางของ

üงกลมใĀม่ที่น่าจะเป็นไปได้  
ซึ่งแนüคิดนี้เกิดจากการÿังเกตทฤþฎีที่กล่าüถึงในĀัüข้อ 3.2 โดยเลือกใช้จุดกึ่งกลางของเÿ้น แทน

จุดมัธยฐานของรูปĀลายเĀลี่ยมเนื่องจากต้องการใĀ้มีคüามĀลากĀลายในการพิจารณาจุดก่อก าเนิด เมื่อ

พิจารณาจุดก่อก าเนิดท่ีได้จากüิธีการนี้จะท าใĀ้ได้จุดก่อก าเนิดที่อยู่ภายในขอบเขตท่ีบรรจุจุดก่อก าเนิดเดิม 

3.4.1 ขั้นตอนüิธี และตัüอย่างของการใช้จุดกึ่งกลางของเÿ้นทแยงมุมĀรือเÿ้นขอบเขตนอกของ

รูปĀลายเĀลี่ยม 

3.4.1.1 ÿร้างรูปĀลายเĀลี่ยมนูนจากจุดตัดระĀü่างเÿ้นขอบüงของพื้นที่ใดๆ และเÿ้นขอบเขตที่บรรจุ

จุดก่อก าเนิดเดิมทั้งĀมดดังรูปที่ 22 

 
รูปที่ 22 ภาพรูปĀลายเĀลี่ยมนูนที่มีจุดยอดเป็นจุดตัด 5 6 7 8, , ,I I I I  และจุดยอด 2BoundaryP  
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3.4.1.2 ÿร้างเÿ้นทแยงมุมและพิจารณาเÿ้นขอบเขตนอกของรูปĀลายเĀลี่ยมดังรูปที่ 23 

 
รูปที่ 23 ภาพเÿ้นทแยงมุมและเÿ้นขอบเขตของรูปĀลายเĀลี่ยมที่มีจุดยอดเป็นจุดตัด 5 6 7 8, , ,I I I I  และจุด

ยอด 2BoundaryP  

3.4.1.3 ÿร้างจุดกึ่งกลางของเÿ้นทแยงมุมและเÿ้นขอบเขตนอกของรูปĀลายเĀลี่ยมเพื่อน ามาใช้ใน

การพิจารณาจุดก่อก าเนิดใĀม่ดังรูปที่ 24 

 
รูปที่ 24 ภาพจุดก่อก าเนิดใĀม่ที่เกิดจากจุดก่ึงกลางของเÿ้นทแยงมุมและเÿ้นขอบเขตของรูปĀลายเĀลี่ยมที่มี

จุดยอดเป็นจุดตัด 5 6 7 8, , ,I I I I  และจุดยอด 2BoundaryP  
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 3.4.4 ÿรุปผลของการใช้จุดกึ่งกลางของเÿ้นทแยงมุมĀรือเÿ้นขอบเขตนอกของรูปĀลายเĀลี่ยม 

จากการใช้ขั้นตอนüิธีการใช้จุดกึ่งกลางของเÿ้นทแยงมุมĀรือเÿ้นขอบเขตนอกของรูปĀลายเĀลี่ยม กับ

ข้อมูลที่น ามาýึกþาแล้üได้ผลลัพธ์เป็นตารางพิกัดของจุดก่อก าเนิดใĀม่และเÿ้นทแยงมุมĀรือขอบเขตของรูป

ĀลายเĀลี่ยมที่ท าใĀ้เกิดจุดนั้นตามตาราง 7 และตาราง 8 และได้ภาพรüมของจุดก่อก าเนิดท้ังĀมดดังรูปที่ 25 

ตาราง 7 ตารางĀมายเลขของจุดก่อก าเนิดใĀม่ และเÿ้นทแยงมุมĀรือเÿ้นขอบเขตนอกของรูปĀลายเĀลี่ยม 

จุดที่ พิกัดจุดก่อก าเนิดใĀม่ เÿ้นทแยงมุม / เÿ้นขอบเขต 
จุดก่อก าเนิดของพ้ืนที่ที่ปกคลุมโดยรูปĀลายเĀลี่ยมที่มีจุดยอดได้แก่ 1 2 3 4, , ,I I I I  และ 1BoundaryP  

1 (98.9710682, 18.797073) 
1D  

2 (98.9699178, 18.8008374) 
2D  

3 (98.9721841, 18.8004581) 
3D  

4 (98.9704019, 18.8004581) 
4D  

5 (98.9710682, 18.8013214) 
5D  

6 (98.9681356, 18.8008374) 
1B  

7 (98.9699178, 18.8050859) 
2B  

จุดก่อก าเนิดของพ้ืนที่ที่ปกคลุมโดยรูปĀลายเĀลี่ยมที่มีจุดยอดได้แก่ 5 6 7 8, , ,I I I I  และ 2BoundaryP  
8 (98.9957576, 18.8032303) 

6D  
9 (98.9992663, 18.8048301) 

7D  
10 (98.9996984, 18.80331) 

8D  
11 (98.9996984, 18.8035658) 

9D  
12 (98.9999666, 18.8032303) 

10D  
13 (98.9992663, 18.8050859) 

3B  
14 (99.0034753, 18.8048301) 

4B  
จุดก่อก าเนิดของพ้ืนที่ที่ปกคลุมโดยรูปĀลายเĀลี่ยมที่มีจุดยอดได้แก่ 9 10 11, ,I I I  และ 8I  

15 (98.992019, 18.774730) 
11D  

16 (98.9891436, 18.7747517) 
12D  

17 (98.9903845, 18.77178) 
5B  

จุดก่อก าเนิดของพ้ืนที่ที่ปกคลุมโดยรูปĀลายเĀลี่ยมที่มีจุดยอดได้แก่ 13 14 15 16, , ,I I I I  และ 4BoundaryP  
18 (98.9738645, 18.7760223) 

13D  
19 (98.9718724, 18.7760187) 

14D  
20 (98.9712337, 18.7790254) 

15D  
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จุดที่ พิกัดจุดก่อก าเนิดใĀม่ เÿ้นทแยงมุม / เÿ้นขอบเขต 
21 (98.9712337, 18.7747867) 

16D  
22 (98.9691277, 18.7760223) 

17D  
23 (98.9728724, 18.77178) 

6B  
24 (98.9681356, 18.7760187) 

7B  

ตาราง 8 ตารางผลลัพธ์ของจุดก่อก าเนิดใĀม่ในแต่ละพ้ืนที่ที่ไม่ถูกปกคลุมพร้อมเÿ้นโลคัÿ ด้üยüิธีการใช้จุดตัด

ของเÿ้นขอบüงของพ้ืนที่และเÿ้นขอบเขต 

รูปĀลาย

เĀลี่ยม 
รูปภาพผลลัพธ์ของจุดก่อก าเนิดใĀม่ของแต่ละพื้นที่ที่ไม่ถูกปกคลุม 

รูปĀลาย

เĀลี่ยม 

1 2 3 4, , ,I I I I  

และ 

1BoundaryP  

 

รูปĀลาย

เĀลี่ยม

5 6 7 8, , ,I I I I  
และ 

2BoundaryP  
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รูปĀลาย

เĀลี่ยม 
รูปภาพผลลัพธ์ของจุดก่อก าเนิดใĀม่ของแต่ละพื้นที่ที่ไม่ถูกปกคลุม 

รูปĀลาย

เĀลี่ยม

9 10 11, ,I I I  
และ 8I  

 

รูปĀลาย

เĀลี่ยม 

13 14 15 16, , ,I I I I  

และ 

4BoundaryP  
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รูปที่ 25 ภาพรüมของจุดก่อก าเนิดใĀม่ทั้งĀมดด้üยüิธีการใช้จุดตัดของเÿ้นขอบüงของพ้ืนที่และเÿ้นขอบเขต 
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3.5 การเพิ่มจุดก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิท 

 üิธีการนี้เป็นüิธีการที่เราจะเพิ่มจุดก่อก าเนิดใĀม่ครั้งละĀลายจุด ซึ่งเราได้แนüคิดนี้ได้จากการýึกþา

ปัญĀาการปกคลุมพื้นที่ โดยการÿร้างüงกลมที่มีลักþณะตามรูปที่ 26 ซึ่งเป็นüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิทที่

ÿามารถปกคลุมพื้นที่ได้อย่างทั่üถึง แล้üท าการพิจารณาจุดที่จะใช้เป็นจุดเริ่มต้นในการÿร้างüงกลมด้üย

üิธีการใช้จุดตัดของเÿ้นขอบüงของพื้นที่และเÿ้นขอบเขต โดยจะพิจารณาจุดก่อก าเนิดใĀม่จากจุดýูนย์กลาง

ของüงกลมข้างต้น 

 
รูปที่ 26 ภาพลักþณะของüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิท 

โดยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิทนั้นเกิดจากการüางจุดบนโครงตาข่ายในลักþณะÿี่เĀลี่ยมจัตุรัÿที่ทุกจุด

ท ามุมกันเป็นมุมฉาก ซ่ึงเราÿามารถÿร้างได้จากการüางจุดเริ่มต้นĀนึ่งจุด จากนั้นÿร้างเÿ้นตรงที่ผ่านจุดนั้น ซึ่ง

ขนานกับแกน x  และแกน y  แล้üÿร้างเÿ้นตรงแบ่งครึ่งมุมของเÿ้นตรงทั้งÿอง ÿร้างจุดที่มีระยะทางเป็นÿอง

เท่าของรัýมีตามเÿ้นตรงแบ่งครึ่งมุมดังรูปที่ 27 จากนั้นÿร้างเÿ้นตรงตั้งฉากแกนทั้ง 2 ที่ผ่านจุดใĀม่นั้น แล้ü

ÿร้างจุดที่ได้จากการตัดกันของเÿ้นตรงที่ตั้งฉากทั้งĀมดดังรูปที่ 28 ได้เป็นลักþณะของจุดบนโครงตาข่ายใน

ลักþณะÿี่เĀลี่ยมจัตุรัÿที่กล่าüมาข้างต้นดังรูปที่ 29 ซึ่งเมื่อกางüงกลมจากรัýมีแล้üจะได้กริดüงกลมทับซ้อนที่

แนบÿนิทดังรูปที่ 30 

 

รูปที่ 27 รูปจุดที่มีระยะทางĀ่างกันเป็นÿองเท่าของ

รัýมีท่ีอยู่บนเÿ้นตรงแบ่งครึ่งมุม 

 

รูปที่ 28 รูปของจุดที่ได้เพ่ิมเติมจากการตัดกันของ

แต่ละเÿ้นตรงที่ตั้งฉากแกนของแต่ละจุด 
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รูปที่ 29 รูปของจุดบนโครงตาข่ายในลักþณะ

ÿี่เĀลี่ยมจัตุรัÿที่ได้จากการÿร้างข้างต้น 

 

รูปที่ 30 รูปของกริดüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิทที่ได้

จากการÿร้างข้างต้น 

3.5.1 ขั้นตอนüิธี และตัüอย่างของการเพิ่มจุดก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิท 

1. ÿร้างจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั้งต้นจากเÿ้นขอบüงของที่เกิดจากจุดตัดจากจุดตัดระĀü่างเÿ้นขอบüงของ

พ้ืนที่ใดๆ และเÿ้นขอบเขตที่บรรจุจุดก่อก าเนิดเดิมทั้งĀมดดังรูปที่ 31 

 
รูปที่ 31 ภาพการÿร้างจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั้งต้นจากจุดตัด 17I  และ 18I  
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2. ÿร้างüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิทใĀ้ปกคลุมพื้นที่ที่ไม่ถูกปกคลุมทั้งĀมดจากจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั้งต้น

ดังรูปที่ 32 

 
รูปที่ 32 ภาพüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิทที่เกิดจากจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั้งต้นป็นจุด 20N  

3. น าüงกลมที่พื้นที่ทั้งĀมดทับซ้อนกับพื้นที่ของจุดก่อก าเนิดเดิมออก รüมถึงüงกลมที่ทับซ้อนพื้นที่

เดียüกันแตป่กคลุมพื้นที่ท่ีไม่ถูกปกคลุมได้น้อยกü่าดังรูปรูปที่ 33 
4. ÿร้างจุดýูนย์กลางของüงกลมที่เĀลือ จากนั้นเลือกชุดที่มีจ านüนอยู่ภายใต้จ านüนüงกลมขั้นต ่าที่ที่

ปกคลุมพื้นที่ท่ีไม่ถูกปกคลุมทั้งĀมดเพ่ือน าไปพิจารณาเป็นจุดก่อก าเนิดใĀม่ดังรูปที่ 33 

 
รูปที่ 33 ภาพüงกลมและจุดýูนย์กลางที่เป็นผลลัพธ์จากการตัดüงกลมÿ่üนเกินของüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิท

ที่มีจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั้งต้นคือจุด 20N  
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3.5.2 ÿรุปผลการเพิ่มจุดก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิทบนพื้นที่ 1 กิโลกเมตร 

รอบคูเมืองจังĀüัดเชียงใĀม่ 

จากการใช้ขั้นตอนüิธีการเพิ่มจุดก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิทบนพื้นที่ 1 

กิโลเมตร รอบคูเมืองจังĀüัดเชียงใĀม่ ได้ผลลัพธ์เป็นภาพรüมของจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั้งต้นทั้งĀมดดังรูปที่ 34 

และตารางพิกัดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั้งต้น และจ านüนของจุดก่อก าเนิดใĀม่ทั้งĀมดของแต่ละจุดก่อก าเนิด

ใĀม่ตั้งต้นตามตาราง 9 และตาราง 10 

 
รูปที่ 34 ภาพจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั้งต้นทั้งĀมดที่ได้จากการตัดกันของเÿ้นขอบüงของจุดตัดของพ้ืนที่และ

ขอบเขตบนพ้ืนที่ 1.5 กิโลกเมตร รอบคูเมืองจังĀüัดเชียงใĀม่ 

ตาราง 9 ตารางĀมายเลขของจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั้งต้น และพิกัดของจุดก่อก าเนิดใĀมต่ั้งต้นนั้นๆ 

จุดที่ พิกัดจุดก่อก าเนิดใĀม่ จุดที่ พิกัดจุดก่อก าเนิดใĀม่ 
1 (98.9698197, 18.8046369) 2 (98.9636377, 18.8034719) 
3 (98.9668826, 18.8016727) 4 (98.9654419, 18.7997528) 
5 (98.9659467, 18.7992118) 6 (98.9996945, 18.8118757) 
7 (98.9974151, 18.8101312) 8 (98.9969539, 18.8095819) 
9 (99.0026039, 18.8068367) 10 (99.003223, 18.8060479) 
11 (99.0032508, 18.8057725) 12 (98.9938149, 18.770063) 
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จุดที่ พิกัดจุดก่อก าเนิดใĀม่ จุดที่ พิกัดจุดก่อก าเนิดใĀม่ 
13 (98.9903845, 18.7640956) 14 (98.9682526, 18.7722571) 
15 (98.9693944, 18.7721321) 16 (98.9691568, 18.7720988) 
17 (98.9684563, 18.7720414) 18 (98.9694067, 18.770063) 

ตาราง 10 ตารางจ านüนของจุดก่อก าเนิดใĀม่ทั้งĀมดของแต่ละจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั้งต้นจากüิธีการเพิ่มจุด

ก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิท 

จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ตั้งต้น 
จ านüนจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ 
ภาพüงกลมทั้งĀมดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ 

1N  8 

 

2N  11 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ตั้งต้น 
จ านüนจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ 
ภาพüงกลมทั้งĀมดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ 

3N  8 

 

4N  6 

 

5N  6 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ตั้งต้น 
จ านüนจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ 
ภาพüงกลมทั้งĀมดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ 

6N  6 

 

7N  11 

 

8N  6 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ตั้งต้น 
จ านüนจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ 
ภาพüงกลมทั้งĀมดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ 

9N  8 

 

10N  8 

 

11N  8 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ตั้งต้น 
จ านüนจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ 
ภาพüงกลมทั้งĀมดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ 

12N  7 

 

13N  8 

 

14N  7 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ตั้งต้น 
จ านüนจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ 
ภาพüงกลมทั้งĀมดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ 

15N  6 

 

16N  8 

 

17N  8 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ตั้งต้น 
จ านüนจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ 
ภาพüงกลมทั้งĀมดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ 

18N  8 

 

จากตารางข้างต้นเราจะน าเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ที่มีจ านüนüงกลมที่น้อยที่ÿุดคือ 6 üง เนื่องจากไม่ÿามารถ

Āาüงกลมที่ÿอดคล้องขอบเขตบนต ่าที่ÿุดของจ านüนüงกลมที่ปกคลุมข้ันต ่าได้ ได้แก่เซตที่มีจุดก่อก าเนิดตั้งต้น

ได้แก่จุด 4 5 6 8, , ,N N N N  และ 15N  ซึ่งจะถูกน าไปใช้ในการพิจารณาคüามเĀมาะÿมของจุดก่อก าเนิดใĀม่ใน

Āัüข้อถัดไป 
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3.5.3 การเพิ่มจุดก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิทบนพื้นที่ 1.5 กิโลกเมตร รอบคูเมือง

จังĀüัดเชียงใĀม่ 

อย่างไรก็ตาม ในการýึกþาด้üยüิธีการนี้ เราท าการýึกþาเพิ่มเติมโดย ขยายบริเüณของขอบเขต

ออกเป็นพื้นทีป่ระมาณ 1.5 กิโลเมตรรอบคูเมืองจังĀüัดเชียงใĀม่ดังรูปที่ 35 เพ่ือใĀ้ได้พ้ืนที่ที่ไม่ถูกปกคลุมด้üย

üงกลมที่มากขึ้น เนื่องจากเราต้องการลองýึกþาüิธีการข้างต้นกับพ้ืนที่ที่กü้างขึ้นจากเดิม เพ่ือดูü่าüิธีการนี้จะมี

คüามเĀมาะÿมมากขึ้นĀรือไมเ่มื่อขยายพ้ืนที ่

 
รูปที่ 35 ภาพขอบเขตประมาณ 1.5 กิโลเมตรรอบคูเมืองจังĀüัดเชียงใĀม่ 

3.5.3.1 การตรüจÿอบลักþณะของรูปĀลายเĀลี่ยมที่ปกคลุมพื้นที่ที่ไม่ถูกปกคลุมทั้งĀมด 

 เนื่องจากüิธีการเพ่ิมจุดก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิทมีการขยายขอบเขตของ

พื้นที่ในการýึกþาตามที่กล่าüไü้ก่อนĀน้า ท าใĀ้จ าเป็นต้องก าĀนดüิธีในการĀาจ านüนüงกลมขั้นต ่าที่มากที่ÿุด

และน้อยที่ÿุดทีป่กคลุมพ้ืนที่ที่ไม่ถูกปกคลุมทั้งĀมด 
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ทฤþฎีบท 3.2.26 ใĀ้ R  เป็นรูปĀลายเĀลี่ยมนูนซึ่งมีจุดยอด 1 2 3 4, , ,r r r r  และมีจุด 1 2, ,..., nP P P  เป็นจุดภายใน

ร ูปÿ ี ่ เĀล ี ่ยมน ูน R  โดยท ี ่  1 2 1 2, , , ,..., nr r P P P  เป ็นร ูปĀลายเĀล ี ่ยมน ูนโดยแท้ แล ้üร ูปĀลายเĀล ี ่ยม 

3 4 1 1, , , ,...,n nr r P P P  เป็นรูปĀลายเĀลี่ยมเü้าดังรูปที่ 36 

 
รูปที่ 36 รูปตัüอย่างของทฤþฎีบท 3.2.26 โดยพื้นที่ÿีเขียüคือรูปĀลายเĀลี่ยมนูนแท้  

และพ้ืนที่ÿีแดงคือรูปĀลายเĀลี่ยมเü้า 

พิÿูจน์ ใĀ้รูปÿี่เĀลี่ยมรูปĀนึ่งมีจุดภายในที่ÿามารถแบ่งรูปนี้ออกเป็นÿองÿ่üนได้ โดยที่เมื่อลากเÿ้นผ่านจุดแล้ü

ได้ü่ามุมภายในทุกมุมของด้านĀนึ่งที่ถูกมีขนาดไม่เกิน 180 องýา นั่นคือมุมภายในของด้านตรงข้ามจะมีมุมที่

ขนาดมากกü่า 180 องýา ท าใĀ้ด้านนั้นไม่เป็นรูปĀลายเĀลี่ยมนูนตามนิยาม 2.1.9 ดังนั้นด้านตรงข้ามจะเป็น

รูปĀลายเĀลี่ยมเü้า              

นิยาม 3.5.27 ก าĀนดใĀ้จุด ( , )i i iP x y , ( , )j j jP x y  และ ( , )k k kP x y  เป็นจุดในระนาบที่เรียนกันตามเข็ม

นาฬิกา โดยจะท าการตรüจÿอบทิýทาง (orientation test) ของจุด kP  ü่ามีทิýทางอยู่ทางซ้าย-ขüา Āรือมี

ทิýทางเดียüกับเÿ้นตรง i jPP  โดยพิจารณาเüกเตอร์ i jPP  และ i kPP  จะได้ü่า 

• จุด kP  จะอยู่บนเÿ้น i jPP  ก็ต่อเมื่อ 0j i k i

j i k i

x x x x
y y y y

 ตามจุด 
1k
P  ดังรูปที่ 37 

• จุด kP  จะมีทิýทางเป็นทางซ้ายของเÿ้น i jPP  ก็ต่อเมื่อ 0j i k i

j i k i

x x x x
y y y y

 ตามจุด 
2k
P  ดังรูปที่ 37 
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• จุด kP  จะมีทิýทางเป็นทางขüาของเÿ้น i jPP  ก็ต่อเมื่อ 0j i k i

j i k i

x x x x
y y y y

 ตามจุด 
3k
P  ดังรูปที่ 37 

ทั้งนี ้การตรüจÿอบทิýทางการอยู ่ด้านซ้ายและด้านขüา จะÿมมูลกับการตรüจÿอบด้üยดิเทอร์มิแนนต์ 

1 1 1

i j k

i j k

x x x
y y y

 กล่าüคือ 
1 1 1

det( , , ) j i k i
i j k i j k

j i k i
i j k

x x x x
P P P x x x

y y y y
y y y

 

 
รูปที่ 37 รูปทิýทางของจุด kP  ต่างๆ เทียบกับเÿ้นตรง i jPP  

เมื่อเราได้ü่ารูปĀลายเĀลี่ยมที่ปกคลุมพื้นที่ü่างเป็นรูปĀลายเĀลี่ยมเü้าตามทฤþฎีบท 3.2.26 แล้üจะท าการ

แบ่งรูปĀลายเĀลี่ยมนูนจากรูปĀลายเĀลี่ยมเü้านั้น เริ่มจากการตรüจÿอบทิýทางของจุดตามนิยาม 3.5.27 โดย

เมื่อมีทิýทางเป็นทางซ้ายแล้üจะÿร้างเÿ้นตั้งฉากของจุดก่อนĀน้าของจุดที่มีทิýทางซ้ายกับด้านที่ยาüที่ÿุดซึ่ง

เป็นขอบเขตที่บรรจุจุดก่อก าเนิดเดิมของรูปĀลายเĀลี่ยมเü้า 
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 3.5.3.2 การüิเคราะĀ์ขอบเขตบนของจ านüนüงกลมที่น้อยที่ÿุดที่ÿามารถปกคลุมพื้นที่ 1.5 กิโลเมตร 

รอบคูเมืองจังĀüัดเชียงใĀม่ 

จากแนüคิดตามĀัüข้อ 3.2 จะÿังเกตได้ü่าทีจุ่ดมัธยฐานของรูปĀลายเĀลี่ยมนูนนั้นÿามารถÿร้างüงกลม

ที่มากกü่า 1 üง ที่ปกคลุมพื้นที่ทั้งĀมดได้ จึงท าการÿร้างüงกลม 2 üงที่มีจุดýูนย์กลางเกิดจากระยะ 1 ใน 4 

และ 3 ใน 4 ของด้านที่ยาüที่ÿุดของรูปĀลายเĀลี่ยมนูนที่เกิดจากเÿ้นขอบเขต ซึ่งถูกฉายใĀ้อยู่บนเÿ้นขนาน

ของด้านนั้นที่บรรจุจุดกึ่งกลางของเÿ้นทแยงมุมที่ยาüที่ÿุดของรูปĀลายเĀลี่ยมนั้นดังรูปที่ 38 - รูปที่ 40 

 
รูปที่ 38 ภาพรูปĀลายเĀลี่ยมของพ้ืนที่ที่ไม่ถูกปกคลุมที่ได้จากแต่ละจุดตัดของพ้ืนที่และเÿ้นขอบเขต 

 
รูปที่ 39 ภาพรูปĀลายเĀลี่ยมนูนที่ได้จากการแบ่งรูปĀลายเĀลี่ยมเü้า ด้üยüิธีการตามĀัüข้อ 3.2 
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รูปที่ 40 ภาพจ านüนüงกลมขั้นต ่าที่มากท่ีÿุดที่ปกคลุมพ้ืนที่ที่ไม่ถูกปกคลุมทั้งĀมด 

นอกจากนี้เราจะเĀ็นü่าที่รูปĀลายเĀลี่ยมนูนที่มีจุด 14 15,I I  และ 16I เป็นจุดยอด ÿามารถใช้จุดมัธย

ฐานของรูปĀลายเĀลี่ยมนูนนั้นได้ เนื่องจากเมื่อกางพ้ืนที่ของจ านüนüงกลมที่น้อยที่ÿุดทั้งĀมดซึ่งปกคลุมพื้นที่

ที่ไม่ถูกปกคลุมทั้งĀมดแล้ü พบü่าไม่มีคüามจ าเป็นในการแบ่งรูปĀลายเĀลี่ยมข้างต้นเพ่ือใĀ้มีüงกลมที่มากกü่า 

1 üง ในการปกคลุมพ้ืนที่ที่ไม่ถูกปกคลุมทั้งĀมด ดังนั้นจ านüนüงกลมขั้นต ่าที่มากท่ีÿุดที่ปกคลุมพ้ืนที่ที่ไม่ถูกปก

คลุมทั้งĀมด คือ 11 üง 

แต่เรามองü่าüิธีการก่อนĀน้าอาจจะยังไม่ใช่จ าขอบเขตบนต ่าที่ÿุดของจ านüนüงกลมที่ÿามารถปก

คลุมพ้ืนที่ที่ไม่ถูกปกคลุมได้ üิธีที่เราจะใช้ในการĀาขอบเขตบนต ่าที่ÿุดของจ านüนüงกลมขั้นต ่าที่ปกคลุมพ้ืนที่ที่

ไม่ถูกปกคลุมทั้งĀมด ใช้üิธีüิธีเดียüกับในการĀาจุดก่อก าเนิดในĀัüข้อ 3.3 นั่นคือการÿร้างüงกลมที่มีจุด

ก่อก าเนิดเกิดจากการตัดกันของเÿ้นขอบüงที่มีจุดýูนย์กลางเป็นจุดตัดระĀü่างเÿ้นขอบüงของพื้นที่ใดๆ และ

เÿ้นขอบเขตที่บรรจุจุดก่อก าเนิดเดิมทั้งĀมด เนื่องจากüงกลม 1 üงไม่ÿามารถปกคลุมแต่ละพื้นที่ที่ไม่ถูกปก

คลุมทั้งĀมดได้ จึงÿร้างüงกลมจากจุดตัดที่ปกคลุมพื้นที่ที่ไม่ถูกปกคลุมนั้นได้มากที่ÿุดขึ้นมา จากนั้นจึงÿร้าง

üงกลมต่อไปจากจุดตัดทั้งĀมดที่น าüงกลมก่อนĀน้ามาพิจารณาด้üย ได้จ านüนüงกลมน้อยที่ÿุดที่ÿามารถปก

คลุมพ้ืนที่ที่ไม่ถูกปกคลุมได้ทั้งĀมด คือ 9 üงดังรูปที่ 41 
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รูปที่ 41 ภาพขอบเขตบนต ่าที่ÿุดของจ านüนüงกลมขั้นต ่าที่ปกคลุมพ้ืนที่ที่ไม่ถูกปกคลุมทั้งĀมด 

โดยจากการĀาüงกลมที่ปกคลุมที่น้อยที่ÿุดด้üย 2 üิธีการข้างต้นจะได้ü่าขอบเขตบนที่น้อยที่ÿุด คือ 9 แต่

อย่างไรก็ตามเราก็เลือกüิเคราะĀ์เซตของจุดก่อก าเนิดüงกลมท่ีÿามารถÿร้างüงกลมได้จ านüน 9-11 üง เท่านั้น 

3.5.2.3 ÿรุปผลการเพิ่มจุดก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิทบนพื้นที่ 1.5 

กิโลกเมตร รอบคูเมืองจังĀüัดเชียงใĀม่ 

จากการใช้ขั้นตอนüิธีการเพิ่มจุดก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิท กับข้อมูลที่

น ามาýึกþาแล้üได้ผลลัพธ์เป็นภาพรüมของจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั ้งต้นทั ้งĀมด รüมถึงตารางจ านüนของจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ทั้งĀมดตามตาราง 11 และตาราง 12 และภาพของüงกลมที่ได้จากแต่ละจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั้งต้น

ดังรูปที่ 42 
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รูปที่ 42 ภาพจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั้งต้นทั้งĀมดที่ได้จากการตัดกันของเÿ้นขอบüงของจุดตัดของพ้ืนที่และ

ขอบเขตบนพื้นที่ 1.5 กิโลกเมตร รอบคูเมืองจังĀüัดเชียงใĀม่ 

ตาราง 11 ตารางพิกัดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั้งต้นทั้งĀมดที่ได้จากüิธีการเพิ่มจุดก่อก าเนิดทีล ะĀลายจุดด้üย

üงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิท 

จุดที ่ พิกัดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั้งต้น จุดที่ พิกัดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั้งต้น 
1 (98.968776, 18.8039059) 2 (98.9693827, 18.8033676) 
3 (98.9668826, 18.8016727) 4 (98.966795, 18.8015845) 
5 (98.9668244, 18.8015703) 6 (98.9937243, 18.809969) 
7 (98.9932011, 18.8098049) 8 (98.9937517, 18.8091388) 
9 (98.9931543, 18.8089041) 10 (99.0019332, 18.8076552) 
11 (99.0018657, 18.8075684) 12 (99.0026039, 18.8068367) 
13 (99.0158118, 18.7879968) 14 (99.0165577, 18.7853845) 
15 (99.0138176, 18.780131) 16 (99.0152015, 18.7755121) 
17 (98.9938149, 18.770063) 18 (98.9665469, 18.7751473) 
19 (98.9642466, 18.7745103) 20 (98.9682526, 18.7722571) 
21 (98.9907554, 18.8156313)   
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ตาราง 12 ตารางจ านüนของจุดก่อก าเนิดใĀม่ทั้งĀมดของแต่ละจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั้งต้นจากüิธีการเพิ่มจุด

ก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิท 

จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ตั้งต้น 
จ านüนจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ 
ภาพüงกลมทั้งĀมดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ 

1N  15 

 

2N  21 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ตั้งต้น 
จ านüนจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ 
ภาพüงกลมทั้งĀมดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ 

3N  20 

 

4N  20 

 

5N  20 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ตั้งต้น 
จ านüนจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ 
ภาพüงกลมทั้งĀมดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ 

6N  22 

 

7N  21 

 

8N  20 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ตั้งต้น 
จ านüนจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ 
ภาพüงกลมทั้งĀมดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ 

9N  19 

 

10N  14 

 

11N  11 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ตั้งต้น 
จ านüนจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ 
ภาพüงกลมทั้งĀมดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ 

12N  12 

 

13N  21 

 

14N  20 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ตั้งต้น 
จ านüนจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ 
ภาพüงกลมทั้งĀมดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ 

15N  22 

 

16N  16 

 

17N  15 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ตั้งต้น 
จ านüนจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ 
ภาพüงกลมทั้งĀมดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ 

18N  19 

 

19N  19 

 

20N  10 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ตั้งต้น 
จ านüนจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ 
ภาพüงกลมทั้งĀมดของจุดก่อก าเนิดใĀม่ 

21N  17 

 

จากตารางข้างต้นเราจะน าเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ที่มีจ านüนüงกลมอยู่ภายใต้จ านüนüงกลมขั้นต ่าที่ปกคลุม

พื้นที่ที่ไม่ถูกปกคลุมทั้งĀมด ได้แก่ เซตที่มีจุดก่อก าเนิดตั้งต้นเป็น 11N  และ 20N  ซึ่งจะถูกน าไปใช้ในการ

พิจารณาคüามเĀมาะÿมของจุดก่อก าเนิดใĀม่ในĀัüข้อถัดไป 
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บทที่ 4 

คüามเĀมาะÿมของการเพิ่มจุดก่อก าเนิดของแผนภาพโüโรนอย 

4.1 เงื่อนไขและÿมบัติทั่üไปของจุดก่อก าเนิดใĀม ่

 เงื่อนไขข้างต้นนี้ถือได้ü่าเป็นÿมบัติของจุดก่อก าเนิดทุกจุด ซ่ึงเง่ือไขเĀลา่นีจ้ะใชใ้นการพิจารณาแต่ละ

จุดเอกเทýที่ได้จากการใช้üิธีการĀาจุดก่อก าเนิดต่างๆ เพื่อใĀ้ได้เซตของจุดก่อก าเนิดที่เĀมาะÿมในขั้นต้น 

 4.1.1 พ้ืนที่ที่เกิดจากเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ทั้งĀมดต้องปกคลุมพ้ืนที่ที่ไม่ถูกปกคลุมทั้งĀมด 
 4.1.2 จุดก่อก าเนิดใĀม่ใดๆต้องไม่ทับซ้อนบนพ้ืนที่ใĀ้บริการของจุดก่อก าเนิดเดิม 

4.1.3 จ านüนของพื้นที่ที่ไม่ถูกปกคลุมĀลังจากกางพื้นที่ของจุดก่อก าเนิดต้องน้อยกü่าจ านüนเÿ้น

ขอบเขตของพ้ืนที่ที่คลอบคลุมจุดก่อก าเนิดนั้นๆ 

4.2 เงื่อนไขท่ีน ามาüิเคราะĀ์เซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ในแต่ละด้าน 

 เมื่อได้ตัดเซตของจุดที่ไม่ตรงกับเงื่อนไขและÿมบัติทั่üไปของจุดก่อก าเนิดใĀม่แล้ü เงื่อนไขต่อไปนี้จะ

น ามาใช้ในการüิเคราะĀ์คüามเĀมาะÿมในการüางเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ที่เĀมาะÿมที่ÿุดที่จะน าไปüางเป็น

จุดก่อก าเนิดใĀม่ที่ดีท่ีÿุดของแต่ละüิธีการ 

 4.2.1 จุดก่อก าเนิดใĀม่ทั้งĀมดคüรมีจ านüนน้อยที่ÿุดตามการüิเคราะĀ์ขอบเขตบนของจ านüนüงกลม

ที่น้อยที่ÿุด 
4.2.2 ค่าเฉลี่ยของระยะทางทั้งĀมดระĀü่างจุดก่อก าเนิดเมื่อเพิ่มเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ คüรมี

ระยะทางมากที่ÿุด  
4.2.3 ค่าเฉลี่ยของพ้ืนที่ทับซ้อนทั้งĀมดระĀü่างจุดก่อก าเนิดเมื่อเพ่ิมเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ คüรได้

พ้ืนที่น้อยที่ÿุด 

โดยเราจะใช้โปรแกรมในการค านüณĀัüข้อ 4.2.2 ด้üยโปรแกรมโปรแกรมค านüณระยะทางเฉลี่ย

ระĀü่างจุดก่อก าเนิดคู่ใดๆ ด้üยÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ บน Python ผ่านทาง Google Colaboratory ที่กล่าüถึง

ในĀัüข้อ 3.1 และในÿ่üนของĀัüข้อ 4.2.3 ด้üยโปรแกรมในการค านüณพ้ืนที่ทับซ้อนเฉลี่ยของüงกลมมแต่ละคู่

บน Python ผ่านทาง Google Colaboratory ซึ ่งจะมีการÿร้างฟังก์ชันÿ าĀรับแยกแยะการทับซ้อนของ

üงกลมด้üยรัýมี โดยก าĀนดใĀ้ระยะĀ่างระĀü่างจุดแทนด้üย d  และรัýมีแทนด้üย r  โดยที่ 

1. ถ้าระยะĀ่างระĀü่างจุดก่อก าเนิดมากกü่าÿองเท่าของรัýมีแล้üพ้ืนที่ทับซ้อนคือ 0 ตารางĀน่üย 
2. ถ้าระยะĀ่างระĀü่างจุดก่อก าเนิดน้อยกü่าĀรือเท่ากับ 0 แล้üพ้ืนที่ทับซ้อนคือ 2r  ตารางĀน่üย 
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3. ÿ าĀรับระยะĀ่างอื่นๆ จากการüิเคราĀ์ÿ่üนของüงกลมนั้นจะได้ü่าเซกเมนต์üงกลมใดๆ จะมีขนาด

ของมุม  คือ 2arccos( )
2
d
r  โดยพื้นที่ทับซ้อนของüงกลมÿองüงนั้นคือพ้ืนที่ของÿองเซกเมนต์ที่มีขนาดและ

มุมเท่ากัน มีค่าเป็น 2 ( )sinr  ตารางĀน่üย ดังรูปที่ 43 ตามนิยาม 2.1.16  

 

รูปที่ 43 รูปตัüอย่างการĀาขนาดของมุมของเซกเมนต์ ที่ใช้ในการค านüณพ้ืนที่ทับซ้อน 
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4.3 üิเคราะĀ์เงื่อนไขท่ีก าĀนดüิธีการที่ได้จากการýึกþาค้นคü้า 

4.3.1 การใช้จุดตัดของเÿ้นขอบüงของพ้ืนที่และเÿ้นขอบเขต 

 เราท าการüิเคราะĀ์เงื่อนไขที่จ าเป็นÿ าĀรับทุกจุดก่อก าเนิดใĀม่ ÿ าĀรับüิธีการใช้จุดตัดของเÿ้นขอบüงของ

พ้ืนที่และเÿ้นขอบเขต โดยตารางต่อไปนี้จะแÿดงคüามÿามารถในการครอบคุลมพ้ืนที่ทั้งĀมดของแต่ละจุดก่อก าเนิด

ตามตาราง 13 เพ่ือน าไปใช้ในการเลือกจุดก่อก าเนิดใĀม่ที่ÿอดคล้องเงื่อนไขและพิจารณาในขั้นตอนต่อไป 

ตาราง 13 ตารางการปกคลุมพื้นที่ของจุดก่อก าเนิดใĀม่ด้üยüิธีการใช้จุดตัดของเÿ้นขอบüงของพื้นที่และเÿ้น

ขอบเขต 

จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ 
การปกคลุมพื้นที่

ทั้งĀมด 
ภาพüงกลมที่ได้จากจุกก่อก าเนิดใĀม่ 

1N  ไมป่กคลุม 

 

2N  ไมป่กคลุม 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ 
การปกคลุมพื้นที่

ทั้งĀมด 
ภาพüงกลมที่ได้จากจุกก่อก าเนิดใĀม่ 

3N  ปกคลุม 

 

4N  ไมป่กคลุม 

 

5N  ปกคลุม 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ 
การปกคลุมพื้นที่

ทั้งĀมด 
ภาพüงกลมที่ได้จากจุกก่อก าเนิดใĀม่ 

6N  ไมป่กคลุม 

 

7N  ไมป่กคลุม 

 

8N  ปกคลุม 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ 
การปกคลุมพื้นที่

ทั้งĀมด 
ภาพüงกลมที่ได้จากจุกก่อก าเนิดใĀม่ 

9N  ปกคลุม 

 

10N  ไมป่กคลุม 

 

11N  ปกคลุม 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ 
การปกคลุมพื้นที่

ทั้งĀมด 
ภาพüงกลมที่ได้จากจุกก่อก าเนิดใĀม่ 

12N  ปกคลุม 

 

13N  ไมป่กคลุม 

 

14N  ไมป่กคลุม 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ 
การปกคลุมพื้นที่

ทั้งĀมด 
ภาพüงกลมที่ได้จากจุกก่อก าเนิดใĀม่ 

15N  ปกคลุม 

 

16N  ไมป่กคลุม 

 

17N  ไมป่กคลุม 
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จุดก่อก าเนิด

ใĀม่ 
การปกคลุมพื้นที่

ทั้งĀมด 
ภาพüงกลมที่ได้จากจุกก่อก าเนิดใĀม่ 

18N  ไมป่กคลุม 

 

จากตารางข้างต้นเราจะได้ü่าจุดที่ปกคลุมพื้นที่ทั้งĀมดของพื้นที่ที่ไม่ถูกปกคลุมด้านบนซ้ายได้แก่ 3N  และ 

5N  พื้นที่ที่ไม่ถูกปกคลุมด้านบนขüาได้แก่ 8 9,N N  และ 11N  พื้นที่ที่ไม่ถูกปกคลุมด้านล่างขüาได้แก่ 12N  
พื้นที่ที ่ไม่ถูกปกคลุมด้านล่างซ้ายได้แก่ 15N  โดยน าจุดก่อก าเนิดข้างต้นมาแบ่งตามพื้นที่ที ่ไม่ถูกปกคลุม

ทั้งĀมดÿี่พื้นที่ตามต าแĀน่ง เพ่ือÿร้างเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ตามตาราง 14 

ตาราง 14 ตารางÿมาชิกของเซตจุดก่อก าเนิดใĀม่ที่ได้จากüิธีการใช้จุดตัดของเÿ้นขอบüงของพื้นที่และเÿ้น

ขอบเขต 

เซตที่ ÿมาชิกของจุดก่อก าเนิดใĀม่ เซตที่ ÿมาชิกของจุดก่อก าเนิดใĀม่ 
1 3 8 12, ,N N N  และ 15N  2 3 9 12, ,N N N  และ 15N  
3 3 11 12, ,N N N  และ 15N  4 5 8 12, ,N N N  และ 15N  
5 5 9 12, ,N N N  และ 15N  6 5 11 12, ,N N N  และ 15N  

เมื่อน าเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ข้างต้นไปใช้ในการพิจารณาค่าเฉลี่ยของระยะทางทั้งĀมดระĀü่างจุดก่อก าเนิด

แต่ละคู ่และค่าเฉลี่ยของพ้ืนที่ทับซ้อนทั้งĀมดระĀü่างจุดก่อก าเนิดแต่ละคู่ เพ่ือĀาจุดก่อก าเนิดที่เĀมาะÿมที่ÿุด

ในüิธีการใช้จุดตัดของเÿ้นขอบüงของพ้ืนที่และเÿ้นขอบเขต ซึ่งได้ผลลัพธ์ของการน าเซตดังกล่าüไปüิเคราะĀ์ตาม

ตาราง 15 



66 

ตาราง 15 ตารางระยะทางเฉลี่ยและพื้นที่ทับซ้อนเฉลี่ยของแต่ละเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ ตามüิธีการใช้

จุดตัดของเÿ้นขอบüงของพ้ืนที่และเÿ้นขอบเขต 

เซตที่ 
ระยะทางเฉลี่ยระĀü่างทุกคู่จุดก่อก าเนิด 

พื้นที่ทับซ้อนเฉลี่ยคิดเป็นร้อยละ 
Āน่üยองýา Āน่üยเมตร 

1 0.01000315 1111.74 10.74 
2 0.010206655 1134.36 10.77 
3 0.009784683 1087.46 10.82 
4 0.009970197 1108.08 10.77 
5 0.009722058 1080.50 10.80 
6 0.009719944 1080.26 10.84 

4.3.2 การใช้จุดกึ่งกลางของเÿ้นทแยงมุมĀรือเÿ้นขอบเขตนอกของรูปĀลายเĀลี่ยม 

เราท าการüิเคราะĀ์เงื่อนไขที่จ าเป็นÿ าĀรับทุกจุดก่อก าเนิดใĀม่ ÿ าĀรับüิธีการใช้จุดกึ่งกลางของเÿ้น

ทแยงมุมĀรือเÿ้นขอบเขตนอกของรูปĀลายเĀลี่ยม โดยตารางต่อไปนี้จะแÿดงคüามÿามารถในการครอบคุลม

พื้นที่ทั้งĀมดของแต่ละจุดก่อก าเนิด และการทับซ้อนของจุดก่อก าเนิดใĀม่บนพื้นที่ใĀ้บริการของจุดก่อก าเนิด

เดิมตามตาราง 16 เพ่ือน าไปใช้ในการเลือกจุดก่อก าเนิดใĀม่ที่ÿอดคล้องเงื่อนไข และพิจารณาในขั้นตอนต่อไป  

ตาราง 16 ตารางการปกคลุมพื้นที ่ของจุดก่อก าเนิดใĀม่ และการทับซ้อนของจุดก่อก าเนิดใĀม่บนพื้นที่

ใĀ้บริการของจุดก่อก าเนิดเดิม 

จุด

ก่อก าเนิด

ใĀม่ 

การปก

คลุมพื้นที่ 

การทับซ้อน

ของจุด

ก่อก าเนิด 
ภาพüงกลมที่ได้จากจุกก่อก าเนิดใĀม่ 

1N  ไมป่กคลุม ไม่ทับซ้อน 
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จุด

ก่อก าเนิด

ใĀม่ 

การปก

คลุมพื้นที่ 

การทับซ้อน

ของจุด

ก่อก าเนิด 
ภาพüงกลมที่ได้จากจุกก่อก าเนิดใĀม่ 

2N  ปกคลุม ไม่ทับซ้อน 

 

3N  ปกคลุม ทับซ้อน 

 

4N  ปกคลุม ไม่ทับซ้อน 
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จุด

ก่อก าเนิด

ใĀม่ 

การปก

คลุมพื้นที่ 

การทับซ้อน

ของจุด

ก่อก าเนิด 
ภาพüงกลมที่ได้จากจุกก่อก าเนิดใĀม่ 

5N  ปกคลุม ไม่ทับซ้อน 

 

6N  ปกคลุม ไม่ทับซ้อน 

 

7N  ไมป่กคลุม ไม่ทับซ้อน 
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จุด

ก่อก าเนิด

ใĀม่ 

การปก

คลุมพื้นที่ 

การทับซ้อน

ของจุด

ก่อก าเนิด 
ภาพวงกลมที่ได้จากจุกก่อก าเนิดใĀม่ 

8N  ปกคลุม ไม่ทับซ้อน 

 

9N  ปกคลุม ไม่ทับซ้อน 

 

10N  ปกคลุม ทับซ้อน 
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จุด

ก่อก าเนิด

ใĀม่ 

การปก

คลุมพื้นที่ 

การทับซ้อน

ของจุด

ก่อก าเนิด 
ภาพวงกลมที่ได้จากจุกก่อก าเนิดใĀม่ 

11N  ปกคลุม ทับซ้อน 

 

12N  ปกคลุม ทับซ้อน 

 

13N  ปกคลุม ไม่ทับซ้อน 
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จุด

ก่อก าเนิด

ใĀม่ 

การปก

คลุมพื้นที่ 

การทับซ้อน

ของจุด

ก่อก าเนิด 
ภาพวงกลมที่ได้จากจุกก่อก าเนิดใĀม่ 

14N  ไมป่กคลุม ไม่ทับซ้อน 

 

15N  ปกคลุม ทับซ้อน 

 

16N  ปกคลุม ทับซ้อน 
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จุด

ก่อก าเนิด

ใĀม่ 

การปก

คลุมพื้นที่ 

การทับซ้อน

ของจุด

ก่อก าเนิด 
ภาพวงกลมที่ได้จากจุกก่อก าเนิดใĀม่ 

17N  ปกคลุม ไม่ทับซ้อน 

 

18N  ปกคลุม ไม่ทับซ้อน 

 

19N  ปกคลุม ไม่ทับซ้อน 
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จุด

ก่อก าเนิด

ใĀม่ 

การปก

คลุมพื้นที่ 

การทับซ้อน

ของจุด

ก่อก าเนิด 
ภาพวงกลมที่ได้จากจุกก่อก าเนิดใĀม่ 

20N  ไมป่กคลุม ไม่ทับซ้อน 

 

21N  ปกคลุม ไม่ทับซ้อน 

 

22N  ไมป่กคลุม ไม่ทับซ้อน 
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จุด

ก่อก าเนิด

ใĀม่ 

การปก

คลุมพื้นที่ 

การทับซ้อน

ของจุด

ก่อก าเนิด 
ภาพวงกลมที่ได้จากจุกก่อก าเนิดใĀม่ 

23N  ไมป่กคลุม ไม่ทับซ้อน 

 

24N  ไมป่กคลุม ไม่ทับซ้อน 

 

จากตารางข้างต้นเราจะได้ü่าจุดที่ปกคลุมพ้ืนที่ทั้งĀมดและไม่ทับซ้อนบนพ้ืนที่ใĀ้ใĀ้บริการของจุดก่อก าเนิดเดิม

ของพื้นที่ที ่ไม่ถูกปกคลุมด้านบนซ้ายได้แก่ 52 4, ,N N N  และ 6N  พื้นที่ที ่ไม่ถูกปกคลุมด้านบนขüาได้แก่ 

8 9,N N  และ 13N  พื้นที่ที ่ไม่ถูกปกคลุมด้านล่างขüาได้แก่ 17N  พื้นที่ที ่ไม่ถูกปกคลุมด้านล่างซ้ายได้แก่ 

18 19,N N  และ 21N  โดยน าจุดก่อก าเนิดข้างต้นมาแบ่งตามพื้นที่ที่ไม่ถูกปกคลุมทั้งĀมดÿี่พื้นที่ตามต าแĀน่ง 

เพ่ือÿร้างเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ตามตาราง 17 
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ตาราง 17 ตารางÿมาชิกของเซตจุดก่อก าเนิดใĀม่ที่ได้จากüิธีการใช้จุดตัดของเÿ้นขอบüงของพื้นที่และเÿ้น

ขอบเขตตามüิธีการใช้จุดกึ่งกลางของเÿ้นทแยงมุมĀรือเÿ้นขอบเขตนอกของรูปĀลายเĀลี่ยม 

เซตที่ ÿมาชิกของจุดก่อก าเนิดใĀม่ เซตที่ ÿมาชิกของจุดก่อก าเนิดใĀม่ 
1 2 8 17, ,N N N  และ 18N  2 2 8 17, ,N N N  และ 19N  
3 2 8 17, ,N N N  และ 21N  4 2 9 17, ,N N N  และ 18N  
5 2 9 17, ,N N N  และ 19N  6 2 9 17, ,N N N  และ 21N  
7 2 13 17, ,N N N  และ 18N  8 2 13 17, ,N N N  และ 19N  
9 2 13 17, ,N N N  และ 21N  10 4 8 17, ,N N N  และ 18N  
11 4 8 17, ,N N N  และ 19N  12 4 8 17, ,N N N  และ 21N  
13 4 9 17, ,N N N  และ 18N  14 4 9 17, ,N N N  และ 19N  
15 4 9 17, ,N N N  และ 21N  16 4 13 17, ,N N N  และ 18N  
17 4 13 17, ,N N N  และ 19N  18 4 13 17, ,N N N  และ 21N  
19 5 8 17, ,N N N  และ 18N  20 5 8 17, ,N N N  และ 19N  
21 5 8 17, ,N N N  และ 21N  22 5 9 17, ,N N N  และ 18N  
23 5 9 17, ,N N N  และ 19N  24 5 9 17, ,N N N  และ 21N  
25 5 13 17, ,N N N  และ 18N  26 5 13 17, ,N N N  และ 19N  
27 5 13 17, ,N N N  และ 21N  28 6 8 17, ,N N N  และ 18N  
29 6 8 17, ,N N N  และ 19N  30 6 8 17, ,N N N  และ 21N  
31 6 9 17, ,N N N  และ 18N  32 6 9 17, ,N N N  และ 19N  
33 6 9 17, ,N N N  และ 21N  34 6 13 17, ,N N N  และ 18N  
35 6 13 17, ,N N N  และ 19N  36 6 13 17, ,N N N  และ 21N  

เมื่อน าเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ข้างต้นไปใช้ในการพิจารณาค่าเฉลี่ยของระยะทางทั้งĀมดระĀü่างจุดก่อก าเนิด

แต่ละคู ่และค่าเฉลี่ยของพ้ืนที่ทับซ้อนทั้งĀมดระĀü่างจุดก่อก าเนิดแต่ละคู่ เพ่ือĀาจุดก่อก าเนิดที่เĀมาะÿมที่ÿุด

ในüิธีการใช้จุดตัดของเÿ้นขอบüงของพ้ืนที่และเÿ้นขอบเขต ซึ่งได้ผลลัพธ์ของการน าเซตดังกล่าüไปüิเคราะĀ์ตาม

ตาราง 18 
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ตาราง 18 ตารางระยะทางเฉลี่ยและพื้นที่ทับซ้อนเฉลี่ยของแต่ละเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ ตามüิธีการใช้จุด

กึ่งกลางของเÿ้นทแยงมุมĀรือเÿ้นขอบเขตนอกของรูปĀลายเĀลี่ยม 

เซตที่ 
ระยะทางเฉลี่ยระĀว่างทุกคู่จุดก่อก าเนิด 

พื้นที่ทับซ้อนเฉลี่ยคิดเป็นร้อยละ 
Āน่วยองศา Āน่วยเมตร 

1 0.008538043 948.91 11.87 
2 0.008605952 956.46 11.77 
3 0.008669804 963.55 11.67 
4 0.008722486 969.41 11.54 
5 0.008790395 976.96 11.44 
6 0.008854247 984.05 11.34 
7 0.008730252 970.27 11.52 
8 0.008798162 977.82 11.43 
9 0.008862013 984.92 11.33 
10 0.008518035 946.69 11.90 
11 0.008585944 954.23 11.81 
12 0.008649795 961.33 11.71 
13 0.008702478 967.18 11.58 
14 0.008770387 974.73 11.48 
15 0.008834239 981.83 11.38 
16 0.008710244 968.05 11.56 
17 0.008778153 975.60 11.46 
18 0.008842005 982.69 11.36 
19 0.008521791 947.10 11.91 
20 0.0085897 954.65 11.81 
21 0.008653551 961.75 11.71 
22 0.008706234 967.60 11.58 
23 0.008774143 975.15 11.49 
24 0.008837994 982.25 11.39 
25 0.008714 968.47 11.57 
26 0.008781909 976.01 11.47 
27 0.008845761 983.11 11.37 
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เซตที่ 
ระยะทางเฉลี่ยระĀว่างทุกคู่จุดก่อก าเนิด 

พื้นที่ทับซ้อนเฉลี่ยคิดเป็นร้อยละ 
Āน่วยองศา Āน่วยเมตร 

28 0.008584488 954.07 11.80 
29 0.008652397 961.62 11.70 
30 0.008716248 968.72 11.60 
31 0.008768931 974.57 11.47 
32 0.00883684 982.12 11.38 
33 0.008900691 989.21 11.28 
34 0.008776697 975.43 11.46 
35 0.008844606 982.98 11.36 
36 0.008908458 990.08 11.26 

 4.3.3 การเพิ่มจุดก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้วยวงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิทÿ าĀรับการพื้นที่ 1 

กิโลเมตร รอบคูเมืองจังĀวัดเชียงใĀม่ 

เราท าการüิเคราะĀ์เงื่อนไขที่จ าเป็นÿ าĀรับทุกจุดก่อก าเนิดใĀม่ที่ได้จากจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั้งต้นที่มี

จ านüนüงกลมขั้นต ่าที่ปกคลุมพื้นที่ที่ไม่ถูกปกคลุมตามที่ก าĀนด ในĀัüข้อก่อนĀน้าได้ü่ามีจุดก่อก าเนิดตั้งตน้ที่

ตรงตามเงื่อนไขข้างต้นได้แก่ 4 5 6 8, , ,N N N N  และ 15N  ตามตาราง 19 

ตาราง 19 ตารางพิกัดของเซตจุดก่อก าเนิดใĀม่จากจุดก่อก าเนิดตั้งต้นจากüิธีการเพิ่มจุดก่อก าเนิดทีละĀลาย

จุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิท ของพ้ืนที่ 1.5 กิโลเมตร รอบคูเมืองจังĀüัดเชียงใĀม่ 

จุดที่ พิกัดของจุดก่อก าเนิด จุดที่ พิกัดของจุดก่อก าเนิด 
จุดก่อก าเนิดตั้งต้นที่ 4N  

1 (98.9654419,18.7997528) 2 (98.9886981,18.7764966) 
3 (98.9770700,18.7764966) 4 (98.9654419,18.7764966) 
5 (99.0003262,18.7997528) 6 (98.9770700,18.7997528) 

จุดก่อก าเนิดตั้งต้นที่ 5N  
1 (98.9659467,18.7992118) 2 (98.9892029,18.7759556) 
3 (98.9778748,18.7759556) 4 (98.9659467,18.7759556) 
5 (99.0008310,18.7992118) 6 (99.0008310,18.8108399) 
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จุดที่ พิกัดของจุดก่อก าเนิด จุดที่ พิกัดของจุดก่อก าเนิด 
จุดก่อก าเนิดตั้งต้นที่ 6N  

1 (98.9880664,18.7769914) 2 (98.9764383,18.7769914) 
3 (98.9648102,18.7769914) 4 (98.9996945,18.8002476) 
5 (98.9764383,18.8002476) 6 (98.9648102,18.8002476) 

จุดก่อก าเนิดตั้งต้นที่ 8N  
1 (98.9969539,18.8095819) 2 (98.9969539,18.7746977) 
3 (98.9853258,18.7746977) 4 (98.9736977,18.7746977) 
5 (98.9736977,18.7979538) 6 (98.9736977,18.8095819) 

จุดก่อก าเนิดตั้งต้นที่ 15N  
1 (98.9699440,18.7721321) 2 (99.0042787,18.8070164) 
3 (98.9926506,18.7721321) 4 (98.9926506,18.8070164) 
5 (98.9693944,18.7953883) 6 (98.9693944,18.8070164) 

เมื่อน าเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ข้างต้นไปใช้ในการพิจารณาค่าเฉลี่ยของระยะทางทั้งĀมดระĀü่างจุด

ก่อก าเนิดแต่ละคู่ และค่าเฉลี่ยของพื้นที่ทับซ้อนทั้งĀมดระĀü่างจุดก่อก าเนิดแต่ละคู่  เพื่อĀาจุดก่อก าเนิดที่

เĀมาะÿมที่ÿุดในüิธีการเพ่ิมจุดก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิท ซึ่งได้ผลลัพธ์ของการน า

เซตดังกล่าüไปüิเคราะĀ์ตามตาราง 20 

ตาราง 20 ตารางระยะทางเฉลี่ยและพ้ืนที่ทับซ้อนเฉลี่ยของแต่ละเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ที่ได้จากüิธีการเพ่ิม

จุดก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิท 

เซตที่ 
ระยะทางเฉลี่ยระĀว่างทุกคู่จุดก่อก าเนิด 

พื้นที่ทับซ้อนเฉลี่ยคิดเป็นร้อยละ 
Āน่วยองศา Āน่วยเมตร 

1 0.008504660 945.20 11.52 
2 0.009271952 1030.48 10.79 
3 0.008504344 945.16 11.50 
4 0.008980889 998.13 10.79 
5 0.009328632 1036.77 9.96 
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4.3.4 การเพิ่มจุดก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้วยวงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิทÿ าĀรับการพื้นที่ 1.5 

กิโลเมตร รอบคูเมืองจังĀวัดเชียงใĀม่ 

 เราท าการüิเคราะĀ์เงื่อนไขที่จ าเป็นÿ าĀรับทุกจุดก่อก าเนิดใĀม่ที่ได้จากจุดก่อก าเนิดใĀม่ตั้งต้นที่มี

จ านüนüงกลมขั้นต ่าที่ปกคลุมพื้นที่ที่ไม่ถูกปกคลุมตามที่ก าĀนด ในĀัüข้อก่อนĀน้าได้ü่ามีจุดก่อก าเนิดตั้งตน้ที่

ตรงตามเงื่อนไขข้างต้นได้แก่ 11N  และ 20N  ตามตาราง 21 

ตาราง 21 ตารางพิกัดของเซตจุดก่อก าเนิดใĀม่จากจุดก่อก าเนิดตั้งต้นจากüิธีการเพิ่มจุดก่อก าเนิดทีละĀลาย

จุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิท ของพ้ืนที่ 1.5 กิโลเมตร รอบคูเมืองจังĀüัดเชียงใĀม่ 

จุดที่ พิกัดของจุดก่อก าเนิด จุดที่ พิกัดของจุดก่อก าเนิด 
จุดก่อก าเนิดตั้งต้นที่ 11N  

1 (98.9669814, 18.8075684) 2 (98.9902376, 18.8075684) 
3 (99.0018657, 18.8075684) 4 (98.9669814, 18.7959403) 
5 (98.9669814, 18.7843122) 6 (99.0134938, 18.7843122) 
7 (98.9669814, 18.7726841) 8 (98.9786095, 18.7726841) 
9 (98.9902376, 18.7726841) 10 (99.0018657, 18.7726841) 
11 (99.0134938, 18.7726841)  

จุดก่อก าเนิดตั้งต้นที่ 20N  
1 (98.9682526, 18.8071414) 2 (98.9915088, 18.8071414) 
3 (99.0031369, 18.8071414) 4 (98.9682526, 18.7955133) 
5 (98.9682526, 18.7838852) 6 (99.0031369, 18.7838852) 
7 (98.9682526, 18.7722571) 8 (98.9798807, 18.7722571) 
9 (98.9915088, 18.7722571) 10 (99.0031369, 18.7722571) 

เมื่อน าเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ข้างต้นไปใช้ในการพิจารณาค่าเฉลี่ยของระยะทางทั้งĀมดระĀü่างจุด

ก่อก าเนิดแต่ละคู่ และค่าเฉลี่ยของพื้นที่ทับซ้อนทั้งĀมดระĀü่างจุดก่อก าเนิดแต่ละคู่  เพ่ือĀาจุดก่อก าเนิดที่

เĀมาะÿมที่ÿุดในüิธีการเพ่ิมจุดก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิท ซึ่งได้ผลลัพธ์ของการน า

เซตดังกล่าüไปüิเคราะĀ์ตามตาราง 22 
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ตาราง 22 ตารางระยะทางเฉลี่ยและพ้ืนที่ทับซ้อนเฉลี่ยของแต่ละเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ที่ได้จากüิธีการเพ่ิม

จุดก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิท 

เซตที่ 
ระยะทางเฉลี่ยระĀว่างทุกคู่จุดก่อก าเนิด 

พื้นที่ทับซ้อนเฉลี่ยคิดเป็นร้อยละ 
Āน่วยองศา Āน่วยเมตร 

1 0.009484292 1054.07 7.68 
2 0.009484292 1054.07 8.73 
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บทที่ 5 

ÿรุปผลและข้อเÿนอแนะ 

 การค้นคü้าอิÿระนี้ มีüัตถุประüงค์เพื่อÿร้างüิธีการทางคณิตýาÿตร์ในการเพิ่มจุดก่อก าเนิดของ

แผนภาพโüโรนอยทั่üไป โดยýึกþาผ่านนิยามและทฤþฎีบทของปัญĀาการüางต าแĀน่งÿาธารณูปโภค ปัญĀา

การปกคลุมพ้ืนที ่และแผนภาพโüโรนอยทั่üไป 

5.1 ÿรุปผลการค้นคว้าอิÿระ 

 จากการýึกþาปัญĀาการเพ่ิมจุดก่อก าเนิดของแผนภาพโüโรนอยทั่üไป จะได้ผลÿรุปของแต่ละüิธีการ

เพ่ิมจุดก่อก าเนิดใĀม่ของแผนภาพโüโรนอยดังนี้ 

 
รูปที่ 44 รูปเซตของจุด 3 9 12, ,N N N  และ 15N  

ที่มีระยะทางเฉลี่ยมากท่ีÿุดของüิธีการใช้จุดตัดของ

เÿ้นขอบüงของพ้ืนที่และเÿ้นขอบเขต 

 
รูปที่ 45 รูปเซตของจุด 3 8 12, ,N N N  และ 15N  
ที่มพ้ืีนที่ทับซ้อนเฉลี่ยที่ÿุดของüิธีการใช้จุดตัดของ

เÿ้นขอบüงของพ้ืนที่และเÿ้นขอบเขต 

üิธีการใช้จุดตัดของเÿ้นขอบüงของพื้นที่และเÿ้นขอบเขต ได้ü่าเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ที่มีระยะทาง

เฉลี่ยมากท่ีÿุดคือเซตของจุด 3 9 12, ,N N N  และ 15N  ดังรูปที่ 44 และเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ที่มีร้อยละของ

พื้นที่ทับซ้อนที่น้อยที่ÿุดคือเซตของจุด 3 8 12, ,N N N  และ 15N  ดังรูปที่ 45 ซึ่งเมื่อน าผลลัพธ์ของเซตจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ทั้งĀมดมาเฉลี่ยแล้üพบü่าจะมีระยะทางเฉลี่ยรüมอยู่ที่ 0.009901115 องýา Āรือ 1,100.4 เมตร 

โดยระยะทางเฉลี่ยระĀü่างจุดก่อก าเนิดเพิ่มขึ้นร้อยละ 20.42 และมีพื้นที่ทับซ้อนเฉลี่ยรüมคือร้อยละ 10.79 

โดยพื้นที่ทับซ้อนของพ้ืนที่ใĀ้บริการเฉลี่ยลดลงจากเดิมร้อยละ 31.13 

  



82 

 

 

รูปที่ 46 รูปเซตของจุด 4 8 17, ,N N N  และ 18N  

ที่มีระยะทางเฉลี่ยมากท่ีÿุดของüิธีการใช้จุดกึ่งกลาง

ของเÿ้นทแยงมุมĀรือเÿ้นขอบเขตนอกของรูปĀลาย

เĀลี่ยม 

 

รูปที่ 47 รูปเซตของจุด 6 13 17, ,N N N  และ 21N  

ที่มพ้ืีนที่ทับซ้อนเฉลี่ยน้อยที่ÿุดของüิธีการใช้จุด

กึ่งกลางของเÿ้นทแยงมุมĀรือเÿ้นขอบเขตนอกของ

รูปĀลายเĀลี่ยม 

üิธีการใช้จุดกึ่งกลางของเÿ้นทแยงมุมĀรือเÿ้นขอบเขตนอกของรูปĀลายเĀลี่ยม ได้ü่าเซตของจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ที่มีระยะทางเฉลี่ยมากท่ีÿุดคือเซตของจุด 4 8 17, ,N N N  และ 18N  ดังรูปที่ 46 และเซตของจุด

ก่อก าเนิดใĀม่ที่มีร้อยละของพ้ืนที่ทับซ้อนที่น้อยที่ÿุดคือเซตของจุด 6 13 17, ,N N N  และ 21N  ดังรูปที่ 47 ซึ่ง

เมื่อน าผลลัพธ์ของเซตจุดก่อก าเนิดใĀม่ทั้งĀมดมาเฉลี่ยแล้üพบü่าจะมีระยะทางเฉลี่ยรüมอยู่ที่ 0.008732696 
องýา Āรือ 970.54 เมตร โดยระยะทางเฉลี่ยระĀü่างจุดก่อก าเนิดเพิ่มขึ้นร้อยละ 5.84 และมีพื้นที่ทับซ้อน

เฉลี่ยรüมคือร้อยละ 11.55 โดยพื้นที่ทับซ้อนของพ้ืนที่ใĀ้บริการเฉลี่ยลดลงจากเดิมร้อยละ 26.28 
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รูปที่ 48 รูปเซตของจุดก่อก าเนิดตั้งต้น 15N  จากüิธีüิธีการเพ่ิมจุดก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้üยüงกลม 
ทับซ้อนที่แนบÿนิทบนพ้ืนที่ 1 กิโลเมตร รอบคูเมืองจังĀüัดเชียงใĀม่ 

üิธีการเพิ่มจุดก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิทบนพื้นที่ 1 กิโลเมตร รอบคูเมือง

จังĀüัดเชียงใĀม่ ได้ü่าเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ที่มีระยะทางเฉลี่ยเท่ากันทั้งÿองเซต และเซตของจุดก่อก าเนิด

ใĀม่ที่มีร้อยละของพื้นที่ทับซ้อนที่น้อยที่ÿุดคือเซตของจุดก่อก าเนิดตั้งต้น 15N  ดังรูปที่ 48 ซึ่งเมื่อน าผลลัพธ์

ของเซตจุดก่อก าเนิดใĀม่ทั้งĀมดมาเฉลี่ยแล้üพบü่าจะมีระยะทางเฉลี่ยรüมอยู่ที่ 0.009328632 องýา Āรือ 

1,036.77 เมตร โดยระยะทางเฉลี่ยระĀü่างจุดก่อก าเนิดเพิ่มขึ้นร้อยละ 13.46 และมีพื้นที่ทับซ้อนเฉลี่ยรüมคือ

ร้อยละ 9.96 โดยพ้ืนที่ทับซ้อนของพ้ืนที่ใĀ้บริการเฉลี่ยลดลงจากเดิมร้อยละ 36.41 
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รูปที่ 49 รูปเซตของจุดก่อก าเนิดตั้งต้น 11N  üิธีการเพ่ิมจุดก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่

แนบÿนิทบนพื้นที่ 1.5 กิโลเมตร รอบคูเมืองจังĀüัดเชียงใĀม่ 

üิธีการเพ่ิมจุดก่อก าเนิดทีละĀลายจุดด้üยüงกลมทับซ้อนที่แนบÿนิทบนพ้ืนที่ 1.5 กิโลเมตร รอบคูเมือง

จังĀüัดเชียงใĀม่ ได้ü่าเซตของจุดก่อก าเนิดใĀม่ที่มีระยะทางเฉลี่ยเท่ากันทั้งÿองเซต และเซตของจุดก่อก าเนิด

ใĀม่ที่มีร้อยละของพ้ืนที่ทับซ้อนที่น้อยที่ÿุดคือเซตของจุดก่อก าเนดิตั้งต้น 11N  ดังรูปที่ 49 ซึ่งเมื่อน าผลลัพธ์

ของเซตจุดก่อก าเนิดใĀม่ทั้งĀมดมาเฉลี่ยแล้üพบü่าจะมีระยะทางเฉลี่ยรüมอยู่ที่ 0.009484292 องýา Āรือ 

1,054.07 เมตร โดยระยะทางเฉลี่ยระĀü่างจุดก่อก าเนิดเพิ่มข้ึนร้อยละ 15.35 และมีพ้ืนที่ทับซ้อนเฉลี่ยรüมคือ

ร้อยละ 8.21 โดยพื้นที่ทับซ้อนของพ้ืนที่ใĀ้บริการเฉลี่ยลดลงจากเดิมร้อยละ 47.63 

โดยจากüิธีการที่ได้จากการýึกþาค้นคü้าทั้งĀมดÿามารถÿรุปเกี่ยüกับระยะทางเฉลี่ยเมื่อเทียบกับระยะทาง

เฉลี่ยตอนตั้งต้น บนพื้นที่ 1 กิโลเมตร และบนพื้นที่ 1.5 กิโลเมตรรอบคูเมืองเชียงใĀม่รอบคูเมืองเชียงใĀม่ 

ออกมาได้เป็นตาราง 23 และตาราง 24 

ตาราง 23 ตารางเปรียบเทียบระยะทางเฉลี่ยของเซตที่ดีที่ÿุดของแต่ละüิธีการüางจุดก่อก าเนิดใĀม่บนพ้ืนที่ 1 

กิโลเมตร รอบคูเมืองเชียงใĀม่ 

วิธีการที่ ระยะทางเฉลี่ยท่ีมากที่ÿุด (เมตร) การเพิ่มข้ึนของระยะทางเฉลี่ย 
1 1,100.40 20.42% 
2 970.54 5.84% 
3 1,036.77 13.46% 
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ตาราง 24 ตารางเปรียบเทียบระยะทางเฉลี่ยของเซตที่ดีที่ÿุดของแต่ละüิธีการüางจุดก่อก าเนิดใĀม่บนพ้ืนที่ 1 

กิโลเมตร รอบคูเมืองเชียงใĀม่ 

วิธีการที่ ระยะทางเฉลี่ยท่ีมากที่ÿุด (เมตร) การเพิ่มข้ึนของระยะทางเฉลี่ย 
3 1,054.07 15.35% 

นอกจากนี้จากüิธีการที่ได้จากการýึกþาค้นคü้าทั้งĀมดÿามารถÿรุปเกี่ยüกับการทับซ้อนของพื้นที่เฉลี่ย เมื่อ

เทียบกับการทับซ้อนของพ้ืนที่ตอนตั้งต้น บนพื้นที่ 1 กิโลเมตร และบนพ้ืนที่ 1.5 กิโลเมตรรอบคูเมืองเชียงใĀม่

รอบคูเมืองเชียงใĀม่ ออกมาได้เป็นตาราง 25 และตาราง 26 

ตาราง 25 ตารางเปรียบเทียบระยะทางเฉลี่ยของเซตที่ดีที่ÿุดของแต่ละüิธีการüางจุดก่อก าเนิดใĀม่บนพ้ืนที่ 1 

กิโลเมตร รอบคูเมืองเชียงใĀม่ 

วิธีการที่ พื้นที่ทับซ้อนเฉลี่ยที่น้อยที่ÿุด การลดลงของพ้ืนที่เฉลี่ย 
1 10.79% 31.13% 
2 11.55% 26.28% 
3 9.96% 36.41% 

ตาราง 26 ตารางเปรียบเทียบระยะทางเฉลี่ยของเซตที่ดีที่ÿุดของแต่ละüิธีการüางจุดก่อก าเนิดใĀม่บนพ้ืนที่ 1 

กิโลเมตร รอบคูเมืองเชียงใĀม่ 

วิธีการที่ พื้นที่ทับซ้อนเฉลี่ยที่น้อยที่ÿุด การลดลงของพ้ืนที่เฉลี่ย 
3 9.96% 31.13% 

5.2 ข้อเÿนอแนะการค้นคว้าอิÿระ 

 การค้นคü้าอิÿระนี้ไม่ได้น าตัüแปรอ่ืน เช่น คüามĀนาแน่นของประชากร ภูมิประเทý และการทับซ้อน

ของอาคารที่ตั้งอยู่ก่อนแล้ü เพื่อใĀ้เกิดคüามÿมจริงในการýึกþา ผู้ค้นคü้าอิÿระĀüังใĀ้ผู้ที่จะýึกþาต่อĀรือ

น าไปพัฒนาน าตัüแปรอื่นมาคิดด้üย โดยแนะน าใĀ้ลองประยุกต์ปัญĀากับแผนภาพโüโรนอยบนโครงข่าย 

เพื่อใĀ้ได้ระยะทางตามคüามเป็นจริง และอาจจะมีการน าระยะทางที่เป็นค่าผิดปกติออกก่อนท าการĀารัýมี

ของพื้นที่ใĀ้บริการทั้งĀมด นอกจากนี้ถ้าÿามารถĀาขอบเขตล่างของของจ านüนüงกลมที่ปกคลุมพื้นที่ Āรือ

พิÿูจน์ü่าüิธีการที่ใช้ในการĀาจ านüนüงกลมที่น้อยที่ÿุดได้ค่าออกมาเป็นขอบเขตล่างจริง  จะท าใĀ้มีคüาม

เĀมาะÿม 
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ภาคผนวก 
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ภาคผนวก ก 

โปรแกรมค านüณระยะทางเฉลี่ยระĀü่างจุดก่อก าเนิดคู่ใดๆ ด้üยÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ 
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โปรแกรมค านวณระยะทางเฉลี่ยระĀว่างจุดก่อก าเนิดคู่ใดๆ ด้วยÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ บน Python ผ่าน

ทาง Google Colaboratory 

1. น าเข้าชุดค าÿั่งที่จ าเป็นในการใช้งาน และตั้งค่าการแÿดงผลของรูปภาพ 

import csv 
from scipy.spatial import Delaunay 
import numpy as np 
import matplotlib.pyplot as plt 
from statistics import * 
import pandas as pd 
plt.rcParams['figure.figsize'] = [16, 9] 

2. น าเข้าจุดก่อก าเนิดที่ต้องการใช้ในการĀาระยะทางเฉลี่ย และนับจ านüนจุดก่อก าเนิดทั้งĀมดที่

น าเข้า 

points = np.array([[98.9801855,18.80344364], 
[98.98772639,18.80129279], 
[98.98530211,18.79839442], 
[98.99890641,18.77772347], 
[98.98254077,18.77832937], 
[98.96911472,18.78851767], 
[98.97655431,18.7857918], 
[98.9809243,18.78575451], 
[98.98555004,18.78525457], 
[98.98786708,18.78567762], 
[98.98886514,18.78558507], 
[99.00062173,18.78231052], 
[98.98977953,18.79663686], 
[99.00297189,18.7960619], 
[98.98939011,18.79215321], 
[98.97975388,18.79168332], 
[99.00232006,18.79221156], 
[98.99400967,18.78916881]]) 
len(points) 
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3. ค านüณÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่จากจุดทั้งĀมดโดยใช้ชุดค าÿั่งที่น าเข้าก่อนĀน้า และแÿดงผลเป็น

รูปภาพ 

tri = Delaunay(points) 
fig, ax = plt.subplots() 
plt.grid(True) 
for t in tri.simplices: 
    p1, p2, p3 = points[t] 
    ax.plot([p1[0], p2[0]], [p1[1], p2[1]], 'b-') 
    ax.plot([p1[0], p3[0]], [p1[1], p3[1]], 'b-') 
    ax.plot([p2[0], p3[0]], [p2[1], p3[1]], 'b-') 
for i, p in enumerate(points): 
    ax.text(p[0], p[1], str(i)) 
plt.show() 

4. üิเคราะĀ์ข้อมูลระยะทางระĀü่างจุดแต่ละคู่บนÿามเĀลี่ยมเดอลาเน่ เพื่อน าไปใช้ในการค านüณ

ระยะทางเฉลี่ยของรัýมีพื้นที่ใĀ้บริการ โดยจะได้ระยะทางออกมาในĀน่üยขององýา และนับจ านüนคู่ของจุด

ทั้งĀมด 

distances = [] 
for t in tri.simplices: 
    p1, p2, p3 = points[t] 
    d1 = np.linalg.norm(p1 - p2) 
    d2 = np.linalg.norm(p1 - p3) 
    d3 = np.linalg.norm(p2 - p3) 
    distances.append(d1) 
    distances.append(d2) 
    distances.append(d3) 
distances_deg = np.array(distances) 
len(distances_deg) 

5. เปลี่ยนแปลงระยะทางที่ค านüณได้จากĀน่üยองýาเป็นĀน่üยเมตร 

deg_to_meter = 111139 
real_distances = distances_deg*deg_to_meter 
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6. น าข้อมูลระยะทางที่ได้มาüิเคราะĀ์ด้üยแผนภาพกล่อง เพื่อแÿดงผลของค่าเฉลี่ย และค่าผิดปกติ

ของระยะทาง ซึ่งตัüอย่างด้านล่างเป็นการค านüณบนĀน่üยองýา แต่ÿามารถเปลี่ยนค่าของตัüแปรเพ่ือค านüณ

และแÿดงผลบนĀนü่ยเมตรได้ 

min_deg = min(distances_deg) 
mean_deg = mean(distances_deg) 
median_deg = median(distances_deg) 
max_deg = max(distances_deg) 
print(f'Min: {min_deg}') 
print(f'Mean: {mean_deg}') 
print(f'Median: {median_deg}') 
print(f'Max: {max_deg}') 
 
sorted_deg = sorted(distances_deg) 
length = len(sorted_deg) 
 
first_quartile_deg = sorted_deg[length // 4] 
third_quartile_deg = sorted_deg[length * 3 // 4] 
print(f'First quartile: {first_quartile_deg}') 
print(f'Third quartile: {third_quartile_deg}') 
 
bp_deg = plt.boxplot(distances_deg) 
plt.grid(True) 
outliers_deg = bp_deg['fliers'][0] 
lower_whisker_deg = bp_deg['whiskers'][0] 
upper_whisker_deg = bp_deg['whiskers'][1] 
print(f'\nUpper of Degree: {upper_whisker_deg.get_ydata()}') 
print(f'Lower of Degree: {lower_whisker_deg.get_ydata()}\n') 
print(f'\nOutliersofDegree:\n {outliers_deg.get_ydata()}\n') 

โดยได้เขียนโปรแกรมและบันทึกข้อมูลไü้ในแĀล่งข้อมูลต่อไปนี้ 

https://colab.research.google.com/drive/1bjxpxToJrt7Mrzk484ZxUytJ6PAJ5SEe?usp=sharing 
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ภาคผนวก ข 

โปรแกรมในการค านüณพ้ืนที่ทับซ้อนเฉลี่ยของüงกลมแต่ละคู่ 
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โปรแกรมในการค านวณพื ้นที ่ท ับซ้อนเฉล ี ่ยของวงกลมแต่ละค ู ่บน Python ผ่านทาง Google 
Colaboratory 

1. น าเข้าจุดก่อก าเนิดที่ต้องการใช้ในการĀาระยะทางเฉลี่ย และนับจ านüนจุดก่อก าเนิดทั้งĀมดที่

น าเข้า 

points = [(98.9801855,18.80344364), 
(98.98772639,18.80129279), 
(98.98530211,18.79839442), 
(98.99890641,18.77772347), 
(98.98254077,18.77832937), 
(98.96911472,18.78851767), 
(98.97655431,18.7857918), 
(98.9809243,18.78575451), 
(98.98555004,18.78525457), 
(98.98786708,18.78567762), 
(98.98886514,18.78558507), 
(99.00062173,18.78231052), 
(98.98977953,18.79663686), 
(99.00297189,18.7960619), 
(98.98939011,18.79215321), 
(98.97975388,18.79168332), 
(99.00232006,18.79221156), 
(98.99400967,18.78916881)] 
len(points) 

2. น าเข้าชุดค าÿั่งที่จ าเป็นในการใช้งาน 

from math import * 
from typing import List, Tuple 
import pandas as pd 

3. ÿร้างฟังก์ชันแยกแยะการทับซ้อนของüงกลมด้üยรัýมี โดยก าĀนดใĀ้ระยะĀ่างระĀü่างจุดแทนด้üย 

d  และรัýมีแทนด้üย r  
  3.1 ถ้าระยะĀ่างระĀü่างจุดก่อก าเนิดมากกü่าÿองเท่าของรัýมีแล้üพ้ืนที่ทับซ้อนคือ 0 ตาราง

Āน่üย 
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3.2 ถ้าระยะĀ่างระĀü่างจุดก่อก าเนิดน้อยกü่าĀรือเท่ากับ 0 แล้üพื้นที่ทับซ้อนคือ 2r
 ตารางĀน่üย 

3.3 ÿ าĀรับระยะĀ่างอื่น Āาขนาดของมุม a  ที่เกิดจากการทับซ้อนระĀü่างüงกลม มีค่าเป็น

2arccos( )
2
d
r  จากนั้นน าไปค านüณพ้ืนที่ทับซ้อนได้เป็น 2( sin( ))r a a  ตารางĀน่üย 

r = 0.0080979479810921 
def intersection_area(c1, c2, r): 
    d = sqrt((c2[0] - c1[0])**2 + (c2[1] - c1[1])**2) 
    if d > 2*r: 
        return 0 
    elif d <= 0: 
        return pi * r**2 
    else: 
        a = acos((d/2)/r)*2 
        return (r**2)*(a-sin(a)) 

 4. ÿร้างฟังก์ชันÿ าĀรับการĀาพื้นที่ทับซ้อนของüงกลมแต่ละคู่ในรูปแบบของตารางองýา ตารางเมตร 

และเปอร์เซ็นของพ้ืนที ่ด้üยฟังก์ชันแยกแยะการทับซ้อนของพ้ืนทีü่งกลมด้üยรัýมี 

def intersection_area_data(points:List[Tuple[int,int]],r:int): 
  areas = [] 
  n = len(points) 
  for i in range(n): 
      for j in range(i+1,n): 
          area_deg = intersection_area(points[i],points[j],r) 
          center1 = i+1 
          center2 = j+1 
          area_real = area_deg*(111139**2) 
          pct = area_deg/((pi)*r**2)*100 
          areas.append((center1, center2, area_deg, area_real, pct)) 
  return areas 
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5. น าฟังก์ชันÿ าĀรับการĀาพ้ืนที่ทับซ้อนของวงกลมแต่ละคู่ที่ได้มาใช้ก าข้อมูลจุดก่อก าเนิดและรัศมีที่

ก าĀนด 

data = intersection_area_data(points,r) 
df = pd.DataFrame(data) 
df.columns = ['Circle 1', 'Circle 2', 'Area Degree', 'Area 
Real','Percentage'] 
df.to_csv('Area Intersection.csv', index=False) 

 6. ค านวณค่าเฉลี่ยของพ้ืนที่ในตารางองศา ตารางเมตร และเปอร์เซ็นของพ้ืนที่ พร้อมทั้งแÿดงผล 

mean_deg = df['Area Degree'].mean() 
mean_real = df['Area Real'].mean() 
mean_pct = df['Percentage'].mean() 
print(f'Mean of all intersection Area are') 
print(f'Area (Degree): {mean_deg}') 
print(f'Area (Real): {mean_real}') 
print(f'Percentage: {mean_pct}%') 

โดยได้เขียนโปรแกรมและบันทึกข้อมูลไว้ในแĀล่งข้อมูลต่อไปนี้ 

https://drive.google.com/file/d/1LqRGZR_0dzpoARQWRaws0lanIM6zXabS/view?usp=sharing 

 


