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บทคัดยอ่

การค้นคว้าอสิระนี้ เราได้ศกึษานยิามและสมบัตบิางประการของพชีคณติ PSRU โดยเราได้พจิารณาสมบัติ

ของพชีคณติยอ่ย ตัวกรอง พชีคณติ PSRU ทีม่กีารแจกแจงในตัว พชีคณติ PSRU ทีม่เีอกลักษณซ้์าย นอกจากนี้เราได้

ศกึษาเก ีย่วกับแนวคดิของตัวคณูและฟงักชั์นสาทสิสัณฐานในพชีคณติ PSRU และศกึษาสมบัตบิางประการของตัวคณู

และฟงักชั์นสาทสิสัณฐานในพชีคณติ PSRU และเราได้ศกึษานยิามและสมบัตบิางประการของเคอรเ์นลและเซตของจดุ

ตรงึของตัวคณูในพชีคณติ PSRU

Abstract

In this independent study, we study definitions and some properties of PSRU -algebras. We

consider properties of subalgebras, filters, self distributive PSRU -algebras and left identity PSRU -

algebras. Moreover, we study the concept of multipliers and homomorphisms on PSRU -algebras and

some properties of multipliers and homomorphisms of PSRU -algebras. We also study definitions and

some properties of the kernel and the set of fixed points of multipliers of PSRU -algebras.
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บทที่ 1

บทนำ (Introduction)

แนวคดิเก ีย่วกับพชีคณติ BE ได้รเิร ิม่คดิโดย Kim และ Kim [2] ในป ี 2006 โดยทีเ่ปน็การวางนัยทัว่ไปของ

พชีคณติ BCK และสอดคล้องกับเง ือ่นไขดังนี้ x∗x = 1, x∗1 = 1, 1∗x = x, x∗ (y ∗ z) = y ∗ (x∗ z) สำหรับทกุ

x, y, z ∈ X พชีคณติ BE เร ิม่มกีารศกึษากันอยา่งกว้างขวางโดยในป ี2008 Ahn และ So [1] ได้ศกึษาแนวคดิเก ีย่วกับ

ไอดลีในพชีคณติ BE ในป ี 2011 Kim [3] ได้ศกึษาเก ีย่วกับตัวคณูในพชีคณติ BE และตอ่มาในป ี 2012 Rezaei และ

Saeid [4] ได้ศกึษาแนวคดิเก ีย่วกับฟงักชั์นสาทสิสัณฐานในพชีคณติ BE

ในป ี2018 Yiarayong และ Wachirawongsakorn [5] ได้ศกึษาแนวคดิเก ีย่วกับการวางนัยทัว่ไปของพชีคณติ

BE ซึง่มชี ือ่วา่ พชีคณติ PSRU โดยมนียิามดังนี้ x ∗ 1 = 1 และ x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z) สำหรับทกุ x, y, z ∈ X

โดยศกึษาเก ีย่วกับตัวกรอง ไอดลีและตัวกรอง fuzzy ในพชีคณติ PSRU

การศกึษาค้นคว้าอสิระในคร้ังนี้ได้ทำการศกึษาเก ีย่วกับตัวคณูและฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของพชีคณติ PSRU

โดยเร ิม่ต้นจากการศกึษานยิามของพชีคณติ PSRU พร้อมยกตัวอยา่งทีเ่ปน็ท้ังเซตจำกัดและเซตอนันต์ เราได้ศกึษา

สมบัตบิางประการของตัวคณูในพชีคณติ PSRU ได้แก ่ สมบัตขิองพชีคณติ PSRU ทีม่กีารแจกแจงในตัว พชีคณติ

PSRU ทีม่เีอกลักษณ์ซ้าย พชีคณติยอ่ยและตัวกรองของพชีคณติ PSRU นอกจากนี้ เราได้ศกึษาเก ีย่วกับแนวคดิของ

ตัวคณูและ

ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานในพชีคณติ PSRU พร้อมท้ังศกึษาสมบัตบิางประการของตัวคณูและฟงักชั์นสาทสิสัณฐานใน

พชีคณติ PSRU และได้ศกึษาเก ีย่วกับเคอรเ์นลและเซตของจดุตรงึของตัวคณูในพชีคณติ PSRU

ในบทที่ 2 เราได้ศกึษาความร ู้พ ื้นฐานเกีย่วกับผลคณูคารท์เีซยีน ความสัมพันธแ์ละสมบัตติา่ง ๆ ฟงักชั์น

การดำเนนิการทวภิาค และพชีคณติ BE

1



ในบทที่ 3 เราได้ศกึษาเก ีย่วกับนยิามของพชีคณติ PSRU พร้อมยกตัวอยา่งพชีคณติ PSRU ท้ังท ีเ่ปน็เซต

อนันตแ์ละเซตจำกัด และได้ศกึษาสมบัตติา่ง ๆ ของพชีคณติ PSRU ได้แก ่ พชีคณติยอ่ย การแจกแจงในตัว เอกลักษณ์

ซ้าย ตัวกรอง ตัวคณู และฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน โดยเราแบง่ผลศกึษาเปน็ 4 หัวข้อดังตอ่ไปนี้

• บทนยิามและตัวอยา่งของพชีคณติ PSRU

• การแจกแจงในตัวและตัวกรองในพชีคณติ PSRU

• ตัวคณูและฟงักชั์นสาทสิสัณฐานในพชีคณติ PSRU

• เคอรเ์นลและเซตของจดุตรงึของตัวคณูในพชีคณติ PSRU
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บทที่ 2

ความรู้พ ื้นฐาน (Preliminaries)

2.1 ความสัมพันธแ์ละฟงักชั์น (Relations and functions)

บทนยิาม 2.1 ให้ A และ B เปน็เซต ผลคณูคารท์เีซยีน (Cartesian product) ของ A และ B เขยีนแทนด้วย A×B

กำหนดโดย

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

โดยที่ (a, b) แทนคูอั่นดับ

ตัวอยา่ง 2.2 ให้ A = {a, b, c} และ B = {1, 2} จะได้วา่

A×B = {(a, 1), (a, 2), (b, 1), (b, 2), (c, 1), (c, 2)}

หมายเหต:ุ ถ้า A หรอื B เปน็เซตวา่ง แล้ว A×B เปน็เซตวา่ง

บทนยิาม 2.3 ให้ A และ B เปน็เซตทีไ่มเ่ปน็เซตวา่ง จะกลา่ววา่ r เปน็ความสัมพันธจ์าก A ไป B (relation from

A to B) กต็อ่เม ือ่ r ⊆ A×B

ถ้า r เปน็ความสัมพันธจ์าก A ไป B แล้วสามารถเขยีนแทน (a, b) ∈ r ด้วย a r b

จะเรยีกความสัมพันธจ์าก A ไป A วา่ ความสัมพันธบ์น A (relation on A)

ตัวอยา่ง 2.4 ให้ A = {a, b, c} และ B = {1, 2}

ให้ r = {(a, 1), (b, 1), (c, 1)}

ดังน้ัน r เปน็ความสัมพันธจ์าก A ไป B และได้วา่ a r 1, b r 1 และ c r 1
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บทนยิาม 2.5 ให้ A และ B เปน็เซต และ r ⊆ A×B

1) โดเมน (domain) ของ r เขยีนแทนด้วย Dr นยิามโดย Dr = {x ∈ A | มี y ∈ B ซึง่ (x, y) ∈ r}

2) เรนจ์ (range) ของ r เขยีนแทนด้วย Rr นยิามโดย Rr = {y ∈ B | มี x ∈ A ซึง่ (x, y) ∈ r}

จะได้วา่ Dr ⊆ A และ Rr ⊆ B

ตัวอยา่ง 2.6 ให้ A = {−1,−2,−3}, B = {1, 2, 3} และ r = {(–1, 1), (–2, 2), (–3, 3)}

จะได้วา่ Dr = {−1,−2,−3} และ Rr = {1, 2, 3}

บทนยิาม 2.7 ให้ A เปน็เซตทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งและ r เปน็ความสัมพันธบ์น A จะได้วา่

1) r มสีมบัตสิะท้อน (reflexive) ถ้า x r x

2) r มสีมบัตสิมมาตร (symmetric) ถ้า x r y แล้ว y r x

3) r มสีมบัตถิา่ยทอด (transtive) ถ้า x r y และ y r z แล้ว x r z

4) r มสีมบัตปิฎสิมมาตร (antisymmetric) ถ้า x r y และ y r x แล้ว x = y

สำหรับทกุ x, y, z ∈ A

บทนยิาม 2.8 ให้ A เปน็เซตทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งและ r เปน็ความสัมพันธ์บน A จะเรยีก r วา่เปน็ความสัมพันธ์สมมลู

(equivalence relation) บน A ถ้า r มสีมบัตสิะท้อน สมมาตร และถา่ยทอด

บทนยิาม 2.9 ให้ A เปน็เซตทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งและ r เปน็ความสัมพันธ์บน A จะเรยีก r วา่เปน็เซตอันดับบางสว่น

(partially ordered set) บน A ถ้า r มสีมบัตสิะท้อน ปฏสิมมาตร และถา่ยทอด

บทนยิาม 2.10 ให้ A,B เปน็เซตทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งและ f เปน็ความสัมพันธจ์าก A ไป B จะได้วา่

1) f เปน็ฟงักชั์น (function) ถ้า (a, b) ∈ f และ (a, c) ∈ f แล้ว b = c สำหรับทกุ a ∈ A และ b, c ∈ B

2) f เปน็ฟงักชั์นจาก A ไป B (function from A to B) เขยีนแทนด้วย f : A → B กต็อ่เม ือ่ f เปน็

ฟงักชั์น และสำหรับทกุ a ∈ A จะมี b ∈ B ซึง่ (a, b) ∈ f นัน่คอื Df = A

ถ้า f เปน็ฟงักชั์นจาก A ไป B แล้วจะเขยีนแทน (x, y) ∈ f ด้วย y = f(x)
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บทนยิาม 2.11 ให้ A,B เปน็เซตทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งและ f เปน็ฟงักชั์นจาก A ไป B จะได้วา่

1) f เปน็ฟงักชั์นหนึง่ตอ่หนึง่จาก A ไป B (one-to-one function from A to B) (เขยีนแทนด้วย

f : A
1−1−−→ B) ถ้า f(x) = f(y) แล้ว x = y สำหรับทกุ x, y ∈ A

2) f เปน็ฟงักชั์นทัว่ถงึจาก A ไป B (function from A onto B) (เขยีนแทนด้วย f : A
onto−−→ B) ถ้า

สำหรับทกุ y = B จะมี x ∈ A ทีท่ำให้ f(x) = y นัน่คอื Rf = B

ถ้า f เปน็ฟงักชั์นหนึง่ตอ่หนึง่แและทัว่ถงึจาก A ไป B แล้วจะเขยีนแทนด้วย f : A
1−1−−→
onto

B

บทนยิาม 2.12 ให้ X1, X2, X3 เปน็เซตทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งและ f1 : X1 → X2 และ f2 : X2 → X3 จะนยิาม

f2 ◦ f1 : X1 → X3 โดย

(f2 ◦ f1)(x) = f2(f1(x))

สำหรับทกุ x ∈ X1 เรยีก f2 ◦ f1 วา่ฟงักชั์นประกอบ (composite function) ของ f1 และ f2

บทนยิาม 2.13 ให้ X เปน็เซตทีไ่มเ่ปน็เซตวา่ง นยิาม f : X → X กำหนดโดย f(a) = a สำหรับทกุ a ∈ X จะ

เรยีก f วา่เปน็ฟงักชั์นเอกลักษณ์ (identity function) บน X เขยีนแทนด้วย idX

บทนยิาม 2.14 ให้ X และ Y เปน็เซตทีไ่มเ่ปน็เซตวา่ง นยิาม f : X → Y กำหนดโดย f(x) = k สำหรับทกุ x ∈ X

โดยที่ k ∈ Y นัน่คอื Rf = {k} จะเรยีก f วา่เปน็ฟงักชั์นคา่คงตัว (constant function) เขยีนแทนด้วย Xk

2.2 การดำเนนิการทวภิาค (Bฺinary operations)

บทนยิาม 2.15 ให้ A เปน็เซตทีไ่มเ่ปน็เซตวา่ง การดำเนนิการทวภิาค (binary operation) ∗ บนเซต A คอืฟงักชั์น

จาก A×A ไป A นัน่คอื ∗ : A×A → A

สำหรับ a, b ∈ A จะเขยีนแทน ∗(a, b) ด้วย a ∗ b นัน่คอื สำหรับทกุสมาชกิ a, b ∈ A จะต้องหาคา่ a ∗ b ได้

เสมอและมเีพยีงคา่เดยีวทีเ่ปน็สมาชกิใน A

บทนยิาม 2.16 ให้ A เปน็เซตทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งและ ∅ )= B ⊆ A โดยที่ ∗ : A×A → A

ถ้า a ∗ b ∈ B ทกุ a, b ∈ B แล้วจะเรยีกวา่ B มี สมบัตปิดิ (closure property) ภายใต้ ∗ ในกรณที ี่ B มสีมบัตปิดิ

ภายใต้ ∗ เราจะได้วา่ ∗ เปน็การดำเนนิการทวภิาคบน B และเรยีก ∗ วา่เปน็ การดำเนนิการทีถ่กูเหนีย่วนำ (induced

operation) ของ ∗ บน B
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2.3 พชีคณติ BE (BE-algebras)

บทนยิาม 2.17 ให้ X เปน็เซตที่ไม ่เปน็เซตวา่งโดยที่ ∗ เปน็การดำเนนิการทวภิาคบน X และ 1 ∈ X จะเรยีก

(X; ∗, 1) วา่เปน็ พชีคณติ BE (BE-algebra) ถ้า

(BE1) x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X

(BE2) x ∗ 1 = 1 สำหรับทกุ x ∈ X

(BE3) 1 ∗ x = x สำหรับทกุ x ∈ X

(BE4) x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z) สำหรับทกุ x, y, z ∈ X (สมบัตกิารแลกเปลีย่น (exchange))

บทนยิาม 2.18 ให้ X เปน็พชีคณติ BE และ S เปน็เซตยอ่ยของ X ทีไ่มเ่ปน็เซตวา่ง จะเรยีก S วา่เปน็ พชีคณติยอ่ย

(subalgebra) ของ X ถ้า

x ∗ y ∈ S

สำหรับทกุ x, y ∈ S

บทต้ัง 2.19 ให้ X เปน็พชีคณติ BE และ S เปน็พชีคณติยอ่ยของ X จะได้วา่ 1 ∈ S

พิสจูน์. ให้ X เปน็พชีคณติ BE และ S เปน็พชีคณติยอ่ยของ X

ได้วา่ S )= ∅ ดังน้ันจะมี x ∈ S

จาก (BE1) ได้วา่ x ∗ x = 1

เน ือ่งจาก S มสีมบัตปิดิ ดังน้ันได้วา่ 1 = x ∗ x ∈ S
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ตัวอยา่ง 2.20 ให้ X = {1, a, b, c} กำหนดการดำเนนิการทวภิาค ∗ ดังตารางตอ่ไปนี้

* 1 a b c

1 1 a b c

a 1 1 a a

b 1 1 1 a

c 1 1 a 1

จะแสดงวา่ X เปน็พชีคณติ BE

1. จากตารางได้วา่ 1 ∗ 1 = 1, a ∗ a = 1, b ∗ b = 1, c ∗ c = 1

นัน่คอื x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X

ดังน้ัน (BE1) เปน็จรงิ

2. จากตารางได้วา่ 1 ∗ 1 = 1, a ∗ 1 = 1, b ∗ 1 = 1, c ∗ 1 = 1

นัน่คอื x ∗ 1 = 1 สำหรับทกุ x ∈ X

ดังน้ัน (BE2) เปน็จรงิ

3. จากตารางได้วา่ 1 ∗ 1 = 1, 1 ∗ a = a, 1 ∗ b = b, 1 ∗ c = c

นัน่คอื 1 ∗ x = x สำหรับทกุ x ∈ X

ดังน้ัน (BE3) เปน็จรงิ

4. จะพสิจูน์ (BE4) เปน็จรงิ นัน่คอืจะพสิจูน์ วา่ x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z) สำหรับทกุ x, y, z ∈ X

ซึง่สามารถพสิจูนไ์ด้ท้ังหมด 4 x 4 x 4 = 64 กรณยีอ่ย สามารถพจิารณาได้ 4 กรณใีหญ่ ดังตอ่ไปนี้

กรณี 1: z = 1 จะได้วา่

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ (y ∗ 1) = x ∗ 1 = 1 = y ∗ 1 = y ∗ (x ∗ 1) = y ∗ (x ∗ z)

ซึง่ได้ท้ังหมด 16 กรณยีอ่ย

กรณี 2: z = a จะได้กรณยีอ่ยท้ังหมด 16 กรณี ในทีน่ ี้จะแสดง 3 กรณี ดังนี้
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กรณี 2.1: x = b และ y = c จะแสดงวา่ b ∗ (c ∗ a) = c ∗ (b ∗ a)

จากตารางได้วา่ b ∗ (c ∗ a) = b ∗ 1 = 1 = c ∗ 1 = c ∗ (b ∗ a)

ดังน้ัน b ∗ (c ∗ a) = c ∗ (b ∗ a)

กรณี 2.2: x = c และ y = 1 จะแสดงวา่ c ∗ (1 ∗ a) = 1 ∗ (c ∗ a)

จากตารางได้วา่ c ∗ (1 ∗ a) = c ∗ a = 1 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (c ∗ a)

ดังน้ัน c ∗ (1 ∗ a) = 1 ∗ (c ∗ a)

กรณี 2.3: x = c และ y = b จะแสดงวา่ c ∗ (b ∗ a) = b ∗ (c ∗ a)

จากตารางได้วา่ c ∗ (b ∗ a) = c ∗ 1 = 1 = b ∗ 1 = b ∗ (c ∗ a)

ดังน้ัน c ∗ (b ∗ a) = b ∗ (c ∗ a)

กรณี 3: z = b จะได้กรณยีอ่ยท้ังหมด 16 กรณี ในทีน่ ี้จะแสดง 3 กรณี ดังนี้

กรณี 3.1: x = 1 และ y = a จะแสดงวา่ 1 ∗ (a ∗ b) = a ∗ (1 ∗ b)

จากตารางได้วา่ 1 ∗ (a ∗ b) = 1 ∗ a = a = a ∗ b = a ∗ (1 ∗ b)

ดังน้ัน 1 ∗ (a ∗ b) = a ∗ (1 ∗ b)

กรณี 3.2: x = a และ y = c จะแสดงวา่ a ∗ (c ∗ b) = c ∗ (a ∗ b)

จากตารางได้วา่ a ∗ (c ∗ b) = a ∗ a = 1 = c ∗ a = c ∗ (a ∗ b)

ดังน้ัน a ∗ (c ∗ b) = c ∗ (a ∗ b)

กรณี 3.3: x = a และ y = c จะแสดงวา่ a ∗ (c ∗ b) = c ∗ (a ∗ b)

จากตารางได้วา่ a ∗ (c ∗ b) = a ∗ a = 1 = c ∗ a = c ∗ (a ∗ b)

ดังน้ัน a ∗ (c ∗ b) = c ∗ (a ∗ b)

กรณี 4: z = c จะได้กรณยีอ่ยท้ังหมด 16 กรณี ในทีน่ ี้จะแสดง 3 กรณี ดังนี้

กรณี 4.1: x = 1 และ y = a จะแสดงวา่ 1 ∗ (a ∗ c) = a ∗ (1 ∗ c)

จากตารางได้วา่ 1 ∗ (a ∗ c) = 1 ∗ a = a = a ∗ c = a ∗ (1 ∗ c)

ดังน้ัน 1 ∗ (a ∗ c) = a ∗ (1 ∗ c)

กรณี 4.2: x = a และ y = b จะแสดงวา่ a ∗ (b ∗ c) = b ∗ (a ∗ c)

จากตารางได้วา่ a ∗ (b ∗ c) = a ∗ a = 1 = b ∗ a = b ∗ (a ∗ c)

ดังน้ัน a ∗ (b ∗ c) = b ∗ (a ∗ c)
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กรณี 4.3: x = b และ y = 1 จะแสดงวา่ b ∗ (1 ∗ c) = 1 ∗ (b ∗ c)

จากตารางได้วา่ b ∗ (1 ∗ c) = b ∗ c = a = 1 ∗ a = 1 ∗ (b ∗ c)

ดังน้ัน b ∗ (1 ∗ c) = 1 ∗ (b ∗ c)

ดังน้ันได้วา่ X เปน็พชีคณติ BE

ให้ S1 = {1, a} และ S2 = {a, b}

พจิารณา S1 = {1, a} จากตารางได้วา่

1 ∗ 1 = 1 ∈ S1, 1 ∗ a = a ∈ S1, a ∗ 1 = 1 ∈ S1, a ∗ a = 1 ∈ S1

จะได้วา่ S1 เปน็พชีคณติยอ่ยของ X เน ือ่งจาก x ∗ y ∈ S1 สำหรับทกุ x, y ∈ S1

พจิารณา S2 = {a, b} จากตารางได้วา่

a ∗ a = 1 /∈ S2

ดังน้ัน S2 ไมเ่ปน็พชีคณติยอ่ยของ X

บทนยิาม 2.21 ให้ X เปน็พชีคณติ BE และให้ F เปน็เซตยอ่ยของ X ทีไ่มใ่ชเ่ซตวา่งจะเรยีก F วา่เปน็ ตัวกรอง

(filter) ถ้าสอดคล้องกับเง ือ่นไขดังตอ่ไปนี้

(F1) 1 ∈ F

(F2) ถ้า x ∗ y ∈ F และ x ∈ F แล้ว y ∈ F สำหรับทกุ x, y ∈ X

(นัน่คอื ถ้า y /∈ F แล้ว x /∈ F หรอื x ∗ y /∈ F )

บทนยิาม 2.22 ให้ X เปน็พชีคณติ BE และ f : X → X จะเรยีก f วา่เปน็ ตัวคณู (multiplier) ของ X ถ้า

f(x ∗ y) = x ∗ f(y)

สำหรับทกุ x, y ∈ X

บทต้ัง 2.23 [3] ให้ X เปน็พชีคณติ BE ถ้า f เปน็ตัวคณูของ X แล้ว f(1) = 1

บทนยิาม 2.24 ให้ X เปน็พชีคณติ BE และ f เปน็ตัวคณูของ X นยิาม เคอรเ์นล (kernel) ดังน ี้

Ker(f) := {x ∈ X | f(x) = 1}

บทต้ัง 2.25 [3] ให้ X เปน็พชีคณติ BE ถ้า f เปน็ตัวคณูของ X แล้ว Ker(f) เปน็พชีคณติยอ่ยของ X
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บทนยิาม 2.26 ให้X เปน็พชีคณติBE และ f : X → X จะเรยีก f วา่เปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน (homomorphism)

ถ้า

f(x ∗ y) = f(x) ∗ f(y)

สำหรับทกุ x, y ∈ X

ทฤษฎบีท 2.27 [3] ให้ X เปน็พชีคณติ BE ถ้า f เปน็ตัวคณูและฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของ X แล้ว Ker(f) เปน็

ตัวกรองของ X

บทนยิาม 2.28 ให้ X เปน็พชีคณติ BE และ f เปน็ตัวคณูของ X นยิาม

Ff = {x ∈ X | f(x) = x}

จะเรยีก Ff วา่เปน็เซตของจดุตรงึ (set of fixed points) ของ f

บทต้ัง 2.29 [3] ให้ X เปน็พชีคณติ BE ถ้า f เปน็ตัวคณูของ X แล้ว Ff เปน็พชีคณติยอ่ยของ X
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บทที่ 3

พชีคณติ PSRU (PSRU -algebras)

3.1 บทนยิามและตัวอยา่งของพชีคณติ PSRU

บทนยิาม 3.1 ให้ X เปน็เซตทีไ่มเ่ปน็เซตวา่งโดยที่ ∗ เปน็การดำเนนิการทวภิาค และ 1 ∈ X จะเรยีกวา่ (X; ∗, 1) วา่

เปน็ พชีคณติ PSRU (PSRU -algebra) ถ้า

(PSRU1) x ∗ 1 = 1 สำหรับทกุ x ∈ X

(PSRU2) x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z) สำหรับทกุ x, y, z ∈ X

ตอ่ไปนี้จะให้ X แทนพชีคณติ PSRU (X ;∗,1)

บทต้ัง 3.2 ทกุพชีคณติ BE เปน็พชีคณติ PSRU

พิสจูน์. ให้ X เปน็พชีคณติ BE จะได้วา่ (BE1) - (BE4) เปน็จรงิ

จาก (BE2) ได้วา่ x ∗ 1 = 1 สำหรับทกุ x ∈ X นัน่คอื (PSRU1) เปน็จรงิ

และจาก (BE4) ได้วา่ x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z) สำหรับทกุ x, y, z ∈ X นัน่คอื (PSRU2) เปน็จรงิ

ดังน้ัน X เปน็พชีคณติ PSRU

บทกลับของบทต้ัง 3.2 ไมจ่รงิ โดยทัว่ไปพชีคณติ PSRU ไมจ่ำเปน็ต้องเปน็พชีคณติ BE ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

11



ตัวอยา่ง 3.3 ให้ X = {1, b, c, d, e} และกำหนดการดำเนนิการ ∗ ดังตารางตอ่ไปนี้

* 1 b c d e

1 1 1 1 1 1

b 1 b b b b

c 1 b d e c

d 1 b c d e

e 1 b e c d

จะแสดงวา่ X เปน็พชีคณติ PSRU

1. จากตารางได้วา่ 1 ∗ 1 = 1, b ∗ 1 = 1, c ∗ 1 = 1, d ∗ 1 = 1, e ∗ 1 = 1

นัน่คอื x ∗ 1 = 1 สำหรับทกุ x ∈ X

ดังน้ัน (PSRU1) เปน็จรงิ

2. จะพสิจูน์ (PSRU2) เปน็จรงิ

นัน่คอืจะพสิจูนว์า่ x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z) สำหรับทกุ x, y, z ∈ X

สามารถพสิจูนไ์ด้ท้ังหมด 5 x 5 x 5 = 125 กรณยีอ่ย สามารถพจิารณาได้ 5 กรณใีหญ่ ดังตอ่ไปนี้

กรณี 1: x = 1 จะได้วา่

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ (y ∗ 1) = x ∗ 1 = 1 = y ∗ 1 = y ∗ (x ∗ 1) = y ∗ (x ∗ z)

ซึง่ได้ท้ังหมด 25 กรณยีอ่ย

กรณี 2: x = b จะได้วา่

x ∗ (y ∗ z) = b ∗ (y ∗ z) =






1 ถ้า y = 1 หรอื z = 1

b ถ้า y )= 1 และ z )= 1

y ∗ (x ∗ z) = y ∗ (b ∗ z) =






y ∗ 1 = 1 ถ้า y = 1 หรอื z = 1

y ∗ b = b ถ้า y )= 1 และ z )= 1

ดังน้ัน x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z)
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จะได้ท้ังหมด 25 กรณยีอ่ย

กรณี 3: x = c จะได้กรณยีอ่ยท้ังหมด 25 กรณี ในทีน่ ี้จะแสดง 3 กรณี ดังนี้

กรณี 3.1: y = 1 และ z = b จะแสดงวา่ c ∗ (1 ∗ b) = 1 ∗ (c ∗ b)

จากตารางได้วา่ c ∗ (1 ∗ b) = c ∗ 1 = 1 = 1 ∗ b = 1 ∗ (c ∗ b)

ดังน้ัน c ∗ (1 ∗ b) = 1 ∗ (c ∗ b)

กรณี 3.2: y = b และ z = d จะแสดงวา่ c ∗ (b ∗ d) = b ∗ (c ∗ d)

จากตารางได้วา่ c ∗ (b ∗ d) = c ∗ b = b = b ∗ e = b ∗ (c ∗ d)

ดังน้ัน c ∗ (b ∗ d) = b ∗ (c ∗ d)

กรณี 3.3: y = d และ z = e จะแสดงวา่ c ∗ (d ∗ e) = d ∗ (c ∗ e)

จากตารางได้วา่ c ∗ (d ∗ e) = c ∗ e = c = d ∗ c = d ∗ (c ∗ e)

ดังน้ัน c ∗ (d ∗ e) = d ∗ (c ∗ e)

กรณี 4: x = d จะได้กรณยีอ่ยท้ังหมด 25 กรณี ในทีน่ ี้จะแสดง 3 กรณี ดังนี้

กรณี 4.1: y = c และ z = e จะแสดงวา่ d ∗ (c ∗ e) = c ∗ (d ∗ e)

จากตารางได้วา่ d ∗ (c ∗ e) = d ∗ c = c = c ∗ e = c ∗ (d ∗ e)

ดังน้ัน d ∗ (c ∗ e) = c ∗ (d ∗ e)

กรณี 4.2: y = 1 และ z = c จะแสดงวา่ d ∗ (1 ∗ c) = 1 ∗ (d ∗ c)

จากตารางได้วา่ d ∗ (1 ∗ c) = d ∗ 1 = 1 = 1 ∗ c = 1 ∗ (d ∗ c)

ดังน้ัน d ∗ (1 ∗ c) = 1 ∗ (d ∗ c)

กรณี 4.3: y = e และ z = b จะแสดงวา่ d ∗ (e ∗ b) = e ∗ (d ∗ b)

จากตารางได้วา่ d ∗ (e ∗ b) = d ∗ b = b = e ∗ b = e ∗ (d ∗ b)

ดังน้ัน d ∗ (e ∗ b) = e ∗ (d ∗ b)

กรณี 5: x = e จะได้กรณยีอ่ยท้ังหมด 25 กรณี ในทีน่ ี้จะแสดง 3 กรณี ดังนี้

กรณี 5.1: y = c และ z = b จะแสดงวา่ e ∗ (c ∗ b) = c ∗ (e ∗ b)

จากตารางได้วา่ e ∗ (c ∗ b) = e ∗ b = b = c ∗ b = c ∗ (e ∗ b)

ดังน้ัน e ∗ (c ∗ b) = c ∗ (e ∗ b)
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กรณี 5.2: y = d และ z = c จะแสดงวา่ e ∗ (d ∗ c) = d ∗ (e ∗ c)

จากตารางได้วา่ e ∗ (d ∗ c) = e ∗ c = e = d ∗ e = d ∗ (e ∗ c)

ดังน้ัน e ∗ (d ∗ c) = d ∗ (e ∗ c)

กรณี 5.3: y = 1 และ z = e จะแสดงวา่ e ∗ (1 ∗ e) = 1 ∗ (e ∗ e)

จากตารางได้วา่ e ∗ (1 ∗ e) = e ∗ 1 = 1 = 1 ∗ d = 1 ∗ (e ∗ e)

ดังน้ัน e ∗ (1 ∗ e) = 1 ∗ (e ∗ e)

ได้วา่ X เปน็พชีคณติ PSRU

จากตารางจะเหน็วา่ c ∗ c = d )= 1

นัน่คอื (BE1) ไมเ่ปน็จรงิ

ดังน้ัน X ไมเ่ปน็พชีคณติ BE

ตัวอยา่ง 3.4 ให้ X = R และกำหนดการดำเนนิการทวภิาค ∗ ดังน ี้

x ∗ y =






y

x
; x, y /∈ {0}

0 ; อ ืน่ ๆ

จะแสดงวา่ (X ; ∗, 0) เปน็พชีคณติ PSRU

ให้ x, y, z ∈ X

ได้วา่ x ∗ 0 = 0

ดังน้ัน (PSRU1) เปน็จรงิ

ตอ่ไปจะแสดงวา่ (PSRU2) เปน็จรงิ โดยพจิารณาเปน็ 2 กรณใีหญ่ ดังตอ่ไปนี้

กรณี 1: x, y, z /∈ {0} ได้วา่

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ z

y
=

z

y
x

=
z

xy

และ

y ∗ (x ∗ z) = y ∗ z

x
=

z

x
y

=
z

xy

ได้วา่ x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z)

กรณี 2: x = 0 หรอื y = 0 หรอื z = 0 จะแสดงวา่ x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z)
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กรณี 2.1: x = 0 ได้วา่

x ∗ (y ∗ z) = 0 ∗ (y ∗ z) = 0 = y ∗ 0 = y ∗ (0 ∗ z) = y ∗ (x ∗ z)

กรณี 2.2: y = 0 ได้วา่

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ (0 ∗ z) = x ∗ 0 = 0 = 0 ∗ (x ∗ z) = y ∗ (x ∗ z)

กรณี 2.3: z = 0 ได้วา่

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ (y ∗ 0) = x ∗ 0 = 0 = y ∗ 0 = y ∗ (x ∗ 0) = y ∗ (x ∗ z)

ดังน้ัน (PSRU2) เปน็จรงิ

สรปุได้วา่ (X ; ∗, 0) เปน็พชีคณติ PSRU

บทนยิาม 3.5 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU จะกำหนดความสัมพันธ์ ” ≤ ” โดย

x ≤ y กต็อ่เม ือ่ x ∗ y = 1

สำหรับทกุ x, y ∈ X

ตัวอยา่ง 3.6 ให้ X = {1, b, c, d, e} และกำหนดการดำเนนิการ ∗ ดังตารางตอ่ไปนี้

* 1 b c d e

1 1 1 1 1 1

b 1 b b b b

c 1 b d e c

d 1 b c d e

e 1 b e c d

จากตัวอยา่ง 3.3 ได้วา่ X เปน็พชีคณติ PSRU

จากตารางได้วา่ 1 ∗ x = 1 และ x ∗ 1 = 1 สำหรับทกุ x ∈ X

ดังน้ัน 1 ≤ x และ x ≤ 1 สำหรับทกุ x ∈ X

15



ตัวอยา่ง 3.7 ให้ X = R และกำหนดการดำเนนิการทวภิาค ∗ ดังน ี้

x ∗ y =






y

x
; x, y /∈ {0}

0 ; อ ืน่ ๆ

จากตัวอยา่ง 3.4 จะได้วา่ X เปน็พชีคณติ PSRU

จาก x ∗ 0 = 0 ทกุ x ∈ X ได้วา่ x ≤ 0 สำหรับทกุ x ∈ X

จาก 0 ∗ x = 0 ทกุ x ∈ X ได้วา่ 0 ≤ x สำหรับทกุ x ∈ X

บทนยิาม 3.8 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ S เปน็เซตยอ่ยของ X ทีไ่มเ่ปน็เซตวา่ง จะเรยีก S วา่เปน็ พชีคณติ

ยอ่ย (subalgebra) ของ X ถ้า x ∗ y ∈ S สำหรับทกุ x, y ∈ S

ตัวอยา่ง 3.9 ให้ X = {1, a, b} กำหนดการดำเนนิการทวภิาค ∗ ดังตารางตอ่ไปนี้

* 1 a b

1 1 a b

a 1 1 1

b 1 1 1

กอ่นอืน่จะแสดงวา่ X เปน็พชีคณติ PSRU

1. จากตารางได้วา่ 1 ∗ 1 = 1, a ∗ 1 = 1, b ∗ 1 = 1

นัน่คอื x ∗ 1 = 1 สำหรับทกุ x ∈ X

ดังน้ัน (PSRU1) เปน็จรงิ

2. จะพสิจูนว์า่ (PSRU2) เปน็จรงิ

นัน่คอืจะพสิจูนว์า่ x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z) สำหรับทกุ x, y, z ∈ X

ซึง่สามารถพสิจูนไ์ด้ท้ังหมด 3 x 3 x 3 = 27 กรณยีอ่ย สามารถพจิารณาได้ 3 กรณใีหญ่ ดังตอ่ไปนี้

กรณี 1: z = 1 จะได้วา่

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ (y ∗ 1) = x ∗ 1 = 1 = y ∗ 1 = y ∗ (x ∗ 1) = y ∗ (x ∗ z)

ซึง่ได้ท้ังหมด 9 กรณยีอ่ย
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กรณี 2: กรณี z = a จะได้กรณยีอ่ยท้ังหมด 9 กรณี ในทีน่ ี้จะแสดง 3 กรณี ดังนี้

กรณี 2.1: x = 1 และ y = b จะแสดงวา่ 1 ∗ (b ∗ a) = b ∗ (1 ∗ a)

จากตารางได้วา่ 1 ∗ (b ∗ a) = 1 ∗ 1 = 1 = b ∗ a = b ∗ (1 ∗ a)

ดังน้ัน 1 ∗ (b ∗ a) = b ∗ (1 ∗ a)

กรณี 2.2: x = a และ y = b จะแสดงวา่ a ∗ (b ∗ a) = b ∗ (a ∗ a)

จากตารางได้วา่ a ∗ (b ∗ a) = a ∗ 1 = 1 = b ∗ 1 = b ∗ (a ∗ a)

ดังน้ัน a ∗ (b ∗ a) = b ∗ (a ∗ a)

กรณี 2.3: x = b และ y = 1 จะแสดงวา่ b ∗ (1 ∗ a) = 1 ∗ (b ∗ a)

จากตารางได้วา่ b ∗ (1 ∗ a) = b ∗ a = 1 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (b ∗ a)

ดังน้ัน b ∗ (1 ∗ a) = 1 ∗ (b ∗ a)

กรณี 3: กรณี z = b จะได้กรณยีอ่ยท้ังหมด 9 กรณี ในทีน่ ี้จะแสดง 3 กรณี ดังนี้

กรณี 3.1: x = 1 และ y = a จะแสดงวา่ 1 ∗ (a ∗ b) = a ∗ (1 ∗ b)

จากตารางได้วา่ 1 ∗ (a ∗ b) = 1 ∗ 1 = 1 = a ∗ b = a ∗ (1 ∗ b)

ดังน้ัน 1 ∗ (a ∗ b) = a ∗ (1 ∗ b)

กรณี 3.2: x = a และ y = 1 จะแสดงวา่ a ∗ (1 ∗ b) = 1 ∗ (a ∗ b)

จากตารางได้วา่ a ∗ (1 ∗ b) = a ∗ b = 1 = 1 ∗ 1 = 1 ∗ (a ∗ b)

ดังน้ัน a ∗ (1 ∗ b) = 1 ∗ (a ∗ b)

กรณี 3.3: x = b และ y = a จะแสดงวา่ b ∗ (a ∗ b) = a ∗ (b ∗ b)

จากตารางได้วา่ b ∗ (a ∗ b) = b ∗ 1 = 1 = a ∗ 1 = a ∗ (b ∗ b)

ดังน้ัน b ∗ (a ∗ b) = a ∗ (b ∗ b)

สรปุได้วา่ X เปน็พชีคณติ PSRU

ให้ S1 = {1, a} และ S2 = {a, b}

พจิารณา S1 = {1, a} จากตารางได้วา่

1 ∗ 1 = 1 ∈ S1, 1 ∗ a = a ∈ S1, a ∗ 1 = 1 ∈ S1, a ∗ a = 1 ∈ S1

จะได้วา่ S1 เปน็พชีคณติยอ่ยของ X เน ือ่งจาก x ∗ y ∈ S1 สำหรับทกุ x, y ∈ S1
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พจิารณา S2 = {a, b} ได้วา่ a ∗ b = 1 /∈ S2

ดังน้ัน S2 ไมเ่ปน็พชีคณติยอ่ยของ X

จากบทต้ัง 2.19 ได้วา่ทกุพชีคณติยอ่ยของพชีคณติ BE จะมี 1 เปน็สมาชกิเสมอ แตส่ำหรับพชีคณติยอ่ยของ

พชีคณติ PSRU ไมจ่ำเปน็ต้องมี 1 ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 3.10 ให้ X = {1, b, c, d, e} และกำหนดการดำเนนิการ ∗ ดังตารางตอ่ไปนี้

* 1 b c d e

1 1 1 1 1 1

b 1 b b b b

c 1 b d e c

d 1 b c d e

e 1 b e c d

จากตัวอยา่ง 3.3 ได้วา่ X เปน็พชีคณติ PSRU

ให้ S = {b, d} จากตารางจะได้วา่

b ∗ b = b ∈ S, b ∗ d = b ∈ S, d ∗ b = b ∈ S, d ∗ d = d ∈ S

จะได้วา่ S เปน็พชีคณติยอ่ยของ X แต่ 1 /∈ S

3.2 การแจกแจงในตัวและตัวกรองในพชีคณติ PSRU

บทนยิาม 3.11 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU จะเรยีก X วา่ม ี การแจกแจงในตัว (self distributive) ถ้า

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ (x ∗ z)

สำหรับทกุ x, y, z ∈ X

บทนยิาม 3.12 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU จะเรยีกสมาชกิ 1 ใน X วา่เปน็เอกลักษณซ้์าย (left identity) ถ้า

1 ∗ x = x

สำหรับทกุ x ∈ X
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พชีคณติ PSRU ไมจ่ำเปน็ต้องมสีมบัตแิจกแจงในตัวหรอืม ี 1 เปน็เอกลักษณซ้์ายดังตัวอยา่ง 3.10 จะเหน็วา่

1 ∗ x = 1 )= x สำหรับทกุ x ∈ X − {1} นัน่คอื 1 ไมเ่ปน็เอกลักษณซ้์ายใน X และจาก

e ∗ (c ∗ d) = e ∗ e = d )= e = e ∗ c = (e ∗ c) ∗ (e ∗ d)

ได้วา่ X ไมม่กีารแจกแจงในตัว

ตอ่ไปจะเปน็ตัวอยา่งของพชีคณติ PSRU ทีม่กีารแจกแจงในตัว

ตัวอยา่ง 3.13 ให้ X = {1, a} กำหนดการดำเนนิการทวภิาค ∗ ดังตารางตอ่ไปนี้

* 1 a

1 1 a

a 1 a

กอ่นอืน่จะแสดงวา่ X เปน็พชีคณติ PSRU

1. จากตารางได้วา่ 1 ∗ 1 = 1, a ∗ 1 = 1

นัน่คอื x ∗ 1 = 1 สำหรับทกุ x ∈ X

ดังน้ัน (PSRU1) เปน็จรงิ

2. จะพสิจูน์ (PSRU2) เปน็จรงิ

นัน่คอืจะพสิจูนว์า่ x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z) สำหรับทกุ x, y, z ∈ X

ซึง่สามารถพสิจูนไ์ด้ท้ังหมด 2 x 2 x 2 = 8 กรณยีอ่ย สามารถพจิารณาได้ 2 กรณใีหญ่ ดังตอ่ไปนี้

กรณี 1: z = 1 จากตารางได้วา่

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ (y ∗ 1) = x ∗ 1 = 1 = y ∗ 1 = y ∗ (x ∗ 1) = y ∗ (x ∗ z)

ซึง่ได้ท้ังหมด 4 กรณยีอ่ย

กรณี 2: z = a จากตารางได้วา่

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ (y ∗ a) = x ∗ a = a = y ∗ a = y ∗ (x ∗ a) = y ∗ (x ∗ z)

ซึง่ได้ท้ังหมด 4 กรณยีอ่ย

นัน่คอื x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (x ∗ z) สำหรับทกุ x, y, z ∈ X

ได้วา่ X เปน็พชีคณติ PSRU
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ตอ่ไปจะแสดงวา่ X มสีมบัตกิารแจกแจงในตัว

นัน่คอืจะพสิจูนว์า่ x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ (x ∗ z) สำหรับทกุ x, y, z ∈ X

ซึง่สามารถพสิจูนไ์ด้ท้ังหมด 2 x 2 x 2 = 8 กรณยีอ่ย สามารถพจิารณาได้ 2 กรณใีหญ่ ดังตอ่ไปนี้

กรณี 1: z = 1 จากตารางได้วา่

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ (y ∗ 1) = x ∗ 1 = 1 = (x ∗ y) ∗ 1 = (x ∗ y) ∗ (x ∗ 1) = (x ∗ y) ∗ (x ∗ z)

ซึง่ได้ท้ังหมด 4 กรณยีอ่ย

กรณี 2: z = a จากตารางได้วา่

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ (y ∗ a) = x ∗ a = a = (x ∗ y) ∗ a = (x ∗ y) ∗ (x ∗ a) = (x ∗ y) ∗ (x ∗ z)

ซึง่ได้ท้ังหมด 4 กรณยีอ่ย

สรปุได้วา่ X มสีมบัตกิารแจกแจงในตัว

นอกจากนี้จะเหน็วา่ 1 เปน็เอกลักษณซ้์าย เนือ่งจาก 1 ∗ 1 = 1 และ 1 ∗ a = a

บทต้ัง 3.14 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่กีารแจกแจงในตัว จะได้วา่ข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ

1. ถ้า x ≤ y แล้ว z ∗ x ≤ z ∗ y สำหรับทกุ x, y, z ∈ X

2. ถ้า z ≤ x แล้ว y ∗ z ≤ (z ∗ x) ∗ (y ∗ x) สำหรับทกุ x, y, z ∈ X

พิสจูน์. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่กีารแจกแจงในตัว

1. ให้ x, y, z ∈ X โดยที่ x ≤ y ได้วา่ x ∗ y = 1

พจิารณา

(z ∗ x) ∗ (z ∗ y) = z ∗ (x ∗ y) (จาก X มสีมบัตกิารแจกแจงในตัว)

= z ∗ 1 (จาก x ∗ y = 1)

= 1 (จาก PSRU1)

จากบทนยิาม 3.5 ได้วา่ z ∗ x ≤ z ∗ y

2. ให้ x, y, z ∈ X ที่ z ≤ x ได้วา่ z ∗ x = 1
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พจิารณา

(y ∗ x) ∗ [(z ∗ x) ∗ (y ∗ x)] = (z ∗ x) ∗ [(y ∗ z) ∗ (y ∗ x)] (จาก PSRU2)

= (z ∗ x) ∗ [y ∗ (z ∗ x)] (จาก X มสีมบัตกิารแจกแจงในตัว)

= (z ∗ x) ∗ (y ∗ 1) (จาก z ∗ x = 1)

= (z ∗ x) ∗ 1 (จาก PSRU1)

= 1 (จาก PSRU1)

จากบทนยิาม 3.5 ได้วา่ (y ∗ z) ≤ (z ∗ x) ∗ (y ∗ x)

บทต้ัง 3.15 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่สีมบัต ิ x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X จะได้วา่ x ∗ (y ∗ x) = 1 นัน่คอื

x ≤ y ∗ x สำหรับทกุ x, y ∈ X

พิสจูน์. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่สีมบัต ิ x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X

ให้ x, y ∈ X

พจิารณา

x ∗ (y ∗ x) = y ∗ (x ∗ x) (จาก PSRU2)

= y ∗ 1 (จากสมบัติ x ∗ x = 1)

= 1 (จาก PSRU1)

จะได้วา่ x ∗ (y ∗ x) = 1

นัน่คอื x ≤ y ∗ x สำหรับทกุ x, y ∈ X

บทนยิาม 3.16 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และให้ F เปน็เซตยอ่ยของ X ที่ไม ่เปน็เซตวา่งจะเรยีก F วา่เปน็

ตัวกรอง (filter) ถ้าสอดคล้องกับเง ือ่นไขดังตอ่ไปนี้

(F1) 1 ∈ F

(F2) ถ้า x ∗ y ∈ F และ x ∈ F แล้ว y ∈ F สำหรับทกุ x, y ∈ X

(นัน่คอื ถ้า y /∈ F แล้ว x /∈ F หรอื x ∗ y /∈ F )

21



ตัวอยา่ง 3.17 ให้ X = {1, a, b} กำหนดการดำเนนิการทวภิาค ∗ ดังตารางตอ่ไปนี้

* 1 a b

1 1 a b

a 1 1 1

b 1 1 1

จากตัวอยา่ง 3.9 ได้วา่ X เปน็พชีคณติ PSRU

ให้ F1 = {1} และ F2 = {1, a}

จะแสดงวา่ F1 เปน็ตัวกรองของ X แต่ F2 ไมเ่ปน็ตัวกรองของ X

1. จะแสดงวา่ F1 เปน็ตัวกรองของ X

จาก F1 = {1} ได้วา่ 1 ∈ F1

นัน่คอื (F1) เปน็จรงิ

ตอ่ไปจะพสิจูนว์า่ (F2) เปน็จรงิ นัน่คอืจะแสดงวา่ถ้า x ∗ y ∈ F1 และ x ∈ F1 แล้ว y ∈ F1

ให้ x, y ∈ X โดยที่ x ∗ y ∈ F1 และ x ∈ F1

ได้วา่ x ∗ y = 1 และ x = 1

นัน่คอื 1 ∗ y = 1

จากตารางได้วา่ y = 1 ∈ F1

ดังน้ันถ้า x ∗ y ∈ F1 และ x ∈ F1 แล้ว y ∈ F1 ทำให้ได้วา่ (F2) เปน็จรงิ

สรปุได้วา่ F1 เปน็ตัวกรองของ X

2. จะแสดงวา่ F2 ไมเ่ปน็ตัวกรองของ X

จาก F2 = {1, a} ได้วา่ 1 ∈ F2

นัน่คอื (F1) เปน็จรงิ

จาก a ∗ b = 1 ∈ F2 และ a ∈ F2 แต่ b /∈ F2 ทำให้ได้วา่ (F2) ไมเ่ปน็จรงิ

สรปุได้วา่ F2 ไมเ่ปน็ตัวกรองของ X

หมายเหตุ : พชีคณติยอ่ยไมจ่ำเปน็ต้องเปน็ตัวกรอง ดังตัวอยา่ง 3.17 ได้วา่ F2 เปน็พชีคณติยอ่ย เนือ่งจากมี

สมบัตปิดิ แต ่ F2 ไมเ่ปน็ตัวกรอง
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บทต้ัง 3.18 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่ ี 1 เปน็เอกลักษณ์ซ้ายและมสีมบัติ x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X ถ้า

F เปน็ตัวกรองของ X แล้ว F เปน็พชีคณติยอ่ยของ X

พิสจูน์. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่ ี 1 เปน็เอกลักษณซ้์ายและมสีมบัติ x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X

ให้ F เปน็ตัวกรองของ X จะแสดงวา่ F เปน็พชีคณติยอ่ยของ X

ให้ x, y ∈ F จะแสดงวา่ x ∗ y ∈ F

จากบทต้ัง 3.15 ได้วา่ y ∗ (x ∗ y) = 1

จาก (F1) ได้วา่ 1 ∈ F ดังน้ัน y ∗ (x ∗ y) ∈ F

จาก y ∗ (x ∗ y) ∈ F และ y ∈ F โดย (F2) ได้วา่ x ∗ y ∈ F

ดังน้ัน F เปน็พชีคณติยอ่ยของ X

3.3 ตัวคณูและฟงักชั์นสาทสิสัณฐานในพชีคณติ PSRU

บทนยิาม 3.19 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ f : X → X จะเรยีก f วา่เปน็ ตัวคณู (multiplier) ของ X ถ้า

f(x ∗ y) = x ∗ f(y)

สำหรับทกุ x, y ∈ X

บทนยิาม 3.20 ให้X เปน็พชีคณติ PSRU และ f : X → X จะเรยีก f วา่เปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน (homomor-

phisms) ถ้า

f(x ∗ y) = f(x) ∗ f(y)

สำหรับทกุ x, y ∈ X
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ตัวอยา่ง 3.21 ให้ X = {1, a, b, c} กำหนดการดำเนนิการทวภิาค ∗ ดังตารางตอ่ไปนี้

* 1 a b c

1 1 a b c

a 1 1 a a

b 1 1 1 a

c 1 1 a 1

จากตัวอยา่ง 2.20 ได้วา่ X เปน็พชีคณติ BE จงึทำให้ได้วา่ X เปน็พชีคณติ PSRU

กำหนดฟงักชั์น f : X → X และ g : X → X โดย

f(x) =






1 ถ้า x = 1, a, c

a ถ้า x = b

และ g(x) =






1 ถ้า x = 1, a, c

b ถ้า x = b

จะแสดงวา่ f เปน็ตัวคณูของ X

นัน่คอืจะแสดงวา่ f(x ∗ y) = x ∗ f(y) สำหรับทกุ x, y ∈ X ซึง่สามารถพสิจูนไ์ด้ท้ังหมด 4 x 4 = 16 กรณี ในทีน่ ี้จะ

แสดง 6 กรณี ดังตอ่ไปนี้

กรณี 1: x = 1 และ y = a จะแสดงวา่ f(1 ∗ a) = 1 ∗ f(a)

จากตารางได้วา่ f(1 ∗ a) = f(a) = 1

และ 1 ∗ f(a) = 1 ∗ 1 = 1

จะได้วา่ f(1 ∗ a) = 1 ∗ f(a)

กรณี 2: x = a และ y = b จะแสดงวา่ f(a ∗ b) = a ∗ f(b)

จากตารางได้วา่ f(a ∗ b) = f(a) = 1

และ a ∗ f(b) = a ∗ a = 1

จะได้วา่ f(a ∗ b) = a ∗ f(b)

กรณี 3: x = b และ y = c จะแสดงวา่ f(b ∗ c) = b ∗ f(c)

จากตารางได้วา่ f(b ∗ c) = f(a) = 1

และ b ∗ f(c) = b ∗ 1 = 1

จะได้วา่ f(b ∗ c) = b ∗ f(c)
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กรณี 4: x = 1 และ y = b จะแสดงวา่ f(1 ∗ b) = 1 ∗ f(b)

จากตารางได้วา่ f(1 ∗ b) = f(b) = a

และ 1 ∗ f(b) = 1 ∗ a = a

จะได้วา่ f(1 ∗ b) = 1 ∗ f(b)

กรณี 5: x = a และ y = c จะแสดงวา่ f(a ∗ c) = a ∗ f(c)

จากตารางได้วา่ f(a ∗ c) = f(a) = 1

และ a ∗ f(c) = a ∗ 1 = 1

จะได้วา่ f(a ∗ c) = a ∗ f(c)

กรณี 6: x = 1 และ y = c จะแสดงวา่ f(1 ∗ c) = 1 ∗ f(c)

จากตารางได้วา่ f(1 ∗ c) = f(c) = 1

และ 1 ∗ f(c) = 1 ∗ 1 = 1

จะได้วา่ f(1 ∗ c) = 1 ∗ f(c)

สำหรับกรณที ีเ่หลอืสามารถพสิจูนไ์ด้เชน่กันวา่ f(x ∗ y) = x ∗ f(y)

ดังน้ัน f เปน็ตัวคณูของ X

ตอ่ไปจะพจิารณาฟงักชั์น g

จาก g(a ∗ b) = g(a) = 1 แต่ a ∗ g(b) = a ∗ b = a

นัน่คอื g(a ∗ b) )= a ∗ g(b)

ได้วา่ g ไมเ่ปน็ตัวคณูของ X
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ตอ่ไปจะพจิารณาวา่ f, g เปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานหรอืไม ่

พจิารณาฟงักชั์น f

จาก f(a ∗ b) = f(a) = 1

และ f(a) ∗ f(b) = 1 ∗ a = a

ดังน้ันจะได้วา่ f(a ∗ b) )= f(a) ∗ f(b)

นัน่คอื f ไมเ่ปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน

พจิารณาฟงักชั์น g

จาก g(a ∗ b) = g(a) = 1

และ g(a) ∗ g(b) = 1 ∗ b = b

นัน่คอื g(a ∗ b) )= g(a) ∗ g(b)

ดังน้ัน g ไมเ่ปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน

ตัวอยา่ง 3.22 ให้ X = {1, a} กำหนดการดำเนนิการทวภิาค ∗ ดังตารางตอ่ไปนี้

* 1 a

1 1 a

a 1 a

จากตัวอยา่ง 3.13 ได้วา่ X เปน็พชีคณติ PSRU

กำหนดฟงักชั์น f : X → X โดย f(x) = a สำหรับทกุ x ∈ X

จะแสดงวา่ f เปน็ตัวคณูและเปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของ X

นัน่คอืจะแสดงวา่ f(x ∗ y) = x ∗ f(y) และ f(x ∗ y) = f(x) ∗ f(y) สำหรับทกุ x, y ∈ X

ให้ x, y ∈ X ได้วา่

f(x ∗ y) = a = x ∗ a = x ∗ f(y)

และ

f(x ∗ y) = a = a ∗ a = f(x) ∗ f(y)

ดังน้ัน f เปน็ตัวคณูและเปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของ X
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บทต้ัง 3.23 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU จะได้วา่ฟงักชั์นเอกลักษณบ์น X และฟงักชั์นคา่คงตัวทีม่เีรนจเ์ปน็ {1} เปน็

ตัวคณูและเปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของ X

พิสจูน์. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU

ให้ x, y ∈ X ได้วา่

idX(x ∗ y) = x ∗ y = x ∗ idX(y)

และ

idX(x ∗ y) = x ∗ y = idX(x) ∗ idX(y)

ได้วา่ idX เปน็ตัวคณูและเปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของ X

และจะได้วา่

X1(x ∗ y) = 1

= x ∗ 1 (จาก PSRU1)

= x ∗X1(y) (จาก X1(y) = 1)

และ

X1(x ∗ y) = 1

= 1 ∗ 1 (จาก PSRU1)

= X1(x) ∗X1(y) (จาก X1(x) = 1, X1(y) = 1)

ได้วา่ X1 เปน็ตัวคณูและเปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของ X

บทต้ัง 3.24 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ที่ม ีการแจกแจงในตัวและให้ p ∈ X กำหนด αp : X → X โดย

αp(x) = p ∗ x สำหรับทกุ x ∈ X ได้วา่ αp เปน็ตัวคณูและเปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของ X

พิสจูน์. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่กีารแจกแจงในตัว

ให้ p ∈ X กำหนด αp : X → X โดย αp(x) = p ∗ x สำหรับทกุ x ∈ X
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ให้ x, y ∈ X ได้วา่

αp(x ∗ y) = p ∗ (x ∗ y)

= x ∗ (p ∗ y) (จาก PSRU2)

= x ∗ αp(y) (จาก αp(y) = p ∗ y)

และ

αp(x ∗ y) = p ∗ (x ∗ y)

= (p ∗ x) ∗ (p ∗ y) (จาก X มสีมบัตกิารแจกแจงในตัว)

= αp(x) ∗ αp(y) (จาก αp(x) = p ∗ x,αp(y) = p ∗ y)

ได้วา่ αp เปน็ตัวคณูและเปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของ X

ทฤษฎบีท 3.25 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ถ้า f และ g เปน็ตัวคณูของ X แล้ว f ◦ g เปน็ตัวคณูของ X

พิสจูน์. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ f, g เปน็ตัวคณูของ X

ให้ a, b ∈ X ได้วา่

(f ◦ g)(a ∗ b) = f(g(a ∗ b)) (จากบทนยิาม 2.12)

= f(a ∗ g(b)) (จาก g เปน็ตัวคณู)

= a ∗ f(g(b)) (จาก f เปน็ตัวคณู)

= a ∗ (f ◦ g)(b) (จากบทนยิาม 2.12)

ดังน้ัน f ◦ g เปน็ตัวคณูของ X
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ทฤษฎบีท 3.26 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ถ้า f และ g เปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของ X แล้ว f ◦ g เปน็ฟงักชั์น

สาทสิสัณฐานของ X

พิสจูน์. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ f, g เปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของ X

ให้ a, b ∈ X ได้วา่

(f ◦ g)(a ∗ b) = f(g(a ∗ b)) (จากบทนยิาม 2.12)

= f(g(a) ∗ g(b)) (จาก g เปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน)

= f(g(a)) ∗ f(g(b)) (จาก f เปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน)

= (f ◦ g)(a) ∗ (f ◦ g)(b) (จากบทนยิาม 2.12)

ดังน้ัน f ◦ g เปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของ X

บทนยิาม 3.27 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ x, y ∈ X นยิาม

x ∪ y = (y ∗ x) ∗ x

บทนยิาม 3.28 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ f1 : X → X และ f2 : X → X จะนยิาม f1 ∪ f2 : X → X

โดย

(f1 ∪ f2)(x) = f1(x) ∪ f2(x)

สำหรับทกุ x ∈ X

ตัวอยา่ง 3.29 ให้ X = {1, a, b, c} กำหนดการดำเนนิการทวภิาค ∗ ดังตารางตอ่ไปนี้

* 1 a b c

1 1 a b c

a 1 1 a a

b 1 1 1 a

c 1 1 a 1

จากตัวอยา่ง 2.20 ได้วา่ X เปน็พชีคณติ BE จงึทำให้ได้วา่ X เปน็พชีคณติ PSRU

ให้ x ∈ X จากตารางได้วา่
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1 ∪ x = (x ∗ 1) ∗ 1 = 1 ∗ 1 = 1,

x ∪ x = (x ∗ x) ∗ x = 1 ∗ x = x,

x ∪ 1 = (1 ∗ x) ∗ x = x ∗ x = 1

นอกจากนี้จะได้วา่

a ∪ b = (b ∗ a) ∗ a = 1 ∗ a = a,

b ∪ a = (a ∗ b) ∗ b = a ∗ b = a,

a ∪ c = (c ∗ a) ∗ a = 1 ∗ a = a,

c ∪ a = (a ∗ c) ∗ c = a ∗ c = a,

b ∪ c = (c ∗ b) ∗ b = a ∗ b = a,

c ∪ b = (b ∗ c) ∗ c = a ∗ c = a

กำหนดฟงักชั์น f : X → X และ g : X → X โดย

f(x) =






1 ถ้า x = 1, a, c

a ถ้า x = b

และ g(x) = X1(x) = 1 สำหรับทกุ x ∈ X

จากตัวอยา่ง 3.21 ได้วา่ f เปน็ตัวคณูของ X

และจากบทต้ัง 3.23 ได้วา่ g เปน็ตัวคณูของ X
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ให้ x ∈ X ได้วา่

(f ∪ g)(x) = f(x) ∪ g(x)

= (g(x) ∗ f(x)) ∗ f(x)

=






(1 ∗ 1) ∗ 1 ถ้า x = 1, a, c

(1 ∗ a) ∗ a ถ้า x = b

=






1 ถ้า x = 1, a, c

a ∗ a ถ้า x = b

= 1

= g(x)

ดังน้ัน f ∪ g = g

ทฤษฎบีท 3.30 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่กีารแจกแจงในตัว ถ้า f และ g เปน็ตัวคณูของ X แล้ว f ∪ g เปน็

ตัวคณูของ X

พิสจูน์. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่กีารแจกแจงในตัวและ f, g เปน็ตัวคณูของ X

ให้ a, b ∈ X ได้วา่

(f ∪ g)(a ∗ b) = f(a ∗ b) ∪ g(a ∗ b) (จากบทนยิาม 3.28)

= (a ∗ f(b)) ∪ (a ∗ g(b)) (จาก f, g เปน็ตัวคณู)

= [(a ∗ g(b)) ∗ (a ∗ f(b))] ∗ (a ∗ f(b)) (จากบทนยิาม 3.27)

= [a ∗ (g(b) ∗ f(b))] ∗ (a ∗ f(b)) (จาก X มสีมบัตกิารแจกแจงในตัว)

= a ∗ [(g(b) ∗ f(b)) ∗ f(b)] (จาก X มสีมบัตกิารแจกแจงในตัว)

= a ∗ [f(b) ∪ g(b)] (จากบทนยิาม 3.27)

= a ∗ (f ∪ g)(b) (จากบทนยิาม 3.28)

ดังน้ัน f ∪ g เปน็ตัวคณูของ X
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จากบทต้ัง 2.23 ได้วา่ ถ้า f เปน็ตัวคณูในพชีคณติ BE แล้ว f(1) = 1 แตใ่นพชีคณติ PSRU ไมจ่ำเปน็ที่

f(1) = 1 ดังตัวอยา่ง 3.22 จะเหน็วา่ f เปน็ตัวคณูของพชีคณติ PSRU ที่ f(1) = a )= 1

บทต้ัง 3.31 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่สีมบัต ิ x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X ถ้า f เปน็ตัวคณูของ X แล้ว

f(1) = 1

พิสจูน์. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่สีมบัต ิ x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X และให้ f เปน็ตัวคณูของ X

จาก 1 ∈ X และ f เปน็ตัวคณูของ X ได้วา่ f(1) ∈ X

พจิารณา

f(1) = f(f(1) ∗ 1) (จาก PSRU1)

= f(1) ∗ f(1) (จาก f เปน็ตัวคณู)

= 1 (จากสมบัติ x ∗ x = 1)

ดังน้ัน f(1) = 1

บทต้ัง 3.32 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่สีมบัต ิ x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X และ f เปน็ตัวคณูของ X จะได้วา่

ข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ

1. x ≤ f(x) สำหรับทกุ x ∈ X

2. ถ้า x ≤ y แล้ว x ≤ f(y) สำหรับทกุ x, y ∈ X

พิสจูน์. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่สีมบัต ิ x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X และให้ f เปน็ตัวคณูของ X

1. ให้ x ∈ X จะแสดงวา่ x ≤ f(x) นัน่คอืจะแสดงวา่ x ∗ f(x) = 1

พจิารณา

x ∗ f(x) = f(x ∗ x) (จาก f เปน็ตัวคณู)

= f(1) (จากสมบัติ x ∗ x = 1 )

= 1 (จากบทต้ัง 3.31)

ดังน้ัน x ≤ f(x)

2. ให้ x, y ∈ X โดยที่ x ≤ y จะได้วา่ x ∗ y = 1

จะแสดงวา่ x ≤ f(y) นัน่คอืจะแสดงวา่ x ∗ f(y) = 1
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พจิารณา

x ∗ f(y) = f(x ∗ y) (จาก f เปน็ตัวคณู)

= f(1) (จาก x ∗ y = 1 )

= 1 (จากบทต้ัง 3.31)

ดังน้ัน x ≤ f(y)

ข้อสังเกต จากบทต้ัง 3.32 ถ้าขาดสมบัติ x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X จะทำให้บทต้ัง 3.32 (1) ไมเ่ปน็จรงิ

ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 3.33 ให้ X = {1, a} กำหนดการดำเนนิการทวภิาค ∗ ดังตารางตอ่ไปนี้

* 1 a

1 1 a

a 1 a

จากตัวอยา่ง 3.13 ได้วา่ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีไ่มม่สีมบัต ิ x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X

กำหนดฟงักชั์น f : X → X โดย f(x) = a สำหรับทกุ x ∈ X

จากตัวอยา่ง 3.22 ได้วา่ f เปน็ตัวคณูและเปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน

จากตารางได้วา่

a ∗ f(a) = a ∗ a = a )= 1

ดังน้ัน a )≤ f(a)

นัน่คอื บทต้ัง 3.32 (1) ไมเ่ปน็จรงิ

3.4 เคอรเ์นลและเซตของจดุตรงึของตัวคณูในพชีคณติ PSRU

บทนยิาม 3.34 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ f เปน็ตัวคณูของ X นยิาม เคอรเ์นล (kernel) ดังน ี้

Ker(f) := {x ∈ X | f(x) = 1}
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บทนยิาม 3.35 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ f เปน็ตัวคณูของ X นยิาม

Ff = {x ∈ X | f(x) = x}

จะเรยีก Ff วา่เปน็เซตของจดุตรงึ (set of fixed points) ของ f

ตัวอยา่ง 3.36 ให้ X = {1, a, b, c} กำหนดการดำเนนิการทวภิาค ∗ ดังตารางตอ่ไปนี้

* 1 a b c

1 1 a b c

a 1 1 a a

b 1 1 1 a

c 1 1 a 1

จากตัวอยา่ง 2.20 ได้วา่ X เปน็พชีคณติ BE นัน่คอืจะเปน็พชีคณติ PSRU

กำหนดฟงักชั์น f : X → X โดย

f(x) =






1 ถ้า x = 1, a, c

a ถ้า x = b

จากตัวอยา่ง 3.21 ได้วา่ f เปน็ตัวคณูของ X

จาก f(1) = 1, f(a) = 1, f(c) = 1

จะได้วา่ Ker(f) = {1, a, c} และ Ff = {1}

จากบทต้ัง 2.25 และ 2.29 ได้วา่ ถ้า f เปน็ตัวคณูของพชีคณติ BE แล้ว Ker(f) และ Ff เปน็พชีคณติยอ่ย

นัน่คอื Ker(f) )= ∅ และ Ff )= ∅ แตส่ำหรับตัวคณู f ของพชีคณติ PSRU เซต Ker(f) หรอื Ff อาจจะเปน็เซต

วา่งได้ ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้
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ตัวอยา่ง 3.37 ให้ X = {1, a} กำหนดการดำเนนิการทวภิาค ∗ ดังตารางตอ่ไปนี้

* 1 a

1 1 a

a 1 a

จากตัวอยา่ง 3.13 ได้วา่ X เปน็พชีคณติ PSRU

กำหนดฟงักชั์น f : X → X โดย f(x) = a สำหรับทกุ x ∈ X

จากตัวอยา่ง 3.22 ได้วา่ f เปน็ตัวคณูของ X และ f(1) = a, f(a) = a

จะได้วา่ Ker(f) = ∅ และ Ff = {a}

ทฤษฎบีท 3.38 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ f เปน็ตัวคณูของ X จะได้วา่ข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ

1. ถ้า Ker(f) )= ∅ แล้ว Ker(f) เปน็พชีคณติยอ่ยของ X

2. ถ้า Ff )= ∅ แล้ว Ff เปน็พชีคณติยอ่ยของ X

พิสจูน์. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ f เปน็ตัวคณูของ X

1. สมมตใิห้ Ker(f) )= ∅ ให้ x, y ∈ Ker(f) จะได้วา่ f(x) = 1 และ f(y) = 1

พจิารณา

f(x ∗ y) = x ∗ f(y) (จาก f เปน็ตัวคณู)

= x ∗ 1 (จาก f(y) = 1)

= 1 (จาก PSRU1)

ได้วา่ x ∗ y ∈ Ker(f)

ดังน้ัน Ker(f) เปน็พชีคณติยอ่ยของ X

2. สมมตใิห้ Ff )= ∅ ให้ x, y ∈ Ff ได้วา่ f(x) = x และ f(y) = y

พจิารณา

f(x ∗ y) = x ∗ f(y) (จาก f เปน็ตัวคณู)

= x ∗ y (จาก f(y) = y)
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ดังน้ัน x ∗ y ∈ Ff

สรปุได้วา่ Ff เปน็พชีคณติยอ่ยของ X

ทฤษฎบีท 3.39 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่ ี 1 เปน็เอกลักษณซ้์ายและมสีมบัติ x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X ถ้า

f เปน็ตัวคณูทีเ่ปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของ X แล้ว Ker(f) เปน็ตัวกรองของ X

พิสจูน์. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่ ี 1 เปน็เอกลักษณซ้์ายและมสีมบัติ x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X

สมมตใิห้ f เปน็ตัวคณูทีเ่ปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของ X

จากบทต้ัง 3.31 ได้วา่ f(1) = 1 นัน่คอื 1 ∈ Ker(f)

ดังน้ัน (F1) เปน็จรงิ

ตอ่ไปจะแสดงวา่ (F2) เปน็จรงิ

นัน่คอืจะแสดงวา่ ถ้า x ∗ y ∈ Ker(f) และ x ∈ Ker(f) แล้ว y ∈ Ker(f) สำหรับทกุ x ∈ X

ให้ x, y ∈ X

สมมตใิห้ x ∗ y ∈ Ker(f) และ x ∈ Ker(f) จะได้วา่ f(x ∗ y) = 1 และ f(x) = 1

จะแสดงวา่ y ∈ Ker(f) นัน่คอืจะแสดงวา่ f(y) = 1

พจิารณา

f(y) = f(1 ∗ y) (จาก 1 เปน็เอกลักษณซ้์าย)

= 1 ∗ f(y) (จาก f เปน็ตัวคณู)

= f(x) ∗ f(y) (จาก f(x) = 1)

= f(x ∗ y) (จาก f เปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน)

= 1 (จาก f(x ∗ y) = 1)

ทำให้ได้วา่ (F2) เปน็จรงิ

ดังน้ัน Ker(f) เปน็ตัวกรองของ X

บทต้ังและทฤษฎบีทตา่ง ๆ ตอ่ไปนี้จะแสดงสมบัตบิางประการของเคอรเ์นลและเซตของจดุตรงึของตัวคณูใน

พชีคณติ PSRU

บทต้ัง 3.40 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ f เปน็ตัวคณูของ X ถ้าม ี x, y ∈ X ทีซ่ึง่ x ≤ y และ y ∈ Ker(f)

แล้ว f(1) = 1
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พิสจูน์. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ f เปน็ตัวคณูของ X

สมมตวิา่ม ี x, y ∈ X ที่ x ≤ y และ y ∈ Ker(f) จะได้วา่ x ∗ y = 1 และ f(y) = 1 จะแสดงวา่ f(1) = 1

พจิารณา

f(1) = f(x ∗ y) (จาก x ∗ y = 1)

= x ∗ f(y) (จาก f เปน็ตัวคณู)

= x ∗ 1 (จาก f(y) = 1)

= 1 (จาก PSRU1)

ดังน้ัน f(1) = 1

ทฤษฎบีท 3.41 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ f เปน็ตัวคณูของ X จะได้วา่ข้อความตอ่ไปนี้เปน็จรงิ

1. ถ้า x ≤ y และ y ∈ Ff แล้ว x ∗ y ∈ Ker(f)

2. ถ้า y ∈ Ker(f) แล้ว x ∗ y ∈ Ker(f)

3. ถ้า y ∈ Ff แล้ว x ∗ y ∈ Ff

สำหรับทกุ x, y ∈ X

พิสจูน์. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ f เปน็ตัวคณูของ X

ให้ x, y ∈ X

1. สมมตใิห้ x ≤ y และ y ∈ Ff ได้วา่ x ∗ y = 1 และ f(y) = y

จะแสดงวา่ x ∗ y ∈ Ker(f) นัน่คอืจะแสดงวา่ f(x ∗ y) = 1

พจิารณา

f(x ∗ y) = x ∗ f(y) (จาก f เปน็ตัวคณู)

= x ∗ y (จาก f(y) = y)

= 1 (จาก x ∗ y = 1)

ดังน้ัน x ∗ y ∈ Ker(f)

2. สมมตใิห้ y ∈ Ker(f) ได้วา่ f(y) = 1

จะแสดงวา่ x ∗ y ∈ Ker(f) นัน่คอืจะแสดงวา่ f(x ∗ y) = 1
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พจิารณา

f(x ∗ y) = x ∗ f(y) (จาก f เปน็ตัวคณู)

= x ∗ 1 (จาก f(y) = 1)

= 1 (จาก PSRU1)

ดังน้ัน x ∗ y ∈ Ker(f)

3. สมมตใิห้ y ∈ Ff ได้วา่ f(y) = y

จะแสดงวา่ x ∗ y ∈ Ff นัน่คอืจะแสดงวา่ f(x ∗ y) = x ∗ y

พจิารณา

f(x ∗ y) = x ∗ f(y) (จาก f เปน็ตัวคณู)

= x ∗ y (จาก f(y) = y)

ดังน้ัน x ∗ y ∈ Ff

บทต้ัง 3.42 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่สีมบัต ิ x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X ถ้า x ≤ y แล้ว x ∗ y ∈ Ker(f)

สำหรับทกุ x, y ∈ X

พิสจูน์. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่สีมบัต ิ x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X

สมมตใิห้ x, y ∈ X โดยที่ x ≤ y จะได้วา่ x ∗ y = 1

จะแสดงวา่ x ∗ y ∈ Ker(f) นัน่คอืจะแสดงวา่ f(x ∗ y) = 1

พจิารณา

f(x ∗ y) = f(1) (จาก x ∗ y = 1)

= 1 (จากบทต้ัง 3.31)

จะได้วา่ x ∗ y ∈ Ker(f)

บทต้ัง 3.43 ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ f เปน็ตัวคณูของ X ถ้า x ∈ Ff แล้ว x ∪ y ∈ Ff สำหรับทกุ

x, y ∈ X

พิสจูน์. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ f เปน็ตัวคณูของ X
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ให้ x, y ∈ X

สมมตใิห้ x ∈ Ff ได้วา่ f(x) = x

จะแสดงวา่ x ∪ y ∈ Ff นัน่คอืจะแสดงวา่ f(x ∪ y) = x ∪ y

พจิารณา

f(x ∪ y) = f((y ∗ x) ∗ x) (จากบทนยิาม 3.27)

= (y ∗ x) ∗ f(x) (จาก f เปน็ตัวคณู)

= (y ∗ x) ∗ x (จาก f(x) = x)

= x ∪ y (จากบทนยิาม 3.27)

ดังน้ัน x ∪ y ∈ Ff
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บทที่ 4

สรปุผลการศกึษา (Conclusion)

จากการศกึษานยิามและสมบัตติา่ง ๆ ของพชีคณติ PSRU ทีม่นียิามดังนี้ x ∗ 1 = 1 และ x ∗ (y ∗ z) =

y ∗ (x ∗ z) สำหรับทกุ x, y, z ∈ X เราได้พจิารณาสมบัตขิองพชีคณติยอ่ย ตัวกรอง การแจกแจงในตัว เอกลักษณซ้์าย

ตัวคณู และฟงักชั์นสาทสิสัณฐาน ทำให้ได้ผลการศกึษา ดังนี้

ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่กีารแจกแจงในตัว และ x, y, z ∈ X จะได้วา่

1. ถ้า x ≤ y แล้ว z ∗ x ≤ z ∗ y

2. ถ้า x ≤ z แล้ว y ∗ z ≤ (z ∗ x) ∗ (y ∗ x)

นอกจากนี้เม ือ่ศกึษาพชีคณติ PSRU ทีม่กีารแจกแจงในตัวและมสีมบัติ x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X และ

x, y, z ∈ X แล้วทำให้ได้วา่

1. x ≤ (y ∗ x)

2. ถ้า F เปน็ตัวกรองของ X แล้ว F เปน็พชีคณติยอ่ยของ X เม ือ่ X มี 1 เปน็เอกลักษณซ้์าย

นอกจากนี้ เราได้ศกึษาเก ีย่วกับตัวคณูและฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของพชีคณติ PSRU ฟงักชั์นประกอบ และ

การยเูนยีนของฟงักชั์น ได้ผลการศกึษาดังนี้

1. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ f, g เปน็ตัวคณูของ X จะได้วา่

• f ◦ g เปน็ตัวคณูของ X

• f ∪ g เปน็ตัวคณูของ X เม ือ่ X มกีารแจกแจงในตัว

2. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ถ้า f, g เปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของ X จะได้วา่ f ◦ g เปน็ฟงักชั์นสาทสิ-

สัณฐานของ X

3. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่สีมบัต ิ x ∗ x = 1 และ f เปน็ตัวคณูของ X จะได้วา่

• f(1) = 1

• x ≤ f(x) สำหรับทกุ x ∈ X

• ถ้า x ≤ y แล้ว x ≤ f(y) สำหรับทกุ x, y ∈ X
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สดุท้ายเราได้ศกึษาเก ีย่วกับเคอรเ์นลและเซตของจดุตรงึของตัวคณูในพชีคณติ PSRU และได้ผลดังนี้

1. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ f เปน็ตัวคณูของ X ได้วา่

• ถ้า Ker(f) = {x ∈ X | f(x) = 1} )= ∅ แล้ว Ker(f) เปน็พชีคณติยอ่ยของ X

• ถ้า Ff = {x ∈ X | f(x) = x} )= ∅ แล้ว Ff เปน็พชีคณติยอ่ยของ X

• ถ้า x ≤ y และ y ∈ Ff แล้ว x ∗ y ∈ Ker(f) สำหรับทกุ x, y ∈ X

• ถ้า y ∈ Ker(f) แล้ว x ∗ y ∈ Ker(f) สำหรับทกุ x, y ∈ X

• ถ้า y ∈ Ff แล้ว x ∗ y ∈ Ff สำหรับทกุ x, y ∈ X

• ถ้า x ∈ Ff แล้ว x ∪ y ∈ Ff สำหรับทกุ x, y ∈ X

2. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่ ี 1 เปน็เอกลักษณซ้์ายและมสีมบัติ x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X ถ้า f

เปน็ตัวคณูทีเ่ปน็ฟงักชั์นสาทสิสัณฐานของ X จะได้วา่ Ker(f) เปน็ตัวกรองของ X

3. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU และ f เปน็ตัวคณูของ X ถ้าม ี x, y ∈ X ทีซ่ึง่ x ≤ y และ y ∈ Ker(f)

แล้ว f(1) = 1

4. ให้ X เปน็พชีคณติ PSRU ทีม่สีมบัต ิ x ∗ x = 1 สำหรับทกุ x ∈ X ถ้า x ≤ y แล้ว x ∗ y ∈ Ker(f)

สำหรับทกุ x, y ∈ X
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Abstract

In this independent study, we study definitions and some properties of
PSRU -algebras. We also study the concept of multipliers and homomor-
phisms on PSRU -algebras their properties. Moreover, we study definitions
and some properties of the kernel and the set of fixed points of multipliers
of PSRU -algebras.

Definition 1
Let X be a nonempty set with a binary operation ú and 1 œ X. Then
X = (X ; ú, 1) is a PSRU-algebra if it satisfies the following identities:
(PSRU1) x ú 1 = 1
(PSRU2) x ú (y ú z) = y ú (x ú z)
for all x, y, z œ X.

We define a relation Æ on PSRU -algebras X by
x Æ y … x ú y = 1

for all x, y œ X.

Example 1
Let X = R with the binary operation ú defined by

x ú y =

8
>><

>>:

y

x
; x, y /œ {0}

0 ; otherwise.

Then X is a PSRU -algebra.

Definition 2
Let X be a PSRU -algebra and S be a nonempty subset of X. Then S is
said to be a subalgebra of X if x ú y œ S for all x, y œ S.

Definition 3
Let X be a PSRU -algebra. Then X is said to be self distributive if

x ú (y ú z) = (x ú y) ú (x ú z)
for all x, y, z œ X.

Definition 4
Let X be a PSRU -algebra and f : X æ X. Then f is called a multiplier
of X if f (x ú y) = x ú f (y) for all x, y œ X.

Definition 5
Let X be a PSRU -algebra and f : X æ X. Then f is called a homo-
morphisms of X if f (x ú y) = f (x) ú f (y) for all x, y œ X.

Definition 6
Let X be a PSRU -algebra and f be a multiplier on X. Define the kernel
of f as follow:

Ker(f ) = {x œ X | f (x) = 1}.

Definition 7
Let X be a PSRU -algebra and f be a multiplier on X. Define the set of
fixed points of f as follow:

Ff = {x œ X | f (x) = x}.

Theorem 1
Let X be a PSRU -algebra and f, g be multipliers on X. Then f ¶ g is a
multiplier on X.

Theorem 2
Let X be a PSRU -algebra and f, g be homomorphisms on X. Then f ¶ g

is a homomorphism on X.

Example 2
Let X = {1, a, b, c} be a set with the following table:

* 1 a b c

1 1 a b c

a 1 1 a a

b 1 1 1 a

c 1 1 a 1
Then X is a PSRU -algebra.
Define map f : X æ X by

f (x) =
8
><

>:

1 if x = 1, a, c

a if x = b.

It is easy to check that f is a multiplier of X but, f is not a homomorphisms
of X .
We see that Ker(f ) = {1, a, c} and Ff = {1}.

Theorem 3
Let X be a PSRU -algebra and f be a multiplier on X. Then the following
statements hold.
1. If Ker(f ) ”= ÿ, then Ker(f ) is a subalgebra of X.

2. If Ff ”= ÿ, then Ff is a subalgebra of X.

Theorem 4
Let X be a PSRU -algebra and f be a multiplier on X. Then the following
statements hold.
1. If x Æ y and y œ Ff, then x ú y œ Ker(f ).
2. If y œ Ker(f ), then x ú y œ Ker(f ).
3. If y œ Ff, then x ú y œ Ff.

Definition 8
Let X be a PSRU -algebra and f1 : X æ X and f2 : X æ X. Define
f1 fi f2 : X æ X by

(f1 fi f2)(x) = f1(x) fi f2(x)
for all x œ X when f1(x) fi f2(x) = (f2(x) ú f1(x)) ú f1(x).

Theorem 5
Let X be a self distributive PSRU -algebra and f, g be two multipliers of
X. Then f fi g is a multiplier of X.

Note that X is a self distributive if x ú (y ú z) = (x ú y) ú (x ú z) for all
x, y, z œ X.

Lemma 1
Let X be a PSRU -algebra and f be a multiplier of X. If x œ Ff, then
x fi y œ Ff for all x, y œ X.
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รปูที่ 5.1: โปสเตอรง์านค้นคว้าอสิระ
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