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กิตติกรรมประกาý

การค้นคü้าอิÿระนี้เป็นÿ่üนĀนึ่งในการýึกþากระบüนüิชา 206499 (Independent Study) โดยมีüัตถุประ-
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ปรึกþาการค้นคü้าอิÿระนี้ที่ได้ใĀ้คําแนะนําและคüามรู้ต่างๆ เกี่ยüกับการทํางานค้นคü้าอิÿระ ติดตามคüามก้าüĀน้าใน
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ÿละเüลาใĀ้คําแนะนํา รüมถึงตรüจÿอบคüามถูกต้อง ในการค้นคü้าอิÿระนี้ใĀ้มีคüามÿําเร็จใĀ้ดียิ่งขึ้น
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Abstract

The purpose of this research are learning the important fixed point theorems in Euclidean

spaces. Including, we have been studying some approximation methods for fixed point of nonexpansive

mappings and applications of fixed point theorems to heart disease data classification.
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บทที่ 1

บทนํา (Introduction)

ทฤþฎีบทจุดตรึง (Fixed point theorem) ถือü่าเป็นทฤþฎีที่ÿําคัญมากในการนําไปประยุกต์ทั้งในÿาขา

คณิตýาÿตร์ และในÿาขาอื่นๆ การýึกþาüิจัยในเรื่องของทฤþฎีบทจุดตรึงบนปริภูมิบานาค เป็นการĀาเงื่อนไขที่เพียง

พอที่ทําใĀ้การÿ่ง T ที่ÿ่งจากเซตย่อย X ของปริภูมิบานาค E ไปยัง X ที่มีจุดตรึง นั่นคือจะมีจุด x ใน X ซึ่งทําใĀ้

T (x) = x

กระบüนการÿร้างลําดับด้üยระเบียบüิธีการทําซํ้า ในปริภูมิเüกเตอร์ต่างๆ และการýึกþาเงื่อนไขที่จําเป็น และ

เพียงพอที่จะทําใĀ้ลําดับเĀล่านั้นลู่เข้าÿู่จุดตรึงจุดĀนึ่งของฟังก์ชันต่างๆ เป็นเรื่องที่จําเป็นต้องคิดค้นและýึกþา เพื่อใĀ้

ขอบเขตการใช้งานกü้างขึ้นและง่ายขึ้น กระบüนการÿร้างลําดับด้üยระเบียบüิธีการทําซํ้ามีĀลากĀลายüิธีด้üยกัน เช่น

Mann Iteration process, Ishikawa Iteration process เป็นต้น ซึ่งเราÿามารถนําเอาเทคโนโลยีทางด้านการคํานüณ

ด้üยคอมพิüเตอร์มาช่üยในการĀาจุดตรึงโดยกระบüนการÿร้างลําดับที่กล่าüมาแล้üข้างต้น

การýึกþาคณิตýาÿตร์ทางด้านการüิเคราะĀ์เชิงฟังก์ชัน (Functional Analysis) นั้น เรื่องของจุดตรึง (Fixed

points) ได้รับการĀยิบยกขึ้นมาýึกþาอยู่เÿมอ ซึ่งพอจะแบ่งแยกออกเป็นประเด็นใĀญ่ๆ ดังนี้

ประเด็นแรก คือ การĀาเงื่อนไขที่เพียงพอใĀ้กับปริภูมิต่างๆ เพื่อที่จะทําฟังก์ชันนั้นมีจุดตรึง เมื่อýึกþาการมีคําตอบของ

ÿมการต่างๆ แล้üปัญĀาที่น่าÿนใจต่อไปคือ

ประเด็นที่ÿอง เราจะĀาคําตอบของÿมการต่างๆ นั้นได้อย่างไร คําถามดังกล่าüทําใĀ้มีนักคณิตýาÿตร์จํานüนมากÿนใจ

ýึกþา และคิดค้นระเบียบüิธีการทําซํ้าของจุดตรึง (fixed-point iterations) ต่างๆ ที่ใช้ในการĀาคําตอบโดยüิธีประ-

มาณค่า และในยุคปัจจุบันปัญĀาที่น่าÿนใจในการýึกþาทฤþฎีจุดตรึง คือ การประยุกต์ใช้ในการแก้ปัญĀาค่าน้อยÿุด

(minimization problem) ซึ่งปัญĀาดังกล่าüเป็นปัญĀาที่ÿําคัญที่มีประโยชน์มากมายในการจําแนกข้อมูลต่างๆ เช่น

การจําแนกชุดข้อมูลโรคพาร์กินÿัน การจําแนกชุดข้อมูลโรคĀัüใจ การจําแนกชุดข้อมูลของดอกไอริÿ และการจําแนกชุด

ข้อมูลของĀอยเป๋าฮื้อ เป็นต้น

ประเด็นที่ÿาม คือ การประยุกต์ใช้ทฤþฎีบทจุดตรึง ซึ่งĀัüข้อที่น่าÿนใจĀนึ่ง คือ ทฤþฎีบทจุดตรึงกับการจําแนกข้อมูลผู้

ป่üยที่เป็นโรคĀัüใจ

จุดประÿงค์ของการจําแนกข้อมูล คือ การĀาค่า x ที่มีค่าน้อยที่ÿุด โดยüิธีการที่นิยมใช้ คือ üิธีกําลังÿองน้อย
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ÿุด (Ordinary least square : OLS) ดังต่อไปนี้

x̂ = arg min
x

‖Ax− b‖22 (1.1)

เมื่อ ‖ · ‖2 คือ นอร์ม−2 (l2 − norm) อย่างไรก็ตามแบบจําลองนี้ยังคงมีÿภาüะบกพร่อง (ill-conditions)

อีกĀนึ่งüิธีที่ประÿบคüามÿําเร็จในการปรับปรุงแบบจําลอง คือ การถดถอยแบบลาÿโซ (least absolute

shrinkage and selection operator) Āรือ LASSO ที่เÿนอโดย Tibshirani ในปี 1996 ซึ่งเป็นการĀาผลเฉลยของ

x̂ = arg min
x

{‖Ax− b‖22 + λ‖x‖1} (1.2)

เมื่อ ‖ · ‖1 คือ นอร์ม−1 (l1 − norm) üิธีลาÿโซยังÿามารถนําไปประยุกต์ใช้กับปัญĀาการถดถอยและการกู้คืนภาพ

ÿําĀรับการแก้ปัญĀา (1.1) และ (1.2)โดยทําใĀ้เป็นÿมการทั่üไปนั่นคือ การĀาค่าตัüแปรที่ทําใĀ้เกิดค่าตํ่าÿุด

ของผลรüมของÿองฟังก์ชัน

x̂ = arg min
x

{h(x) + g(x)} (1.3)

เพื่อที่จะแก้ÿมการที่ (1.3) ÿมมติเงื่อนไขต่อไปนี้เป็นจริง

1. h : Rn → R คือ ฟังก์ชันคอนเüกซ์แบบปรับเรียบ (smooth convex function) และเป็นฟังก์ชันที่Āาอนุพันธ์ได้

พร้อมด้üยเกรเดียนต์เป็นการÿ่งแบบลิพชิทซ์ต่อเนื่อง (L-Lipschitz continuous) เมื่อ L > 0 นั่นคือ

‖∇h(x)−∇h(y)‖ ≤ L‖x− y‖, ∀x, y ∈ Rn

2. g : Rn → R ∪ {+∞} คือ ฟังก์ชันคอนเüกซ์กึ่งต่อเนื่องล่างโดยแท้ (proper convex and lower semi-

continuous function)

Āลังจากนั้นเป็นต้นมาได้มีนักคณิตýาÿตร์จํานüนมากที่ทําการýึกþาüิจัยเพื่อĀาเงื่อนไขที่เพียงพอที่เป็นÿมบัติ

ทางเรขาคณิตของปริภูมิบานาคเพื่อใช้พิÿูจน์เกี่ยüกับทฤþฎีบทจุดตรึง ต่อมาได้มีนักคณิตýาÿตร์จํานüนĀนึ่งที่ทําการ

ýึกþาüิจัยĀาÿมบัติทางเรขาคณิตที่เป็นเงื่อนไขเพียงพอที่จะพิÿูจน์ทฤþฎีบทจุดตรึงÿําĀรับนัยทั่üไปของการÿ่งแบบไม่

ขยาย นั่นคือ ‖T (x)− T (y)‖ ≤ ‖x− y‖ ทุก x, y ∈ X

ในปีค.ý.1922 นั้น Banach ได้ค้นพบทฤþฎีบทที่มีชื่อเÿียงซึ่งถูกเรียกü่า Banach Contraction Principle

Theorem ดังนี้ กําĀนดใĀ้ (X, d) เป็นปริภูมิอิงระยะทาง และ T : C → C เป็นการÿ่งแบบĀดตัü (contraction

mapping) นั่นคือถ้า d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y) ÿําĀรับบางจํานüน k ∈ (0, 1) แล้üจะมีจุด x ∈ X ซึ่งเป็นจุดตรึงของ

ฟังก์ชัน T นั่นคือ Tx = x

ในระยะแรกที่คิดค้น Banach พบü่า ÿามารถใช้ระเบียบüิธีการทําซํ้าแบบง่ายๆ ที่เรียกü่า ระเบียบทําซํ้าของ

พิคาร์ด (Picard iteration) ในการประมาณค่าจุดตรึงของการÿ่ง นั่นคือ ใĀ้ x0 ∈ X นิยาม xn+1 = Txn เมื่อ

n = 0, 1, 2, ... จะได้ xn = Tnx0 ÿําĀรับทุกๆ n ∈ N ในกรณีที่ T : C → C เป็นการÿ่งที่ไม่ขยาย ดังนั้น ระเบียบ
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üิธีการทําซํ้าของพิคาร์ดไม่ลู่เข้า

ÿําĀรับกระบüนการÿร้างลําดับ เพื่อใĀ้ลู่เข้าÿู่จุดตรึงนั้น กระบüนการÿร้างลําดับที่ÿําคัญ และมีชื่อเÿียงซึ่งนัก

üิจัยทางคณิตýาÿตร์ได้Āยิบยกมาอ้างอิงในการทําüิจัยในด้านนี้เÿมอๆ คือในปี ค.ý.1953 W.R. Mann ได้ÿร้างลําดับ

{xn} ในปริภูมิฮิลเบิร์ต H ดังต่อไปนี้ กล่าüคือ ÿําĀรับ ∅ += C ⊂ H ซึ่งเป็นเซตนูนปิด นิยามลําดับ





x0 ∈ C

xn+1 = αnxn + (1− αn)Txn

(1.4)

เมื่อ T : C → C เป็นการÿ่งแบบไม่ขยาย และ {αn} ⊂ [0, 1] เขาได้พิÿูจน์ü่า ถ้า {αn} ÿอดคล้องกับคุณÿมบัติที่

เĀมาะÿมแล้ü {xn} จะลู่เข้าแบบอ่อนไปยังจุดตรึงของ T

และในปี ค.ý.1974 S. Ishikawa ได้เÿนอลําดับแบบใĀม่ที่เป็นรูปทั่üไปมากกü่าลําดับของ Mann กล่าüคือ





x0 ∈ C

yn = βnTxn + (1− βn)xn

xn+1 = αnTyn + (1− αn)xn

(1.5)

เมื่อ T : C → C เป็นการÿ่งแบบไม่ขยาย และ {αn} ⊂ [0, 1] เขาได้พิÿูจน์ü่า ถ้า {αn} ÿอดคล้องกับคุณÿมบัติที่

เĀมาะÿมแล้ü {xn} จะลู่เข้าแบบเข้มไปยังจุดตรึงของ T

จากที่กล่าüมาข้างต้น การค้นคü้าอิÿระในĀัüข้อนี้ผู้ค้นคü้ามีคüามÿนใจที่จะýึกþานิยามและÿมบัติเบื้องต้น

ของปริภูมิยูคลิเดียน ทฤþฎีบทจุดตรึงของการÿ่งแบบไม่ขยายในปริภูมิยูคลิเดียน รüมถึงýึกþารายละเอียดการจําแนก

ข้อมูลü่ามีคüามÿัมพันธ์กับทฤþฎีบทจุดตรึงอย่างไร พร้อมกับýึกþาโปรแกรม Matlab เพื่อใช้ในการจําแนกข้อมูลผู้ป่üย

โรคĀัüใจคüบคู่กัน และÿุดท้ายผู้ค้นคü้าได้ทําการทดลองนําระเบียบüิธีการทําซํ้าของมานน์ และระเบียบüิธีการทําซํ้าขอ

งอิชิคาüามาเพื่อเปรียบเทียบประÿิทธิภาพในการจําแนกข้อมูล
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บทที่ 2

คüามรู้พื้นฐาน (Preliminaries)

ในบทนี้จะกล่าüถึงแนüคิด ÿัญกรณ์ และทฤþฎีบทพื้นฐานเบื้องต้น ซึ่งเป็นพื้นฐานÿําคัญÿําĀรับที่จะýึกþาใน

บทต่อไป [2]

2.1 ปริภูมิยูคลิเดียน (ฺEuclidean spaces)

ตลอดงานค้นคü้าอิÿระนี้ กําĀนดใĀ้ R คือ เซตของจํานüนจริง C คือ เซตของจํานüนเชิงซ้อน และ N คือ เซต

ของจํานüนนับ

บทนิยาม 2.1 ใĀ้ R เป็นเÿ้นจํานüนจริง และนิยาม Rn ดังนี้

Rn = {x = (a1, a2, ..., an) : a1, a2, ..., an ∈ R}

ถ้า x = (a1, a2, ..., an), y = (b1, b2, ..., bn) และ α ∈ R แล้ü x+ y และ αx ∈ Rn โดยที่

x+ y = (a1 + b1, a2 + b2, ..., an + bn)

αx = (αa1,αa2, ...,αan)

ทฤþฎีบท 2.2 ÿําĀรับ x, y, z ∈ Rn และ α,β ∈ R ÿมบัติ (A1) - (A10) ต่อไปนี้เป็นจริง

(A1) x+ y ∈ Rn

(A2) αx ∈ Rn

(A3) (x+ y) + z = x+ (y + z)

(A4) x+ y = y + x

(A5) x+ 0 = x เมื่อ 0 = (0, 0, ..., 0)

(A6) x+ (−x) = 0 เมื่อ −x = (−a1,−a2, ...,−an)
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(A7) (αβ)x = α(βx)

(A8) 1x = x

(A9) α(x+ y) = αx+ αy

(A10) (α+ β)x = αx+ βx

บทนิยาม 2.3 ใĀ้ X เป็นเซตที่ ไม่ใช่ เซตü่างและฟังก์ชัน d : X × X → R+ จะเรียก d ü่า ฟังก์ชันระยะทาง

(distance function) ถ้าÿอดคล้องกับÿมบัติต่อไปนี้

(M1) d(x, y) ≥ 0 และ d(x, y) = 0 ก็ต่อเมื่อ x = y ÿําĀรับทุก x, y ∈ X

(M2) d(x, y) = d(y, x) ÿําĀรับทุก x, y ∈ X

(M3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ÿําĀรับทุก x, y, z ∈ X

ค่าของระยะทาง d ที่ (x, y) เขียนแทนด้üย d(x, y) Āมายถึง ระยะทางระĀü่าง x และ y นอกจากนี้จะเรียก

(X, d) ü่า ปริภูมิอิงระยะทาง (metric space) และเรียกÿมาชิกของ X ของ จุด (point) ของปริภูมิอิงระยะทาง

(X, d) ด้üย X

ตัüอย่าง 2.4 ปริภูมิยูคลิเดียนเป็นปริภูมิอิงระยะทาง โดยที่ เมื่อ x = (x1, x2, ..., xn) และ y = (y1, y2, ..., yn)

และถ้ากําĀนดใĀ้

d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + ...+ (xn − yn)2 (2.1)

เมื่อ n = 1 คือ ระนาบเชิงซ้อน C โดยกําĀนดนิยามของเมทริกซ์

d(x, y) = |x− y| (2.2)

จากÿมการ 2.2 จะพิÿูจน์ü่าÿอดคล้องกับ บทนิยาม 2.3 ดังนี้

ตัüอย่าง 2.5 พิจารณาเÿ้นจํานüนจริง R และตัüอย่าง d(x, y) = |x − y| ÿําĀรับทุก x, y ∈ R ดังนั้น (R, d) เป็น

ปริภูมิอิงระยะทาง

พิสูจน์. เĀ็นได้ชัดเจนü่า d(x, y) = |x− y| ≥ 0 และ

d(x, y) = 0 ⇐⇒ |x− y| = 0 ⇐⇒ x− y = 0 ⇐⇒ x = y

ดังนั้น (M1) เป็นจริง
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จาก d(x, y) = |x− y| = |− 1||y − x| = |y − x| = d(y, x)

จะได้ü่า (M2) เป็นจริง นอกจากนี้ จะเĀ็นได้ü่า

d(x, y) = |x− y| ≤ |x− z|+ |z − y| = d(x, z) + d(z, y)

นั่นคือ (M3) เป็นจริง

บทนิยาม 2.6 ใĀ้ X เป็นปริภูมิเชิงเÿ้น (linear space) บนฟีลด์ (Fields) C จะเรียกฟังก์ชัน 〈·, ·〉 : X ×X → C ü่า

ผลคูณภายใน (inner product) บน X ถ้าÿอดคล้องกับÿมบัติต่อไปนี้

(B1) 〈x, x〉 ≥ 0 ÿําĀรับทุก x ∈ H และ 〈x, x〉 = 0 ก็ต่อเมื่อ x = 0

(B2) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 ÿําĀรับทุก x, y, z ∈ H

(B3) 〈αx, y〉 = α 〈x, y〉 ÿําĀรับทุก x, y ∈ H และ α ∈ C

(B4) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 ÿําĀรับทุก x, y ∈ H

เรียก (X, 〈·, ·〉) ü่าเป็น ปริภูมิผลคูณภายใน (inner product spaces) และเรียก 〈x, y〉 ü่าผลคูณภายใน

ของ x และ y นอกจากนี้จะเรียกปริภูมิผลคูณภายในที่มีคüามบริบูรณ์ (complete) ü่า ปริภูมิฮิลเบิร์ต (Hilbert

spaces)

ĀมายเĀตุ (1) ปริภูมิผลคูณภายใน จะเรียกü่า ปริภูมิผลคูณภายในเชิงจริง (real inner product spaces)

เมื่อÿเกลาร์ และ 〈x, y〉 เป็นจํานüนจริง และÿําĀรับÿมบัติ (B4) จะได้ü่า 〈x, y〉 = 〈y, x〉

(2) จากÿมบัติ (B2) - (B4) ÿําĀรับทุก x, y, z ∈ X และ α,β ∈ C จะได้

〈x,αy + βz〉 = ᾱ 〈x, y〉+ β̄ 〈x, z〉

ตัüอย่าง 2.7 ใĀ้ X = Rn จะได้ü่า Rn เป็นปริภูมิฮิลเบิร์ตที่มีฟังก์ชัน 〈·, ·〉 : Rn × Rn → R ที่กําĀนดโดย

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiyi (2.3)

ÿําĀรับทุก x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn เป็นผลคูณภายในบน Rn

พิสูจน์. พิจารณา (B1) จะได้ü่า

〈x, x〉 =
n∑

i=1

xixi =
n∑

i=1

x2i ≥ 0

และ

〈x, x〉 = 0 ⇐⇒
n∑

i=1

xixi =
n∑

i=1

x2i = 0 ⇐⇒ x = 0

ดังนั้น (B1) เป็นจริง
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จาก (B2) จะได้ü่า

〈x+ y, z〉 =
n∑

i=1

(xi + yi)zi =
n∑

i=1

(xizi + yizi) =
n∑

i=1

xizi +
n∑

i=1

yizi = 〈x, z〉+ 〈y, z〉

นั่นคือ (B2) เป็นจริง
พิจารณา (B3) จะได้ü่า

〈αx, y〉 =
n∑

i=1

(αx)y =
n∑

i=1

α(xy) = α
n∑

i=1

xy = α 〈x, y〉

ดังนั้น (B3) เป็นจริง
นอกจากนี้ จาก (B4) จะได้

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xy =
n∑

i=1

yx = 〈y, x〉

นั่นคือ (B4) เป็นจริง

บทนิยาม 2.8 ใĀ้ X เป็นปริภูมิเชิงเÿ้นบนฟีลด์ K และ x ∈ X จะเรียกฟังก์ชัน ‖ · ‖ : X → K ü่า นอร์ม (norm)

เมืื่อ ‖ · ‖ ÿอดคล้องคุณÿมบัติต่อไปนี้

(N1) ‖x‖ ≥ 0, ∀x ∈ X;

(N2) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0;

(N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, ∀x, y ∈ X;

(N4) ‖αx‖ = |α|‖x‖, ∀x ∈ X และ ∀α ∈ K.

ปริภูมิเชิงเÿ้น X ด้üยนอร์ม ‖ · ‖ เรียกü่า ปริภูมิเชิงเÿ้นนอร์ม (normed linear space) และจะเรียกปริภูมินอร์มที่มี

คüามบริบูรณ์ (complete) ü่า ปริภูมิบานาค (Banach spaces)

ตัüอย่าง 2.9 Rn เป็นปริภูมิบานาค โดยที่ÿําĀรับแต่ละ x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn กําĀนด ‖x‖ ดังนี้

‖x‖ = (
n∑

i=1

|xi|2)
1
2 =

√
|x1|2 + |x2|2 + ...+ |xn|2 (2.4)

จะแทน ‖x‖ ของ (2.1) ด้üยÿัญกรณ์ ‖x‖2 และÿําĀรับแต่ละ x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn จะนิยามนอร์ม ‖x‖1 ดังนี้

‖x‖1 = |x1|+ |x2|+ ...+ |xn|

2.2 ทฤþฎีจุดตรึง (Fixed points theory)

บทนิยาม 2.10 [3] ใĀ้ T เป็นการÿ่งบนปริภูมินอร์ม X กล่าüคือ T : X → X เรานิยาม x ∈ X ü่าเป็น จุดตรึง

(Fixed point) ถ้า T (x) = x และใĀ้ F (T ) เป็นเซตของจุดตรึงทั้งĀมดของ T นั่นคือ F (T ) = {x ∈ X : T (x) =
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x}

ตัüอย่าง 2.11 ใĀ้ T : R → R นิยามโดย T (x) = x3 , ∀x ∈ R

พิจารณา x = 0 จะได้ü่า T (0) = (0)3 = 0

และ x = 1 จะได้ü่า T (1) = (1)3 = 1

ดังนั้น x = 0 และ x = 1 เป็นจุดตรึงของ T

บทนิยาม 2.12 ใĀ้ X เป็นปริภูมินอร์ม (norm space) และ C เป็นเซตย่อยที่ไม่เป็นเซตü่างของ X การÿ่ง T : C →

C จะเรียกü่า การÿ่งแบบไม่ขยาย (nonexpansive mapping) ถ้า ‖Tx − Ty‖ ≤ ‖x − y‖ ÿําĀรับทุกๆ x, y ที่

เป็นÿมาชิกของ C

ตัüอย่าง 2.13 ใĀ้ T : R → R นิยามโดย T (x) = 1− x

ใĀ้ x, y ∈ R

พิจารณา ‖T (x)− T (y)‖ = ‖(1− x)− (1− y)‖ = ‖ − x+ y‖ = ‖ − 1‖ · ‖x− y‖ = ‖x− y‖

ดังนั้น T เป็นการÿ่งแบบไม่ขยาย

ตัüอย่าง 2.14 ใĀ้ T : R → R นิยามโดย T (x) = x2 , ∀x ∈ R

จากนิยาม ‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ R

⇐⇒ ‖x2 − y2‖ ≤ ‖x− y‖

⇐⇒ ‖(x+ y)(x− y)‖ ≤ ‖x− y‖

⇐⇒ |x+ y||x− y| ≤ |x− y|

⇐⇒ |x+ y| ≤ 1

ถ้า x = 2 และ y = 3 จะเĀ็นü่า x += y

และ |x+ y| = |2 + 3| = 5 > 1 ขัดแย้งกัน

ดังนั้น T ไม่เป็นการÿ่งแบบไม่ขยาย

บทนิยาม 2.15 ใĀ้ (X, d) เป็นปริภูมิอิงระยะทาง และ T : X → X จะกล่าüü่า T เป็น การÿ่งแบบลิพชิทซ์

(Lipschitzian mapping) ถ้ามี k ≥ 0

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y)
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ÿําĀรับทุกๆ x, y ∈ X และเรียกค่า k ที่น้อยที่ÿุดü่า ค่าคงตัüลิพชิทซ์ (Lipschitz constant)

ข้อÿังเกต ถ้า K > 1 แล้üการÿ่ง T จะเรียกü่าเป็น การÿ่งแบบĀดตัü (contraction mapping)

ตัüอย่าง 2.16 ใĀ้ X = R และการÿ่ง T : R → R กําĀนดโดย

Tx =
1

2
x+ 1

ÿําĀรับทุก x ∈ R ดังนั้น จะได้ T เป็นการÿ่งĀดตัüและมีจุดตรึง x = 1
2 เพียงจุดเดียü

ตัüอย่างต่อไปนี้จะแÿดงใĀ้เĀ็นü่า มีการÿ่งที่ไม่เป็นการÿ่งĀดตัü แต่การÿ่งนั้นมีจุดตรึงเพียงจุดเดียü

ตัüอย่าง 2.17 ใĀ้ X = [0, 1] และการÿ่ง T : [0, 1] → [0, 1] กําĀนดโดย

Tx = 1− x

ÿําĀรับทุก x ∈ [0, 1] ดังนั้น T มีจุดตรึงที่จุด 1 เพียงจุดเดียü แต่ T ไม่เป็นการÿ่งĀดตัü

บทนิยาม 2.18 การÿ่ง T จะถูกเรียกü่าเป็น การÿ่งลิพชิทซ์เซียนแบบแอล ( L-Lipschitzian) ถ้ามีค่าคงที่ L > 0

ซึ่งทําใĀ้ ‖Tx− Ty‖ ≤ L‖x− y‖ ÿําĀรับทุกๆ x, y ที่เป็นÿมาชิกของ C และทุกๆ n ≥ 1

ตัüอย่าง 2.19 ใĀ้ T : [−1, 1] → H นิยามโดย Tx = 2|x| ÿําĀรับทุกๆ x ∈ [−1, 1]

ใĀ้ x, y ∈ [−1, 1]

พิจารณา |Tx− Ty| = |2|x|− 2|y|| ≤ 2|x− y|

ดังนั้น T เป็นการÿ่งแบบลิพชิทซ์ โดยที่ L = 2

ทฤþฎีบท 2.20 Āลักการÿ่งแบบĀดตัüของบานาค

ถ้า (X, d) เป็นปริภูมิเมตริกบริบูรณ์ และ T : X → X เป็นการÿ่งแบบĀดตัü แล้ü T จะมีจุดตรึงเพียงจุดเดียüเท่านั้น

และÿําĀรับ x ∈ X จะได้ü่า lim
n→∞

Tnx = x0

ข้อÿังเกต ถ้าK > 1 แล้üการÿ่ง T จะเรียกü่าเป็น การÿ่งแบบĀดตัü (contraction mapping) ก็ต่อเมื่อ มี K > 1

ที่ทําใĀ้ d (Tx, Ty) ≤ kd (x, y) ÿําĀรับทุกๆ x, y ∈ X

ตัüอย่าง 2.21 ใĀ้ f : Rn → Rn นิยามโดย f(x) = 1
2x ÿําĀรับทุกๆ x ∈ Rn

ใĀ้ x, y ∈ Rn

พิจารณา ‖f(x)− f(y)‖2 = ‖1
2x− 1

2y‖2 =
1
2‖x− y‖2

ดังนั้น f เป็นการÿ่งแบบĀดตัü 1
2
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ทฤþฎีบท 2.22 ทฤþฎีบทจุดตรึงของบราüเüอร์

ถ้า C เป็นเซตย่อยคอนเüกซ์กระชับ (convex compact subset) ที่ไม่ใช่เซตü่างของ Rn และ T : C → C เป็นการÿ่ง

ต่อเนื่อง (continuous mapping) แล้ü T มีจุดตรึงใน C

ตัüอย่าง 2.23 ใĀ้ B แทนบอลĀนึ่งĀน่üยในปริภูมิ c0 และÿําĀรับแต่ละ x = (x1, x2, x3, ...) ∈ B

กําĀนดใĀ้ T : B → B นิยามโดย

T (x) = (1− |x1|, x1, x2, ...)

จะได้ü่า T เป็นการÿ่งต่อเนื่อง เพราะü่า

‖T (x)− T (y)‖ = ‖x− y‖

ÿําĀรับทุก x, y ∈ B ถ้า T (x) = x แล้üจะได้ (x1, x2, x3, ...) = (1− |x1|, x1, x2, ...)

ดังนั้น x1 = x2 = x3 = ... และจาก x = (x1, x2, x3, ...) ∈ c0 จะได้ lim
n→∞

xn = 0

นั่นคือ xn = 0 ÿําĀรับทุก n ≥ 1 และจาก 1− |x1| = x1 จะได้ 1 = 0 เกิดข้อขัดแย้ง

ดังนั้น T (x) += x ÿําĀรับทุก x ∈ B

จากตัüอย่าง 2.23ทําใĀ้ทราบü่าทฤþฎีบทจุดตรึงของบราüเüอร์ไม่จริงในปริภูมิบาบาคที่มีมิติอนันต์ จึงทําใĀ้

เกิดเป็นÿมมติฐานÿําĀรับพิÿูจน์ทฤþฎีบทจุดตรึงของบราüเüอร์ในปริภูมิบานาคที่มีมิติอนันต์ ดังทฤþฎีบทต่อไปนี้

ทฤþฎีบท 2.24 ทฤþฎีบทจุดตรึงของชาüเดอร์

ถ้า X เป็นปริภูมิบานาคจริง (real Banach space) และ C เป็นเซตย่อยปิด คอนเüกซ์ที่มีขอบเขตและไม่เป็นเซตü่าง

ของ X ใĀ้ T : C → C เป็นการÿ่งกระชับแล้ü T มีจุดตรึงใน C

ÿําĀรับการประมาณค่าของจุดตรึงของการÿ่งโดยการÿร้างระเบียบüิธีการทําซํ้าแบบต่างๆ นั้น จากทฤþฎีบท

Āลักการÿ่งแบบĀดตัüของบานาค โดยระยะแรกนักคณิตýาÿตร์ที่คิดค้น คือ Stefarn Banach พบü่า ÿามารถใช้ ระเบียบ

üิธีทําซํ้าพิคาร์ด (Picard iteration) ในการประมาณค่าจุดตรึงของการÿ่ง นั่นคือ ใĀ้ x0 ∈ X นิยาม xn+1 = Txn

เมื่อ n = 0, 1, 2, ... จะได้ xn = Tnx0 ÿําĀรับทุกๆ n ∈ N ในกรณีที่ T : C → C เป็นการÿ่งที่ไม่ขยาย

ตัüอย่าง 2.25 ใĀ้ T : R → R กําĀนดโดย Tx = 1− x ÿําĀรับทุกๆ x ∈ R

ซึ่งเĀ็นได้ชัดü่า T เป็นการÿ่งที่ไม่ขยายและมีจุดตรึง

ตัüอย่าง 2.26 ถ้าเราเลือก x0 =
1
3 พบü่า ลําดับของพิคาร์ด (Picard sequence) คือ (13 ,

2
3 ,

1
3 ,

2
3 ,

1
3 ,

2
3 , ...)

ซึ่งĀมายคüามü่า (Tnx0) ไม่ลู่เข้า
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ดังนั้น จึงมีนักคณิตýาÿตร์กลุ่มใĀญ่ได้ÿร้้างระเบียบüิธีการทําซํ้าแบบต่างๆมากมาย ที่ÿามารถตอบคําถามที่เกี่ยüกับการ

ประมาณค่าจุดตรึงของการÿ่งได้กü้างกü่าระเบียบüิธีการทําซํ้าพิคาร์ด เพื่อใช้ในการประมาณค่าจุดตรึงของการÿ่งที่ไม่

เฉพาะเป็นการÿ่งแบบไม่ขยาย แต่เป็นการÿ่งที่กü้างขüางมากขึ้น

Mann (1953) ได้ÿร้างระเบียบüิธีการทําซํ้าÿําĀรับประมาณค่าจุดตรึงของการÿ่งในปริภูมิฮิลเบิร์ต โดยเรียก

ระเบียบüิธีการทําซํ้านี้ü่า "Mann Iteration Process"

บทนิยาม 2.27 [9] ระเบียบüิธีการทําซํ้าของมานน์ (Mann iteration process)

ÿําĀรับการประมาณค่าจุดตรึงของการÿ่ง T คือ ÿําĀรับ n ≥ 1 ใĀ้ x1 ∈ C,

xn+1 = αnTxn + (1− αn)xn (2.5)

เมื่อลําดับ {αn} ⊂ [0, 1]

ทฤþฎีบท 2.28 [9] ใĀ้ T : Rn → R เป็นการÿ่งแบบไม่ขยาย และ x1 ∈ Rn ถ้า (xn) เป็นลําดับที่ÿร้างจากการทํา

ซํ้าแบบมานน์ นั่นคือ

xn+1 = αnxn + (1− αn)Txn

และ
∑

αn = ∞ โดยที่มีจํานüนจริง b ที่ 0 ≤ αn ≤ b < 1 แล้ü (xn) จะลู่เข้าÿู่จุดตรึงของ T

Ishikawa (1974) ได้ÿร้างระเบียบüิธีการทําซํ้าแบบใĀม่ÿําĀรับประมาณค่าจุดตรึงของการÿ่งในปริภูมิบานาค

โดยเรียกระเบียบüิธีทําซํ้านี้ü่า "Ishikawa Iteration Process"

บทนิยาม 2.29 [7] ระเบียบüิธีการทําซํ้าของอิชิคาüา (Ishikawa iteration process)

อิชิคาüาได้ÿร้างระเบียบüิธีการทําซํ้าแบบใĀม่ที่เป็นการขยายระเบียบüิธีการทําซํ้าของมานน์ ÿําĀรับประมาณค่าจุดตรึง

ของการÿ่ง T คือ ÿําĀรับ n ≥ 1 ใĀ้





x1 ∈ C,

yn = βnTxn + (1− βn)xn,

xn+1 = αnTyn + (1− αn)xn

(2.6)

เมื่อ {αn}, {βn} ⊂ [0, 1]
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ทฤþฎีบท 2.30 [7] ใĀ้ T : Rn → R เป็นการÿ่งแบบไม่ขยาย และ x1 ∈ Rn และใĀ้ (xn) เป็นลําดับที่ÿร้างจากการ

ทําซํ้าแบบอิชิคาüา นั่นคือ 




yn = αnxn + (1− αn)Txn,

xn+1 = βnxn + (1− βn)Tyn

(2.7)

และ
∑

αn = ∞ โดยที่ 0 ≤ αn ≤ b < 1 และ lim
n→∞

βn = 0 แล้ü (xn) จะลู่เข้าÿู่จุดตรึงของ T

ระเบียบüิธีการทําซํ้าของมานน์ (Mann iteration process) และระเบียบüิธีการทําซํ้าของอิชิคาüา (Ishikawa

iteration process) มีชื่อเÿียงอย่างมาก และได้ถูกนําไปýึกþาและประยุกต์ใช้งานกันอย่างแพร่Āลาย

2.3 การจําแนกข้อมูล (Data classifications)

การเรียนรู้ของเครื่องแบบÿุดขีด (Extreme learning machine, ELM) [6] เป็นซึ่งเป็นอัลกอริทึม (algorithm)

ที่ได้รับการýึกþาอย่างกü้างขüางในĀัüข้อการüิจัยที่ĀลากĀลายÿําĀรับการเรียนรู้ของเครื่องจักร (machine learning)

และปัญญาประดิþฐ์ (artificial intelligence) เช่น การจําแนกใบĀน้า การแบ่งÿ่üนภาพ การถดถอย และการจําแนก

ข้อมูลโดยที่ ELM ได้รับการพิÿูจน์ในทางทฤþฎีü่ามีคüามเร็üในการเรียนรู้ที่เร็üมาก และประÿิทธิภาพที่ดี ซึ่ง ELM ได้

ถูกนําไปใช้ในการแก้ปัญĀาค่าน้อยÿุด (minimization problem) เรียกü่า üิธีกําลังÿองน้อยÿุด (Ordinary least

square, OLS)

min
β

‖Hβ − T‖22 (2.8)

โดยที่ ‖ · ‖2 คือ l2 - นอร์ม กําĀนดโดย ‖x‖2 =

√√√√
n∑

i=1

|xi|2

T ∈ RN×m เป็นเป้าĀมายของข้อมูล

β ∈ RM×m คือ นํ้าĀนักที่เชื่อมระĀü่างชั้นซ่อน (hidden layer) และชั้นนําออก (output layer)

H ∈ RN×M คือ เมทริกนําออกของชั้นซ่อน

M = จํานüนชุดข้อมูลที่จะนํามาทดÿอบ (Test data set)

N = จํานüนชุดข้อมูลที่จะนํามาใĀ้เครื่องเรียนรู้ (Traning data set)

เป้าĀมายของแบบจําลอง คือ การĀาค่าของพารามิเตอร์ β โดยการใช้üิธีการประมาณค่า

ในคüามเป็นจริงจํานüนของตัüแปรM ที่ไม่ทราบค่าจะมีค่ามากกü่าจํานüนข้อมูลN ของการฝึกฝน (Trainning

data N) ซึ่งทําใĀ้โครงข่ายเกิดปัญĀา Overfitting ดังนั้น เพื่อĀลีกเลี่ยงปัญĀานี้ จึงเลือกใช้ การถดถอยแบบลาÿโซ่

(Least absolute shrinkage and selection operator, LASSO)

min
β

‖Hβ − T‖22 + λ‖β‖1 (2.9)
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โดยที่ ‖ · ‖1 - นอร์ม กําĀนดโดย ‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi| และ λ > 0 เรียกü่า regularization parameter

ในการĀาค่าพารามิเตอร์ β โดยกําĀนดใĀ้ f(x) = ‖Hβ − T‖22 และ g(β) = λ‖β‖1 เมื่อ x ∈ Rn และ

ÿามารถเขียนÿมการ (2.6) ใĀม่ได้ในรูป

min
β

{f(β) + g(β)} (2.10)

นั่นคือ proxλgβ = x̄ ก็ต่อเมื่อ g(x̄) + 1
2λ‖x̄− β‖2 มีค่าน้อยที่ÿุด

บทนิยาม 2.31 [5] ใĀ้ g เป็นการÿ่งคอนเüกซ์ และ λ > 0 ตัüดําเนินการพรอกซิมอลของพารามิเตอร์ λ ของฟังก์ชัน

g (proximity operator of parameter λ of g) ที่จุด β ∈ H แทนด้üย proxλg นิยามโดย

proxλgβ = argmin
y∈H

{g(y) + 1

2λ
‖y − β‖2}

และได้มีการพิÿูจน์ใน [10] ü่า β จะเป็นคําตอบของปัญĀา (2.5) ค่าน้อยที่ÿุด ก็ต่อเมื่อ

β = proxcg(I − c∇f)(β) (2.11)

โดยที่ c > 0

I คือ ตัüดําเนินการเอกลักþณ์

จาก (2.8) ÿามารถเขียนÿมการจุดตรึงได้ดังนี้

β = T (β) (2.12)

โดยที่ T = proxcg(I − c∇f)
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บทที่ 3

ผลการýึกþา (Results)

3.1 แบบจําลองที่ใช้ในการจําแนกข้อมูล

แบบจําลองที่ใช้ในการจําแนกข้อมูลที่ýึกþาในĀัüข้อนี้ [12] คือ

Hβ = O (3.1)

โดยที่

H =





G(w1x1 + b1) . . . G(wLx1 + bL)

... . . . ...

G(w1xP + b1) ... G(wLxP + bL)





P×L

β =





βT
1

βT
2

...

βT
L





L×m

และ

O =





oT1

oT2

...

oTP





P×m

เมื่อ

H คือ ข้อมูลของผู้ป่üยโรคĀัüใจ

O คือ ชุดข้อมูลนําออกเพื่อที่จะนําข้อมูลไปทํานายในÿ่üนของ Training data set และ Test data set
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N คือ จํานüนชุดตัüอย่าง

G คือ ฟังก์ชันซิกมอยด์ (σ(x) = 1
1+e(−x) )

จาก

Hβ = O

ก็ต่อเมื่อ

‖Hβ −O‖22 = 0

ดังนั้น เป้าĀมาย คือ Āา β ที่ทําใĀ้ ‖Hβ −O‖22 มีค่าน้อยÿุด

แก้ปัญĀาด้üยüิธีปัญĀาน้อยที่ÿุด (minimization problem) โดยการĀาค่านํ้าĀนักที่น้อยที่ÿุด ผ่านüิธีกําลัง

ÿองน้อยÿุด (Least squares : LS) ดังต่อไปนี้

min
β

‖Hβ −O‖22 (3.2)

ซึ่งüิธีกําลังÿองน้อยÿุดมักจะเกิด Overfitting Āมายถึง โมเดลที่ได้จาก Training data set มีค่าคüามถูกต้อง แต่เมื่อนํา

ไปใช้กับ Test data set ได้ค่าคüามถูกต้องตํ่า Āรือตัüแบบที่ได้เป็นการเรียนรู้ข้อมูลจาก Training data set ดีมาก แต่

ไม่ÿามารถนําไปใช้กับข้อมูลที่ไม่เคยพบมาก่อนได้ดี

เพื่อป้องกัน Overftting จึงเลือกใช้üิธี Least absolute shrinkage and selection operator (LASSO) ดังนี้

min
β

‖Hβ −O‖22 + λ‖β‖1 (3.3)

โดยที่ λ คือ regularization parameter และ กําĀนดใĀ้ f(β) = ‖Hβ −O‖22 และ g(β) = λ‖β‖1

การแก้ปัญĀาด้üยüิธี LASSO โดยทําใĀ้เป็นÿมการทั่üไป คือการĀาค่าตัüแปรที่ทําใĀ้เกิดค่าตํ่าÿุดของผลรüมของทั้งÿอง

ฟังก์ชัน

min
β

{f(β) + g(β)} (3.4)

β คือ ค่าน้อยÿุดของค่า f + g ก็ต่อเมื่อ [10]

β = proxcg(I − c∇f)(β) (3.5)

จากบทนิยาม 2.33 c > 0 ตัüดําเนินการพรอกซิมอลของพารามิเตอร์ c ของฟังก์ชัน g

ทําใĀ้ได้ทฤþฎีบทจุดตรึง ดังต่อไปนี้

β = T (β) (3.6)

โดยที่ T = proxcg(I − c∇f) เรียกü่า ตัüดําเนินการไปข้างĀน้า-ย้อนกลับ (forward-backward operator)

ทฤþฎีบท 3.1 [5] กําĀนดใĀ้ f(β) = ‖Hβ − O‖22 และ g(β) = λ‖β‖1 จะได้ü่า proxcg(I − c∇f) เป็นการÿ่ง
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แบบไม่ขยาย (nonexpansive mapping)

ในĀัüข้อนี้จะýึกþาการจําแนกข้อมูลของผู้ป่üยโรคĀัüใจจากกลุ่มตัüอย่าง 303 ตัüอย่าง ซึ่งนําข้อมูลมาจาก

https://archive.ics.uci.edu, accessed on.

ชุดข้อมูลผู้ป่üยโรคĀัüใจ แบ่งได้เป็น 2 classes คือ ต้องการจําแนกข้อมูลที่ได้รับมาü่าประชากรเป็นผู้ป่üย

โรคĀัüใจĀรือไม่ และแบ่งข้อมูลลักþณะเฉพาะÿ่üนบุคคลได้ 13 arttributes ได้แก่ อายุ เพý และข้อมูลต่างๆ เกี่ยüกับ

ทางการแพทย์อีก 11 arttributes

ในการทดลอง เราใช้ฟังก์ชันซิกมอยด์ (sigmoid function) เĀมือนกับฟังก์ชันการกระตุ้น (activation function)

กําĀนดใĀ้ λ = 1 ÿําĀรับข้อมูลของผู้ป่üยโรคĀัüใจ จํานüนของ hidden nodes L = 30 และแบ่งชุดข้อมูลตัüอย่าง

ที่จะนําไปใช้ในการ train 210 ข้อมูล คิดเป็นร้อยละ 70 ของข้อมูลทั้งĀมด และแบ่งชุดข้อมูลตัüอย่างที่จะนําไปใช้ใน

การ test 93 ข้อมูล คิดเป็นร้อยละ 30 ของข้อมูลทั้งĀมด รüมตัüอย่างข้อมูลที่ใช้ในการจําแนกข้อมูลทั้งÿิ้น 303 ตัüอย่าง

ÿําĀรับการจําแนกข้อมูลในครั้งนี้

อัลกอริทึม ELM

กําĀนดใĀ้ S = {(xj , oj) : xj ∈ Rn, oj ∈ Rm, j = 1, 2, ..., P} เป็นเซตของ Training

โดยที่ xj = [xj1, xj2, ..., xjn]T ∈ Rn คือ ชุดข้อมูลนําเข้า (input data)

และ oj = [oj1, oj2, ..., ojm]T ∈ Rm คือ ผลลัพธ์ของ oj

ขั้นตอนที่ 1 : เลือก regularization parameter λ และจํานüน M ใน hidden node

ขั้นตอนที่ 2 : ÿุ่ม wi และ bi เมื่อ i = 1, 2, ...,M

ขั้นตอนที่ 3 : คํานüณ hidden layer output matrix H

ขั้นตอนที่ 4 : คํานüณ β โดยใช้ Hβ = O

ผลลัพธ์ของ Extreme Learning Machine (ELM) ÿําĀรับ Single hidden layer feedforward networks

(SLFN) ด้üย L ของ hidden node จะได้ü่า

oj =
L∑

i=1

βiG(〈wi, xj〉+ bi)

เมื่อ ��wi = [xi1, xi2, ..., xin]T ∈ Rn คือ เüกเตอร์นํ้าĀนักที่เชื่อม hiden node ที่ i และ input node

βi = [βi1,βi2, ...,βim]T ∈ Rm คือ ผลลัพธ์ของนํ้าĀนัก (output weight) ของ hidden node ที่ i

bi Āรือ bias คือ จํานüนที่บüกเข้าไปเพื่อปรับค่า ใĀ้ค่าที่คํานüณออกมาถูกต้องมากขึ้น

3.2 ทฤþฎีบทจุดตรึงกับการจําแนกข้อมูลผู้ป่üยที่เป็นโรคĀัüใจ

ในĀัüข้อนี้จะýึกþาüิธีการนําระเบียบüิธีในทฤþฎีบทจุดตรึงของการÿ่งแบบไม่ขยายต่างๆ ไปในการจําแนก

ข้อมูลผู้ป่üยที่เป็นโรคĀัüใจ โดยระเบียบüิธีที่นํามาýึกþาในĀัüข้อนี้ ได้แก่

1. ระเบียบüิธีการทําซํ้าแบบมานน์ (Mann Iteration)

2. ระเบียบüิธีการทําซํ้าแบบอิชิคาüา (Ishikawa Iteration)
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การจําแนกข้อมูลÿามารถจําแนกได้ ดังนี้

กําĀนดใĀ้ True Positive (TP) คือ จํานüนผู้ป่üยเป็นโรคĀัüใจ และแบบจําลองทํานายถูกü่าเป็นผู้ป่üยโรคĀัüใจ

False Negative (FN) คือ จํานüนผู้ป่üยเป็นโรคĀัüใจ แต่แบบจําลองทํานายผิดü่าเป็นประชากรÿุขภาพดี

Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ

True Nagative (TN) คือ จํานüนประชากรÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ และแบบจําลองทํานายถูกü่า

ÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ

False Positive (FP) คือ จํานüนประชากรÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ แต่แบบจําลองทํานายผิดü่าเป็น

ผู้ป่üยโรคĀัüใจ

ค่า Pre คือ ทํานายคนเป็นโรคĀัüใจü่าเป็นผู้ป่üยโรคĀัüใจ

ค่า Rec คือ ทํานายคนเป็นโรคĀัüใจü่าไม่เป็นผู้ป่üยโรคĀัüใจ Āรือÿุขภาพดี

Accurancy คือ ค่าคüามถูกต้อง ÿามารถคํานüณได้จาก

Accurancy =
correct predicted data

all data
× 100

3.2.1. ระเบียบüิธีการทําซํ้าแบบมานน์ (Mann Iteration)

กําĀนดใĀ้ T (x) = proxcg(I − c∇f)(x)

โดยที่ f(x) = ‖Hx−O‖22, g(x) = λ‖x‖1 และ αk = 0.5 โดยใช้ระเบียบüิธีทําซํ้าแบบมานน์

xn+1 = αkTxk + (1− αk)xk (3.7)

จากทฤþฎีบท 3.1 จะได้ü่า T เป็นการÿ่งแบบไม่ขยาย และจากทฤþฎีบท 2.28 จะได้ü่า T มีจุดตรึงซึ่งในที่นี้

คือ ค่า β ที่ต้องการในปัญĀาÿมการ 3.6 และÿ่üนของ Txk ในโปรแกรมกําĀนดใĀ้ T (x0, lamdak, para.lam,A, b)

x0 คือ เมทริกซ์เริ่มต้นที่มี ขนาด m× n

lamdak = i
(LF ∗(i+1)) ซึ่งค่า i = 1 : 50 จะอยู่ใน Loop for Āมายถึง ทําตั้งแต่ 1 ถึง 50 และ LF คือ ค่่าของลิพชิตซ์

para.lam = lam คือ 1× 10−5

A คือ ชุดข้อมูลนําเข้าโรคĀัüใจมีทั้งป่üยเป็นโรคĀัüใจ และไม่ได้ป่üยเป็นโรคĀัüใจที่ยังไม่ได้จําแนก 303 ตัüอย่าง

b คือ ชุดข้อมูลที่ชื่อü่า data ซึ่งใน data มีชุดข้อมูลย่อย 4 ชนิดเพื่อใช้ในการจําแนกข้อมูล ดังนี้

1. data.xTrain คือ ชุดข้อมูลผู้ป่üย 210 ตัüอย่าง และข้อมูลลักþณะเฉพาะÿ่üนบุคคล 13 arttributes

2. data.tTrain คือ ผลลัพธ์ของผู้ป่üยที่จะนําไปทํานาย

ผลลัพธ์Āมายเลข 1 Āมายถึง ประชากรÿุขภาพดีและไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ มีจํานüน 95 คน จากทั้งĀมด 210

คน

และผลลัพธ์Āมายเลข 2 Āมายถึง ผู้ป่üยเป็นโรคĀัüใจ มีจํานüน 115 คน จากทั้งĀมด 210 คน

3. data.xTest คือ ชุดข้อมูลผู้ป่üย 93 ตัüอย่าง และข้อมูลลักþณะเฉพาะÿ่üนบุคคล 13 arttributes

4. data.tTest คือผลลัพธ์ของผู้ป่üยที่จะนําไปทํานาย
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Āมายเลข 1 Āมายถึง ประชากรÿุขภาพดีและไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ มีจํานüน 43 คน จากทั้งĀมด 93 คน

และĀมายเลข 2 Āมายถึง ผู้ป่üยเป็นโรคĀัüใจ มีจํานüน 50 คน จากทั้งĀมด 93 คน

ได้ผลลัพธ์ ดังนี้

TP(train), TP(test) = 102.00 , 41.00

ค่า TP(train) คือ จํานüน 102 คนจาก 210 คน พบü่าเป็นผู้ป่üยเป็นโรคĀัüใจ และทํานายถูกü่าเป็นโรคĀัüใจ

ค่า TP(test) คือ จํานüน 41 คนจาก 93 คน พบü่าเป็นผู้ป่üยเป็นโรคĀัüใจ และทํานายถูกü่าเป็นโรคĀัüใจ

FN(train), FN(test) = 13.00, 9.00

ค่า FN(train) คือ จํานüน 13 คนจาก 210 คน พบü่าเป็นผู้ป่üยเป็นโรคĀัüใจ แต่แบบจําลองทํานายผิดü่าเป็น

ประชากรÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ

ค่า FN(test) คือ จํานüน 9 คนจาก 93 คน พบü่าเป็นผู้ป่üยเป็นโรคĀัüใจ แต่แบบจําลองทํานายผิดü่าเป็น

ประชากรÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ

TN(train), TN(test) = 54.00, 27.00

ค่า TN(train) คือ จํานüน 54 คนจาก 210 คน พบü่าเป็นประชากรÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ และแบบ

จําลองทํานายถูกü่าÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ

ค่า TN(test) คือ จํานüน 27 คนจาก 93 คน พบü่าเป็นประชากรÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ และแบบ

จําลองทํานายถูกü่าÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ

FP(train), FP(test) = 41.00,16.00

ค่า FP(train) คือ จํานüน 41 คนจาก 210 คน พบü่าเป็นประชากรÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ แต่แบบ

จําลองทํานายผิดü่าเป็นผู้ป่üยโรคĀัüใจ

ค่า FP(test) จํานüน 16 คนจาก 93 คน พบü่าเป็นประชากรÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ แต่แบบจําลอง

ทํานายผิดü่าเป็นผู้ป่üยโรคĀัüใจ

Pre train = 0.7133

ค่า Pre train คือ ทํานายคนเป็นโรคĀัüใจü่า เป็นผู้ป่üยโรคĀัüใจ ในÿ่üนของ Training ได้ร้อยละ 71.33

Rec train = 0.8870

ค่า Rec train คือ ทํานายคนเป็นโรคĀัüใจü่า ไม่เป็นผู้ป่üยโรคĀัüใจ Āรือÿุขภาพดี ในÿ่üนของ Training ได้

ร้อยละ 88.70

Pre test = 0.7193

ค่า Pre test คือ ทํานายคนเป็นโรคĀัüใจü่า เป็นผู้ป่üยโรคĀัüใจ ในÿ่üนของ Test ได้ร้อยละ 71.93

Rec test = 0.8200

ค่า Rec test คือ ทํานายคนเป็นโรคĀัüใจü่า ไม่เป็นผู้ป่üยโรคĀัüใจ Āรือÿุขภาพดี ในÿ่üนของ Test ได้ร้อยละ

82.00

Accuracy(train, test) = 74.2857, 73.1183

ค่าคüามถูกต้องของ Train ได้ 74.2857
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ค่าคüามถูกต้องของ Test ได้ 73.1183

Accuracy(train, test) = 74.29, 73.12

ค่าคüามถูกต้องของ Train ได้ 74.29

ค่าคüามถูกต้องของ Test ได้ 73.12

3.2.2. ระเบียบüิธีการทําซํ้าแบบอิชิคาüา (Ishikawa Iteration)

กําĀนดใĀ้ T (x) = proxcg(I − c∇f)(x)

โดยที่ f(x) = ‖Hx−O‖22, g(x) = λ‖x‖1 , αk = 0.5 และ βk = 1× 10(−5) โดยใช้ระเบียบüิธีการทําซํ้าแบบอิชิ

คาüา 




x1 ∈ C

yk = βkTxk + (1− βk)xk

xk+1 = αkTyk + (1− αk)xk

(3.8)

จากทฤþฎีบท 3.1 จะได้ü่า T เป็นการÿ่งแบบไม่ขยาย และจากทฤþฎีบท 2.30 จะได้ü่า T มีจุดตรึงและÿ่üนของ Txk

ซึ่งในที่นี้ คือ ค่า β ที่ต้องการในปัญĀาÿมการ 3.6 ในโปรแกรม กําĀนดใĀ้ T (x0, lamdak, para.lam,A, b)

และ Tyk กําĀนดใĀ้ T (wk, lamdak, para.lam,A, b)

ค่า x0 คือ เมทริกซ์เริ่มต้นที่มี ขนาด m× n

ค่า wk คือ ค่าที่Āาได้จากระเบียบüิธีการทําซํ้า

lamdak = i
(LF ∗(i+1)) ซึ่งค่า i = 1 : 50 จะอยู่ใน Loop for Āมายถึง ทําตั้งแต่ 1 ถึง 50 และ LF คือ ค่่าของลิพชิตซ์

para.lam = lam คือ 1× 10−5

A คือ ชุดข้อมูลนําเข้าโรคĀัüใจมีทั้งป่üยเป็นโรคĀัüใจ และไม่ได้ป่üยเป็นโรคĀัüใจที่ยังไม่ได้จําแนก 303 ตัüอย่าง

b คือ ชุดข้อมูลที่ชื่อü่า data ซึ่งใน data มีชุดข้อมูลย่อย 4 ชนิดเพื่อใช้ในการจําแนกข้อมูล ดังนี้

1. data.xTrain คือ ชุดข้อมูลผู้ป่üย 210 ตัüอย่าง และข้อมูลลักþณะเฉพาะÿ่üนบุคคล 13 arttributes

2. data.tTrain คือ ผลลัพธ์ของผู้ป่üยที่จะนําไปทํานาย

ผลลัพธ์Āมายเลข 1 Āมายถึง ประชากรÿุขภาพดีและไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ มีจํานüน 95 คน จากทั้งĀมด 210

คน

และผลลัพธ์Āมายเลข 2 Āมายถึง ผู้ป่üยเป็นโรคĀัüใจ มีจํานüน 115 คน จากทั้งĀมด 210 คน

3. data.xTest คือ ชุดข้อมูลผู้ป่üย 93 ตัüอย่าง และข้อมูลลักþณะเฉพาะÿ่üนบุคคล 13 arttributes

4. data.tTest คือผลลัพธ์ของผู้ป่üยที่จะนําไปทํานาย

Āมายเลข 1 Āมายถึง ประชากรÿุขภาพดีและไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ มีจํานüน 43 คน จากทั้งĀมด 93 คน

และĀมายเลข 2 Āมายถึง ผู้ป่üยเป็นโรคĀัüใจ มีจํานüน 50 คน จากทั้งĀมด 93 คน

ได้ผลลัพธ์ ดังนี้
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TP(train), TP(test) = 103.00 , 41.00

ค่า TP(train) คือ จํานüน 103 คนจาก 210 คน พบü่าเป็นผู้ป่üยเป็นโรคĀัüใจ และทํานายถูกü่าเป็นโรคĀัüใจ

ค่า TP(test) คือ จํานüน 41 คนจาก 93 คน พบü่าเป็นผู้ป่üยเป็นโรคĀัüใจ และทํานายถูกü่าเป็นโรคĀัüใจ

FN(train), FN(test) = 12.00, 9.00

ค่า FN(train) คือ จํานüน 12 คนจาก 210 คน พบü่าเป็นผู้ป่üยเป็นโรคĀัüใจ แต่แบบจําลองทํานายผิดü่าเป็น

ประชากรÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ

ค่า FN(test) คือ จํานüน 9 คนจาก 93 คน พบü่าเป็นผู้ป่üยเป็นโรคĀัüใจ แต่แบบจําลองทํานายผิดü่าเป็น

ประชากรÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ

TN(train), TN(test) = 51.00, 27.00

ค่า TN(train) คือ จํานüน 51 คนจาก 210 คน พบü่าเป็นประชากรÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ และแบบ

จําลองทํานายถูกü่าÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ

ค่า TN(test) คือ จํานüน 27 คนจาก 93 คน พบü่าเป็นประชากรÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ และแบบ

จําลองทํานายถูกü่าÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ

FP(train), FP(test) = 44.00, 16.00

ค่า FP(train) คือ จํานüน 44 คนจาก 210 คน พบü่าเป็นประชากรÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ แต่แบบ

จําลองทํานายผิดü่าเป็นผู้ป่üยโรคĀัüใจ

ค่า FP(test) จํานüน 16 คนจาก 93 คน พบü่าเป็นประชากรÿุขภาพดี Āรือไม่ได้เป็นโรคĀัüใจ แต่แบบจําลอง

ทํานายผิดü่าเป็นผู้ป่üยโรคĀัüใจ

Pre train = 0.7007

ค่า Pre train คือ ทํานายคนเป็นโรคĀัüใจü่า เป็นผู้ป่üยโรคĀัüใจ ในÿ่üนของ Training ได้ร้อยละ 70.07

Rec train = 0.8957

ค่า Rec train คือ ทํานายคนเป็นโรคĀัüใจü่า ไม่เป็นผู้ป่üยโรคĀัüใจ Āรือÿุขภาพดี ในÿ่üนของ Training ได้

ร้อยละ 89.57

Pre test = 0.7193

ค่า Pre test คือ ทํานายคนเป็นโรคĀัüใจü่า เป็นผู้ป่üยโรคĀัüใจ ในÿ่üนของ Test ได้ร้อยละ 71.93

Rec test = 0.8200

ค่า Rec test คือ ทํานายคนเป็นโรคĀัüใจü่า ไม่เป็นผู้ป่üยโรคĀัüใจ Āรือÿุขภาพดี ในÿ่üนของ Test ได้ร้อยละ

82.00

Accuracy(train, test) = 73.3333, 73.1183

ค่าคüามถูกต้องของ Train ได้ 73.3333

ค่าคüามถูกต้องของ Test ได้ 73.1183

Accuracy(train, test) = 73.33, 73.12

ค่าคüามถูกต้องของ Train ได้ 73.33
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ค่าคüามถูกต้องของ Test ได้ 73.12
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บทที่ 4

ÿรุปผลการýึกþา (Conclusion)

การค้นคü้าอิÿระนี้ýึกþาขั้นตอนüิธีทางทฤþฎีจุดตรึงกับการจําแนกข้อมูลผู้ป่üยโรคĀัüใจ โดยใช้กระบüนการ

ELM กับแบบจําลอง LASSO โดยĀา β ที่ทําใĀ้ ‖Hβ −O‖22 + λ‖β‖1 น้อยที่ÿุด คือ β เป็นคําตอบของปัญĀา

min
β

‖Hβ −O‖22 + λ‖β‖1

ในการĀาค่า β โดยกําĀนดใĀ้ f(β) = ‖Hβ − O‖22 และ g(β) = λ‖β‖1 ÿามารถเขียนÿมการใĀม่ได้ใĀ้

อยู่ในรูป

min
β

{f(β) + g(β)}

และได้มีการพิÿูจน์ไü้แล้üü่า β จะเป็นคําตอบของปัญĀาค่าน้อยที่ÿุด ก็ต่อเมื่อ

β = proxcg(I − c∇f)(β)

นั่นคืิอ β เป็นจุดตรึงของการÿ่งแบบไม่ขยาย โดยที่ c > 0 และ I คือ ตัüดําเนินการเอกลักþณ์

ÿุดท้ายเราได้ใช้ระเบียบüิธีการทําซํ้าของทฤþฎีบทจุดตรึงกับการจําแนกข้อมูลผู้ป่üยที่เป็นโรคĀัüใจจํานüน

303 คน ซึ่งนําข้อมูลมาจาก https://archive.ics.uci.edu, accessed on. และได้ผลดังนี้

ระเบียบüิธีการทําซํ้าของมานน์ Training data set Test data set
ทํานายถูก 0.7133 0.7193
ทํานายผิด 0.8870 0.8200

ตารางที่ 4.1: ระเบียบüิธีการทําซํ้าของมานน์

ระเบียบüิธีการทําซํ้าของอิชิคาüา Training data set Test data set
ทํานายถูก 0.7007 0.7193
ทํานายผิด 0.8957 0.8200

ตารางที่ 4.2: ระเบียบüิธีการทําซํ้าของอิชิคาüา
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ÿามารถÿรุปผลได้ü่า ทั้ง 2 ระเบียบüิธีการทําซํ้าแบบมานน์ และระเบียบüิธีการทําซํ้าแบบอิชิคาüา แบ่งชุด

ข้อมูลตัüอย่างที่จะนําไปใช้ในการ train 210 ข้อมูล คิดเป็นร้อยละ 70 ของข้อมูลทั้งĀมด และแบ่งชุดข้อมูลตัüอย่าง

ที่จะนําไปใช้ในการ test 93 ข้อมูล คิดเป็นร้อยละ 30 ของข้อมูลทั้งĀมด รüมตัüอย่างข้อมูลที่ใช้ในการจําแนกข้อมูล

ทั้งÿิ้น 303 ตัüอย่าง และจะเĀ็นอย่างได้ชัดü่า ระเบียบüิธีการทําซํ้าแบบมานน์และระเบียบüิธีการทําซํ้าแบบอิชิคาüา

ประÿิทธิภาพยังไม่ดีพอ อย่างไรก็ตาม การýึกþาการÿร้างระเบียบüิธีการทําซํ้าเป้าĀมายในการüิจัยของÿาขานี้ต้องการ

ใĀ้ค่าคüามถูกต้องมีค่าÿูงขึ้น Āรือมีค่าใกล้เคียง 100 เปอร์เซ็นต์
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Abstract 
      The purpose of this research are learning the important 
fixed point theorems in Euclidean spaces. Including, we 
have been studying  some approximation methods for fixed 
point of nonexpansive mappings and applications of fixed 
point theorems to heart disease data classification.

Introduction 
     An element   is said to be a fixed point of 
mapping  proved . The set of all fixed 
points of  is denoted by { }.

x ∈ X
T : X → X Tx = x
T F(T ) = x ∈ X : Tx = x

     Let  be a Banach space and  a convex subset of . 
A mapping  is said to be nonexpansive if 

 for all  in .

X C X
T : C → C

∥Tx − T y∥ ≤ ∥x − y∥ x, y C

Iteration for Data Classification Problems 
     In 1953, Mann has introduced The Mann iteration process 
is defined as follows: For  a convex subset of normed 
space  and nonlinear mapping  of  into itself, the 
sequence { } in  is defined by

C
X T C

xn C

where { } is real sequence in .αn (0,1)
     In 1974, Ishikawa has introduced The Ishikawa iteration 
process is defined as follows: For  a convex subset of 
normed space  and nonlinear mapping  of  into itself, the 
sequence { } and { } in  is defined by

C
X T C

xn yn C

where { } and { } is real sequence in .αn βn (0,1)

x1 = x ∈ C
xn+1 = αnxn + (1 − αn)Txn, n ∈ ℕ

x1 = x ∈ C

yn = (1 − βn)xn + βnTxn,

xn+1 = αnxn + (1 − αn)Txn, n ∈ ℕ

Applications to Data Classification Problems 
      The target of this model is to find the parameter  that 
solves the following minimization problem, called ordinary least 
square (OLS),

β

min
β

∥Hβ − O∥2
2

where  is -norm,  is the target of data, 
 is a weight which connects hidden layer and output 

layer and  is the hidden layer output matrix.

∥ ⋅ ∥2 l2 O ∈ ℝN×m

β ∈ ℝM×m

H ∈ ℝN×M

      In this study, we focus on the following problem, called 
least absolute shrinkage and selection operator (LASSO),

min
β

∥Hβ − O∥2
2 + λ∥β∥1

where  is -norm,  is the target of data, 
 is a weight which connects hidden layer and output 

layer and  is the hidden layer output matrix.

∥ ⋅ ∥1 l1 O ∈ ℝN×m

β ∈ ℝM×m

H ∈ ℝN×M

       In general, LASSO can be rewritten as minimization of 
sum of two functions,

 { }min
β

f (β ) + g(β )

    In fixed point theory, the solution of minimization can be 
characterized as follows:  is a minimizer of  if and only ifx̄ f + g

β = proxcg(I − c∇f )(β )

where   is an identity operator,  is the proximity 
operator of .

c > 0, I proxcg
cg

    For convenience,  can be rewritten as:   
where 

β β = T(β )
T = proxcg(I − c∇f )

Results 
Mann iteration process Training data set Test data set
Accurate predictions 0.7133 0.7193
Wrong predictions 0.8870 0.8200

Ishikawa iteration process Training data set Test data set

Accurate predictions 0.7007 0.7193

Wrong predictions 0.8957 0.8200

      In the experiment, we aim to classify heart disease data 
set from  https://archive.ics.uci.edu, accessed on.

Experiments for data classifications

      We obtained 303 heart disease data set that divided into 
2 classes and 13 attributes which of these going to classify 
210 training data set and 93 test data set.
     In all experiments, we use sigmoid as an activation function 
and  for dataset with number of hidden node .λ = 10−5 L = 30
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        Mann iteration process and Ishikawa iteration process 
are not good efficiency. However, the research of this field 
requires 100% accuracy.

รูปที่ 5.1: โปÿเตอร์
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