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บทคัดย่อ

ปัญĀาจุดตรึงของการÿ่งĀลายค่าเป็นĀัüข้อที่มีผู้ýึกþาเป็นจํานüนมาก เนื่องจากÿามารถนํามาประยุกต์เพื่อ

แก้ปัญĀาต่างๆ ได้มากมาย ไม่ü่าจะเป็นทฤþฎีการคüบคุม, การĀาค่าเĀมาะที่ÿุดคอนเüกซ์ และ เýรþฐýาÿตร์ ในการ

ค้นคü้าอิÿระนี้เราได้ýึกþาขั้นตอนüิธีการประมาณค่าของจุดตรึงแบบĀลายค่า จากงานüิจัยของ Khan และ Yildirim

[1] เขาใช้แนüคิดจาก Shahzad และ Zegeye ซึ่งตัดเงื่อนไข “strong condition” บนการÿ่งที่เกี่ยüข้องกับüิธีการทํา

ซํ้า และýึกþาการพิÿูจน์ทฤþฎีบทการลู่เข้าแบบอ่อนและการลู่เข้าแบบเข้มของการÿ่งไม่ขยายĀลายค่าในปริภูมิบานาค

นอกจากนี้เราได้Āาตัüอย่างที่ÿอดคล้องกับทฤþฎีบทĀลักอีกด้üย

Abstract

The fixed points problem of multivalued mappings is a topic that has been studied very

intensively by numerous researchers because it can be applied to solve many problems such as control

theory, convex optimization, and economics. In this independent study, we study the approximation

fixed points of multivalued mappings from Khan and Yildirim's research [1]. The anothers used an

idea from Shahzad and Zegeye to removes a "strong condition" on the mapping involved in the

iteration scheme and to prove the weak convergence theorem and strong convergence theorem of

multivalued nonexpansive mappings in Banach spaces. Moreover, we give an example to support the

main theorem.
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บทที่ 1

บทนํา (Introduction)

ใĀ้ E เป็นปริภูมิบานาค (Banach space) และ K เป็น เซตย่อยของ E จะเรียก K ü่าพร็อกซิมินัล

(proximinal) ถ้าÿําĀรับแต่ละ x ∈ E จะมีÿมาชิก k ∈ K ที่ซึ่ง

d (x, k) = inf {‖x− y‖ : y ∈ K} = d (x,K)

เป็นที่ทราบกันดีอยู่แล้üü่าเซตย่อยนูนกระชับแบบอ่อน (weakly compact convex subsets) ของปริภูมิบานาคและ

เซตย่อยปิดนูน (closed convex subsets) ของปริภูมิบานาคแบบเอกรูปเป็นพร็อกซิมินัล

กําĀนดใĀ้ P (K) เป็นคลาÿของเซตย่อยพร็อกซิมินัลที่มีขอบเขตของ K

และ CB (K) เป็นคลาÿของเซตย่อยปิดที่มีขอบเขตของ K

กําĀนดใĀ้ H เป็น เมตริกเฮาÿ์ดอร์ฟที่เกิดจากเมตริก d ของ E นั่นคือ

H (A,B) = max
{

sup
x∈A

d (x,B) , sup
y∈B

d (y,A)

}

ÿําĀรับทุก A,B ∈ CB (E)

การÿ่งแบบĀลายค่า T : K→P (K) จะถูกเรียกü่าĀดตัü (contraction) ถ้ามีค่าคงที่ ! ∈ [0, 1) ที่ทําใĀ้

ÿําĀรับทุก x, y ∈ K

H (Tx, Ty) ≤ !‖x− y‖

และถ้า ! = 1 จะเรียก T ü่าเป็นการÿ่งแบบไม่ขยาย (Nonexpansive)

H (Tx, Ty) ≤ ‖x− y‖

ÿําĀรับทุก x, y ∈ K

จุด x ∈ K จะเรียกü่าจุดตรึง (fixed point) ของ T ถ้า x ∈ Tx และ ใĀ้ F (T ) แทนเซตของจุตตรึงทั้งĀมด

ของ T

1



ตัüอย่าง 1.1 ใĀ้ E = R ภายใต้ปริภูมิบานาค และ K = [0, 100] เป็นเซตย่อยนูนปิด มีขอบเขตที่ไม่เป็นเซตü่างของ

E และใĀ้ T : K→P (K) กําĀนดโดย T (x) =
[
0,

x

5

]
, ∀x ∈ K ดังนั้น F (T ) = {0}

การýึกþาจุดตรึงÿําĀรับการÿ่งĀดตัüและการÿ่งแบบไม่ขยายĀลายค่าโดยใช้เมตริกเฮาÿ์ดอร์ฟ มีการเริ่ม

คิดค้นโดย Markin [2] ต่อมาทฤþฎีจุดตรึงที่น่าÿนใจÿําĀรับการÿ่งดังกล่าüได้รับการพัฒนาซึ่งมีการประยุกต์ ใช้ ใน

ทฤþฎีการคüบคุม (control theory) การĀาค่าเĀมาะที่ÿุดคอนเüกซ์ (convex optimization) การรüมดิฟเฟอเรนเชีย

ล (differential inclusion) และเýรþฐýาÿตร์ (economics) ยิ่งไปกü่านั้นการมีอยู่ของจุดตรึงÿําĀรับการÿ่งไม่ขยาย

Āลายค่าในปริภูมิบานาคแบบเอกรูปได้พิÿูจน์โดย Lim [4]

ทฤþฎีจุดตรึงของการÿ่งไม่ขยายĀลายค่านั้นยากกü่า ทฤþฎีของการÿ่งไม่ขยายค่าเดียüมีการใช้กระบüนการ

ทําซํ้าที่แตกต่างกันเพื่อประมาณค่าจุดตรึงÿําĀรับการÿ่งไม่ขยายĀลายค่า

Agarwal และคณะ [5] แนะนํารูปแบบการทําซํ้าต่อไปนี้ÿําĀรับการÿ่งแบบค่าเดียü





x1 = x ∈ C,

xn+1 = (1− αn)Txn + αnTyn,

yn = (1− βn)xn + βnTxn, n ∈ N

(1.1)

โดยที่ {αn} และ {βn} ∈ (0, 1)

ในปี ค.ý. 2012 Klan และ Yildirim [1] ได้ขยายขั้นตอนüิธีการทําซํ้า (1.1) ไปยังกรณีที่ T เป็นการÿ่งแบบ

Āลายค่า ดังนี้





x1 ∈ K,

xn+1 = (1− λ) vn + λun

yn = (1− η)xn + ηvn, n ∈ N

(1.2)

โดยที่ vn ∈ PT (xn) , un ∈ PT (yn) , 0 < λ, η < 1

และ PT (x) = {y ∈ Tx : ‖x− y‖ = d (x, Tx)}

ในการค้นคü้าอิÿระนี้ ได้ýึกþาการประมาณค่าจุดตรึงของการÿ่งไม่ขยายĀลายค่าโดยใช้ขั้นตอนüิธีการทําซํ้า

ในปริภูมิบานาค (1.2) นอกจากนี้ยังĀาตัüอย่างที่ÿอดคล้องกับทฤþฎีบทĀลักอีกด้üย
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บทที่ 2

คüามรู้พื้นฐาน (Preliminaries)

บทนิยาม 2.1 ใĀ้ A เป็นเซตและ S เป็นเซตย่อยของ A จะเรียก S ü่า เซตปิด (closed set) ถ้าทุก ๆ จุดลิมิตของ S

อยู่ในเซต A

บทนิยาม 2.2 ใĀ้ C เป็นเซตย่อยของ S แล้üจะเรียก C ü่าเป็นเซตนูน (convex set) ถ้าเÿ้นตรงที่เชื่อม x และ y อยู่

ใน C นั่นคือ

(1− t)x+ ty ∈ C

ÿําĀรับทุก x, y ∈ C และ t ∈ [0, 1]

บทนิยาม 2.3 ใĀ้ S ⊂ R ไม่เป็นเซตü่าง และใĀ้ α ∈ R จะเรียก α ü่า

1. ขอบเขตบน (upper bound) ของ S ถ้า x ≤ α ÿําĀรับทุก x ∈ S

2. ขอบเขตล่าง (lower bound) ของ S ถ้า α ≤ x ÿําĀรับทุก x ∈ S

บทนิยาม 2.4 ใĀ้ X เป็นปริภูมิเüกเตอร์ (vector space) บนฟีลด์ของจํานüนจริง แล้ü นอร์ม บน X คือ การÿ่ง

‖·‖ : X→R โดยที่ÿําĀรับทุกÿมาชิก α ∈ R และทุกÿมาชิก x, y ∈ X ÿอดคล้องกับÿมบัติดังต่อไปนี้

(1) ‖x‖ ≥ 0

(2) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0

(3) ‖αx‖ = |α|‖x‖

(4) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

และจะกล่าüü่า (X, ‖·‖) เป็น ปริภูมินอร์ม (normed space)

3



บทนิยาม 2.5 ใĀ้ X เป็นปริภูมิเüกเตอร์บนฟิลด์ของจํานüนจริง จะเรียกฟังก์ชัน 〈·, ·〉 : X ×X → R

ü่า ผลคูณภายในบน X (inner product on X) ถ้า 〈·, ·〉 ÿอดคล้องคุณÿมบัติต่อไปนี้

(1) 〈x, x〉 ≥ 0 ÿําĀรับทุก x ∈ X และ 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0

(2) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 ÿําĀรับแต่ละ x, y ∈ X

(3) 〈αx, y〉 = α 〈x, y〉 ÿําĀรับแต่ละ x, y, z ∈ X และ α ∈ R

(4) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 ÿําĀรับแต่ละ x, y, z ∈ X

เราจะเรียก X ü่าเป็น ปริภูมิผลคูณภายใน (inner product spaces)

บทนิยาม 2.6 ใĀ้ {xn} เป็นลําดับในปริภูมิผลคูณภายใน X และ x ∈ X

(1) จะเรียกลําดับ {xn} ü่า ลู่เข้าแบบเข้ม ÿู่ x (converges strongly to x) ถ้า ‖xn − x‖ → 0 เราแทน ด้üย xn → x

Āรือ lim
n→∞

xn = x

(2) จะเรียกลําดับ {xn} ü่า ลู่เข้าแบบอ่อน ÿู่ x (converges weakly to x) ถ้า 〈xn, y〉 → 〈x, y〉 ÿําĀรับทุก y ∈ X

เราแทนด้üย xn ⇀ x

ข้อÿังเกต 2.7 ถ้าลําดับลู่เข้าแบบเข้มแล้üจะลู่เข้าแบบอ่อนด้üย

บทนิยาม 2.8 ลําดับ {xn} ใน X จะเรียกü่าเป็น ลําดับโคชี (cauchy sequence) ถ้าÿําĀรับทุก ε > 0 จะมีจํานüน-

เต็มบüก N ซึ่ง ถ้า n,m ≥ N แล้ü ‖xn − xm‖ < ε

บทนิยาม 2.9 เราจะเรียก {xn} ü่าลําดับมีขอบเขต (bounded sequence) ถ้ามีจํานüนจริง บüก M

ที่ |xn| ≤ M ÿําĀรับทุก n ∈ N

บทนิยาม 2.10 ใĀ้ {xn} เป็นลําดับของจํานüนจริง จะกล่าüü่า

(1) {xn} เป็นลําดับไม่ลด (nondecreasing sequence) ถ้า xn ≤ xn+1 ทุก n ∈ N

(2) {xn} เป็นลําดับไม่เพิ่ม (nonincreasing sequence) ถ้า xn ≥ xn+1 ทุก n ∈ N

(3) {xn} เป็นลําดับทางเดียü (monotone sequence) ถ้า {xn} เป็นลําดับไม่ลด Āรือ {xn} ลําดับไม่เพิ่ม
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ทฤþฎีบท 2.11 ใĀ้ {an} เป็นลําดับของจํานüนจริง

(1) ถ้า {xn} เป็นลําดับไม่ลดและมีขอบเขตบนแล้ü {xn} เป็นลําดับลู่เข้า

(2) ถ้า {xn} เป็นลําดับไม่เพิ่มและมีขอบเขตล่างแล้ü {xn} เป็นลําดับลู่เข้า

ทฤþฎีบท 2.12 ลําดับลู่เข้าทุกลําดับเป็นลําดับที่มีขอบเขต

บทนิยาม 2.13 ลิมิตซูพีเรียร์ (limit superior) ของ {xn} ซึ่งเขียนแทนด้üย lim sup
n→∞

xn Āรือ lim
n→∞

xn นิยามโดย

lim sup
n→∞

xn = lim
N→∞

sup
n≥N

xn

และลิมิตอินฟีเรียร์ (limit inferior) ของ {xn} ซึ่งเขียนแทนด้üย lim inf
n→∞

xn Āรือ lim
n→∞

xn นิยามโดย

lim inf
n→∞

xn = lim
N→∞

inf
n≥N

xn

ตัüอย่าง 2.14 พิจารณาลําดับขอบเขตที่ไม่ใช่ลําดับทางเดียü

1,−1, 1,−1, . . . Āรือ xn = (−1)n+1

เมื่อกําĀนดใĀ้

yn = sup
{
(−1)k+1 : k ≥ n

}
= 1, zn = inf

{
(−1)k+1 : k ≥ n

}
= −1

ดังนั้น

lim sup
n→∞

xn = 1, lim inf
n→∞

xn = −1

บทนิยาม 2.15 ลําดับของจํานüนจริง {xn} ลู่เข้าÿู่ x ก็ต่อเมื่อ

lim inf
n→∞

xn = lim sup
n→∞

xn = x

ทฤþฎีบท 2.16 ใĀ้ {xn} เป็นลําดับ จะได้ü่า

1. lim infxn ≤ lim supxn

2. ถ้า xn ≤ yn แล้ü limxn ≤ limyn และ limxn ≤ limyn

ทฤþฎีบท 2.17 กําĀนดใĀ้ {xn} เป็นลําดับ ถ้า c ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖ ≤ lim
n→∞

‖xn‖ ≤ lim sup
n→∞

‖xn‖ ≤ c ทุก

n ≥ N และ c ≥ 0 เมื่อ N เป็นจํานüนเต็มบüก แล้ü lim
n→∞

‖xn‖ = c

ทฤþฎีบท 2.18 ทฤþฎีบท โบลซาโน-ไüแยร์ÿทราÿÿ์ (Bolzano - Weierstrass Theorem)

ทุกลําดับมีขอบเขตจะมีลําดับย่อยลู่เข้า
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ทฤþฎีบท 2.19 ลําดับ {xn} ลู่เข้าÿู่ x ก็ต่อเมื่อ ทุกลําดับย่อย {xn} ลู่เข้าÿู่ x

ทฤþฎีบท 2.20 {xn} เป็นลําดับของจํานüนจริงลู่เข้า ก็ต่อเมื่อ เป็นลําดับโคชี {xn}

บทนิยาม 2.21 ปริภูมิบานาค (Banach space) คือ ปริภูมินอร์มแบบบริบูรณ์ (complete normed space) ภายใต้

เมตริกที่ได้จากนอร์ม นั่นคือ d (x, y) = ‖x− y‖

บทนิยาม 2.22 ปริภูมินอร์ม (X, ‖·‖) จะกล่าüü่าเป็น ปริภูมิบริบูรณ์ (complete space) ถ้าทุก ๆ ลําดับโคชีใน X

ลู่เข้าÿู่ X

ทฤþฎีบท 2.23 ใĀ้ E เป็นปริภูมินอร์มแบบบริบูรณ์ และ lim
n→∞

‖xn − p‖ = 0 แล้ü lim
n→∞

(xn − p) = 0

บทนิยาม 2.24 ปริภูมิผลคูณภายใน H จะถูกเรียกü่า ปริภูมิฮิลเบิร์ต (Hilbert spaces) ถ้า H เป็นปริภูมิบริบูรณ์

(complete spaces)

บทนิยาม 2.25 ปริภูมินอร์มแบบเอกรูป (uniformly convex space) คือ ปริภูมิเüกเตอร์นอร์ม ที่ÿอดคล้องกับเงื่อนไข

ต่อไปนี้ ถ้าÿําĀรับทุก 0 < ε ≤ 2 จะมี δ > 0 ซึ่งทําใĀ้
∥∥∥∥
x+ y

2

∥∥∥∥ ≤ 1 − δ ÿําĀรับทุก ‖x‖ = 1, ‖y‖ = 1 และ

‖x− y‖ ≥ ε

บทนิยาม 2.26 จะกล่าüü่า E เป็นปริภูมิที่ÿอดคล้องเงื่อนไขโอเพียล (Opial's condition) ถ้าลําดับ {xn} ใน E ลู่เข้า

แบบอ่อนÿู่ x แล้ü

lim sup
n→∞

‖xn − x‖ < lim sup
n→∞

‖xn − y‖

ÿําĀรับทุก y ∈ E ที่ y -= x

บทนิยาม 2.27 การÿ่งแบบĀลายค่า T : K→P (K) จะเรียกü่า เดมิโคลÿ (Demiclosed) ที่ y ∈ K ถ้าลําดับ {xn}

ใน K ลู่เข้าแบบอ่อนÿู่ x และลําดับ {yn} ใน Txn ลู่เข้าแบบเข้มÿู่ y แล้ü y ∈ Tx

บทนิยาม 2.28 การÿ่งแบบไม่ขยายĀลายค่า T : K→CB (K) โดยที่ K เป็นเซตย่อยของ E จะกล่าüü่าเป็นไปตาม

เงื่อนไข (I) ถ้ามีฟังก์ชันไม่ลด f : [0,∞)→ [0,∞) โดยที่ f (0) = 0, f (r) > 0 ÿําĀรับทุก r ∈ (0,∞) แล้ü

d (x, Tx) ≥ f (d (x, F (T ))) ÿําĀรับทุก x ∈ K
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ทฤþฎีบท 2.29 [1] ใĀ้ T : K→P (K) เป็นการÿ่งแบบĀลายค่า และ PT (x) = {y ∈ Tx : ‖x− y‖ = d (x, Tx)}

แล้üข้อต่อไปนี้ÿมมูลกัน

(1)x ∈ F (T ) ;

(2)PT (x) = {x} ;

(3)x ∈ F (PT )

นอกจากนี้ F (T ) = F (PT )

ทฤþฎีบท 2.30 ใĀ้ E เป็นปริภูมิบานาคแบบเอกรูป และ 0 < p ≤ tn ≤ q < 1 ÿําĀรับทุก n ∈ N กําĀนดใĀ้ {xn}

และ {yn} เป็นลําดับของ E โดยที่ lim sup
n→∞

‖xn‖ ≤ r, lim sup
n→∞

‖yn‖ ≤ r และ lim
n→∞

‖tnxn + (1− tn) yn‖ = r

ÿําĀรับบาง r ≥ 0 แล้ü lim
n→∞

‖xn − yn‖ = 0

ทฤþฎีบท 2.31 ถ้า PT เป็นการÿ่งแบบไม่ขยายแล้ü F (PT ) จะเป็นเซตปิด
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บทที่ 3

ผลการýึกþา (Results)

ในบทที่ 3 จะแบ่งออกเป็น 5 Āัüข้อย่อยดังนี้ 3.1 ผลลัพธ์ที่จําเป็นในการพิÿูจน์ทฤþฎีบทการลู่เข้าแบบอ่อน

และการลู่เข้าแบบเข้มของจุดตรึง 3.2 การลู่เข้าแบบอ่อนของลําดับ {xn} 3.3 การลู่เข้าแบบเข้มของลําดับ {xn} และ

เมื่อการÿ่งÿอดคล้องเงื่อนไข (I) จะอธิบายในĀัüข้อ 3.4 และตัüอย่างที่ÿอดคล้องกับทฤþฏีบทĀลักจะใĀ้ไü้ในĀัüข้อ 3.5

3.1 ผลลัพธ์ที่จําเป็น

ในĀัüข้อนี้จะพิÿูจน์ผลลัพธ์ที่จําเป็นในการพิÿูจน์ทฤþฎีบทการลู่เข้าแบบอ่อนและการลู่เข้าแบบเข้มของจุดตรึง

บทตั้ง 3.1 [1] ใĀ้ E เป็นปริภูมินอร์ม และ K เป็นเซตย่อยนูนปิดที่มีขอบเขตที่ไม่เป็นเซตü่างของ E และใĀ้ T :

K→P (K) เป็นการÿ่งแบบĀลายค่า โดยที่ F (T ) -= ∅ และ PT เป็นการÿ่งแบบไม่ขยาย โดยใĀ้ {xn} เป็นลําดับที่

นิยามใน (1.2) แล้ü lim
n→∞

‖xn − p‖ Āาค่าได้ ÿําĀรับทุก p ∈ F (T )

พิสูจน์. ใĀ้ p ∈ F (T ) จากบทตั้ง 2.29 จะได้ü่า p ∈ PT (p) = {p}

พิจารณา ‖xn+1 − p‖ = ‖(1− λ) vn + λun − p‖

= ‖(1− λ) vn + λp− p+ λun − λp‖

= ‖(1− λ) vn − p (1− λ) + λ (un − p)‖

= ‖(1− λ) (vn − p) + λ (un − p)‖

≤ ‖(1− λ) (vn − p)‖+ ‖λ (un − p)‖

≤ (1− λ) ‖vn − p‖+ λ‖un − p‖

≤ (1− λ)H (PT (xn) , PT (p)) + λH (PT (yn) , PT (p))

≤ (1− λ) ‖xn − p‖+ λ‖yn − p‖ (3.1.1)

8



แต่

‖yn − p‖ = ‖(1− η)xn + ηvn − p‖

= ‖(1− η)xn + ηp− p+ ηvn − ηp‖

= ‖(1− η)xn − (1− η) p+ η (vn − p)‖

= ‖(1− η) (xn − p) + η (vn − p)‖

≤ ‖(1− η) (xn − p)‖+ ‖η (vn − p)‖

≤ (1− η) ‖(xn − p)‖+ η‖(vn − p)‖

≤ (1− η) ‖(xn − p)‖+ ηH (PT (xn) , PT (p))

≤ (1− η) ‖(xn − p)‖+ η‖(xn − p)‖

= ‖xn − p‖ (3.1.2)

จาก (3.1.1) จะได้ü่า

‖xn+1 − p‖ ≤ (1− λ) ‖(xn − p)‖+ λ‖(yn − p)‖

≤ (1− λ) ‖(xn − p)‖+ λ‖(xn − p)‖

= ‖xn − p‖

ดังนั้น {‖xn − p‖} เป็นลําดับไม่เพิ่มและมีขอบเขตล่างคือ 0 โดย ทฤþฎีบท 2.11 ข้อ 2

จะได้ü่า lim
n→∞

‖xn − p‖ Āาค่าได้ ÿําĀรับทุก p ∈ F (T )
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บทตั้ง 3.2 [1] ใĀ้ E เป็นปริภูมิบานาคแบบเอกรูป และ K เป็นเซตย่อยนูนปิดที่มีขอบเขตที่ไม่เป็นเซตü่างของ E และ

ใĀ้ T : K→P (K) เป็นการÿ่งแบบĀลายค่า โดยที่ F (T ) -= ∅ และ PT เป็นการÿ่งแบบไม่ขยาย โดยใĀ้ {xn} เป็น

ลําดับที่นิยามใน (1.2) แล้ü lim
n→∞

d (xn, Txn) = 0

พิสูจน์. ใĀ้ p ∈ F (T ) จาก บทตั้ง 3.1 ได้ü่า lim
n→∞

‖xn − p‖ Āาค่าได้ กําĀนดใĀ้ lim
n→∞

‖xn − p‖ = c ÿําĀรับบาง

c ≥ 0

เนื่องจาก

‖vn − p‖ ≤ H (PT (xn) , PT (p)) ≤ ‖xn − p‖

lim sup
n→∞

‖vn − p‖ ≤ lim sup
n→∞

H (PT (xn) , PT (p)) ≤ lim sup
n→∞

‖xn − p‖ = c

ฉะนั้น

lim sup
n→∞

‖vn − p‖ ≤ c (3.2.1)

ในทํานองเดียüกัน

‖un − p‖ ≤ H (PT (yn) , PT (p)) ≤ ‖yn − p‖ ≤ ‖xn − p‖

lim sup
n→∞

‖un − p‖ ≤ lim sup
n→∞

H (PT (yn) , PT (p)) ≤ lim sup
n→∞

‖yn − p‖ ≤ lim sup
n→∞

‖xn − p‖ = c

ฉะนั้น

lim sup
n→∞

‖un − p‖ ≤ c (3.2.2)

จาก (1.2) จะได้

lim
n→∞

‖λ (un − p) + (1− λ) (vn − p)‖ = lim
n→∞

‖xn+1 − p‖ = c (3.2.3)

จากอÿมการ (3.2.1),(3.2.2),(3.2.3) และ ทฤþฎีบท 2.30 จะได้

lim
n→∞

‖vn − un‖ = 0 (3.2.4)
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จากอÿมการ (3.1.2) Āาค่าลิมิตซูพีเรียร์ของอÿมการ จะได้ü่า

lim sup
n→∞

‖yn − p‖ ≤ lim sup
n→∞

‖xn − p‖ = c

lim sup
n→∞

‖yn − p‖ ≤ c (3.2.5)

ต่อไปจะแÿดงü่า lim
n→∞

‖vn − p‖ = c พิจารณา

‖xn+1 − p‖ = ‖(1− λ) vn + λun − p‖

= ‖(vn − p) + λ (un − vn)‖

≤ ‖vn − p‖+ λ‖un − vn‖

≤ ‖vn − p‖+ ‖vn − un‖

จากอÿมการ (3.2.4) จะได้

lim inf
n→∞

‖xn+1 − p‖ ≤ lim inf
n→∞

‖vn − p‖+ lim inf
n→∞

‖vn − un‖

= lim inf
n→∞

‖vn − p‖+ 0

c = lim inf
n→∞

‖xn+1 − p‖ ≤ lim inf
n→∞

‖vn − p‖

c ≤ lim inf
n→∞

‖vn − p‖ (3.2.6)

จากอÿมการ (3.2.1), (3.2.6) และ ทฤþฎีบท 2.17 จะได้

lim
n→∞

‖vn − p‖ = c

ต่อไปจะแÿดงü่า lim
n→∞

‖yn − p‖ = c

พิจารณา

‖vn − p‖ ≤ ‖vn − un‖+ ‖un − p‖

≤ ‖vn − un‖+H (PT (yn) , PT (p))

≤ ‖vn − un‖+ ‖yn − p‖

c ≤ lim inf
n→∞

‖vn − p‖ ≤ lim inf
n→∞

‖vn − un‖+ lim inf
n→∞

‖yn − p‖

= 0 + lim inf
n→∞

‖yn − p‖
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ดังนั้น

c ≤ lim inf
n→∞

‖yn − p‖ (3.2.7)

จากอÿมการ (3.2.5), (3.2.7) และ ทฤþฎีบท 2.17 จะได้

lim
n→∞

‖yn − p‖ = c

จาก

lim sup
n→∞

‖xn − p‖ ≤ c, lim sup
n→∞

‖vn − p‖ ≤ c

และ lim
n→∞

‖η (vn − p) + (1− η) (xn − p)‖ = lim
n→∞

‖yn − p‖ = c

โดยทฤþฎีบท 2.30 จะได้

lim
n→∞

‖xn − vn‖ = 0 (3.2.8)

เนื่องจาก d (xn, Txn) = inf {‖xn − z‖ : z ∈ Txn} และ vn ∈ Txn

จะได้ü่า d (xn, Txn) ≤ ‖xn − vn‖

Āาค่าลิมิตทั้งÿองข้างของอÿมการ

lim
n→∞

d (xn, Txn) ≤ lim
n→∞

‖xn − vn‖ = 0

0 ≤ lim
n→∞

d (xn, Txn) ≤ 0 (จาก 3.2.8)

ดังนั้น

lim
n→∞

d (xn, Txn) = 0
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3.2 การลู่เข้าแบบอ่อนของลําดับ {xn}

ทฤþฎีบท 3.3 ใĀ้ E เป็นปริภูมิบานาคแบบเอกรูปที่ÿอดคล้องกับเงื่อนไขโอเพียล (Opial's condition) และ K เป็น

เซตย่อยนูนปิดที่มีขอบเขตที่ไม่เป็นเซตü่างของ E และใĀ้ T : K→P (K) เป็นการÿ่งแบบĀลายค่า โดยที่ F (T ) -= ∅

และ PT เป็นการÿ่งแบบไม่ขยาย โดยใĀ้ {xn}เป็นลําดับที่นิยามใน (1.2) ถ้า I − PT เป็นเดมิโคลÿ (Demiclosed) ที่

จุด x = 0 แล้ü {xn} เป็นลําดับลู่เข้าแบบอ่อนÿู่จุดตรึงของ T

พิสูจน์. ใĀ้ p ∈ F (T ) โดยทฤþฏีบท 2.29 จะได้ü่า p ∈ F (PT ) จากบทตั้ง 3.1 ได้ü่า lim
n→∞

‖xn − p‖ Āาค่าได้

ต่อมาจะต้องการพิÿูจน์ü่า ลําดับย่อยลู่เข้าแบบอ่อนÿู่ F (T ) เพียงจุดเดียü

ใĀ้ z1 และ z2 เป็นลิมิตของลําดับย่อย {xni} และ
{
xnj

}
ของ {xn} ตามลําดับ

จาก (3.2.8) มี vn ∈ Txn ดังนั้น lim
n→∞

‖xn − vn‖ = 0

จาก I − PT เป็นเดมิโคลÿ ที่จุด 0 จะได้ü่า

0 ∈ (I − PT ) z1

0 ∈ Iz1 − PT z1

0 = z1 − y, ∃y ∈ PT z1

z1 = y, ∃y ∈ PT z1

z1 ∈ PT z1

ดังนั้น z1 ∈ PT z1 และทําใĀ้ได้ü่า z1 ∈ F (PT ) = F (T )

ในทํานองเดียüกันจะÿามารถพิÿูจน์ได้ü่า z2 ∈ F (T )

ต่อมาจะพิÿูจน์การมีเพียงจุดเดียü ใĀ้ z1 -= z2 โดยเงื่อนไขโอเพียล

จะได้

lim
n→∞

‖xn − z1‖ = lim
ni→∞

‖xni − z1‖

< lim
ni→∞

‖xni − z2‖

= lim
n→∞

‖xn − z2‖
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= lim
nj→∞

∥∥xnj − z2
∥∥

< lim
nj→∞

∥∥xnj − z1
∥∥

= lim
n→∞

‖xn − z1‖

เกิดข้อขัดแย้ง ดังนั้น z1 = z2 ดังนั้นทุกลําดับย่อยของ {xn} จะลู่เข้าแบบอ่อนÿู่ z1 ∈ F (T ) โดยทฤþฎีบท 2.19

ลําดับ {xn} จะลู่เข้าแบบอ่อนÿู่ z1 ∈ F (T ) ด้üย ดังนั้น {xn} เป็นลําดับที่ลู่เข้าแบบอ่อนÿู่ F (T )
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3.3 การลู่เข้าแบบเข้มของลําดับ {xn}

ทฤþฎีบท 3.4 ใĀ้ E เป็นปริภูมิบานาค และ K เป็นเซตย่อยนูนปิดที่มีขอบเขตที่ไม่เป็นเซตü่างของ E และใĀ้ T :

K→P (K) เป็นการÿ่งแบบĀลายค่า โดยที่ F (T ) -= ∅ และ PT เป็นการÿ่งแบบไม่ขยาย โดยใĀ้ {xn} เป็นลําดับที่

นิยามใน (1.2) ลําดับ {xn} ลู่เข้าแบบเข้มÿู่จุดใน F (T ) ก็ต่อเมื่อ lim inf
n→∞

d (xn, F (T )) = 0

พิสูจน์. (→) ถ้าลําดับ {xn} ลู่เข้าแบบเข้มÿู่จุดใน F (T ) แล้ü lim inf
n→∞

d (xn, F (T )) = 0

ใĀ้ {xn} ลู่เข้าÿู่ p ∈ F (T ) จะได้ü่า lim
n→∞

‖xn − p‖ = 0

จาก

d (xn, F (T )) ≤ ‖xn − p‖

lim
n→∞

d (xn, F (T )) ≤ lim
n→∞

‖xn − p‖ = 0

0 ≤ lim
n→∞

d (xn, F (T )) ≤ 0

lim
n→∞

d (xn, F (T )) = 0

ดังนั้น

lim inf
n→∞

d (xn, F (T )) = 0

(←) ถ้า lim inf
n→∞

d (xn, F (T )) = 0 แล้ü ลําดับ {xn} ลู่เข้าแบบเข้มÿู่จุดใน F (T )

ใĀ้ lim inf
n→∞

d (xn, F (T )) = 0 จากบทตั้ง 3.1 ได้ü่า

‖xn+1 − p‖ ≤ ‖xn − p‖ , p ∈ F (T )

inf
p∈F (T )

‖xn+1 − p‖ ≤ inf
p∈F (T )

‖xn − p‖

d (xn+1, F (T )) ≤ d (xn, F (T ))

ได้ü่า lim
n→∞

d (xn, F (T )) Āาค่าได้ และ lim inf
n→∞

d (xn, F (T )) = 0

จึงได้ü่า lim
n→∞

d (xn, F (T )) = 0

ต่อมาจะแÿดงü่า {xn} เป็นลําดับโคชีใน K

ใĀ้ ε > 0 จาก lim
n→∞

d (xn, F (T )) = 0 มี n0 ∈ N ÿําĀรับทุก n ≥ n0

ซึ่ง d (xn, F (T )) <
ε

4

15



ได้ü่า inf {‖xn0 − p‖ : p ∈ F (T )} <
ε

4
แÿดงü่ามี p∗ ∈ F (T ) โดย ‖xn0 − p∗‖ <

ε

2

ต้องการพิÿูจน์ ‖xm − xn‖ < ε

จาก m,n ≥ n0 พิจารณา

‖xm − xn‖ = ‖xm − p∗ + p∗ − xn‖

≤ ‖xm − p∗‖+ ‖xn − p∗‖

<
ε

4
+

ε

4

=
ε

2

< ε

ดังนั้น {xn} เป็นลําดับโคชี ในเซตย่อยปิด K ของปริภูมิบานาค E จะได้ü่า {xn} ลู่เข้าÿู่ q ∈ K

ต่อมาจะแÿดงü่า q ∈ F (T )

‖q − a‖ ≤ ‖q − xn‖+ ‖xn − y‖+ ‖y − a‖ , ∀a ∈ PT (q) , ∀y ∈ PT (xn)

inf
y∈PT xn

‖q − a‖ ≤ inf
y∈PT xn

‖q − xn‖+ inf
y∈PT xn

‖xn − y‖+ inf
y∈PT xn

‖y − a‖

‖q − a‖ ≤ ‖q − xn‖+ d (xn, PTxn) + d (a, PTxn)

inf
a∈PT q

‖q − a‖ ≤ ‖q − xn‖+ d (xn, PTxn) + inf
a∈PT q

d (a, PTxn)

d (q, PT q) ≤ ‖q − xn‖+ d (xn, PTxn) + sup
a∈PT q

d (a, PTxn)

d (q, PT q) ≤ ‖xn − q‖+ d (xn, PTxn) +H (PTxn, PT q)

≤ ‖xn − q‖+ ‖xn − vn‖+ ‖xn − q‖

ใĀ้ n→∞ จะได้ü่า d (q, PT q) = 0 แต่ü่า PT เป็นการÿ่งแบบไม่ขยาย แล้ü F (PT ) เป็นเซตปิด

ดังนั้น q ∈ F (PT ) = F (T )
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3.4 การÿ่งที่ÿอดคล้องเงื่อนไข (I)

ทฤþฎีบท 3.5 ใĀ้ E เป็นปริภูมิบานาคแบบเอกรูป และ K เป็นเซตย่อยนูนปิด มีขอบเขตที่ไม่เป็นเซตü่างของ E และ

ใĀ้ T : K→P (K) เป็นการÿ่งแบบĀลายค่าที่ÿอดคล้องเงื่อนไข (I) โดยที่ F (T ) -= ∅ และ PT เป็นการÿ่งแบบไม่

ขยาย โดยใĀ้ {xn} เป็นลําดับที่นิยามใน (1.2) แล้ü ลําดับ {xn} ลู่เข้าแบบเข้มÿู่จุดใน F (T )

พิสูจน์. ÿมมติใĀ้ p ∈ F (T ) จาก บทตั้ง 3.1 lim
n→∞

‖xn − p‖ Āาค่าได้ ใĀ้ lim
n→∞

‖xn − p‖ = c ÿําĀรับบาง c ≥ 0

กรณีที่ 1 ถ้า c = 0 จะได้ü่า lim
n→∞

‖xn − p‖ = 0 แล้ü โดยทฤþฎีบท 2.23 lim
n→∞

(xn − p) = 0

จึงได้ü่า

lim
n→∞

xn = p

กรณีที่ 2 ถ้า c > 0 ซึ่ง

‖xn+1 − p‖ ≤ ‖xn − p‖

inf
p∈F (T )

‖xn+1 − p‖ ≤ inf
p∈F (T )

‖xn − p‖

จึงได้ü่า

d (xn+1, F (T )) ≤ d (xn, F (T )) และ lim
n→∞

d (xn, F (T )) Āาค่าได้

จากเงื่อนไข (I) และ บทตั้ง 3.2 จะได้

f (d (xn, F (T ))) ≤ d (xn, Txn)

lim
n→∞

f (d (xn, F (T ))) ≤ lim
n→∞

d (xn, Txn) = 0

lim
n→∞

f (d (xn, F (T ))) = 0

เนื่องจาก f เป็นฟังก์ชันไม่ลด และ f (0) = 0 จึงได้ lim
n→∞

d (xn, F (T )) = 0

ดังนั้นจาก ทฤþฎีบท 3.4 ได้ü่า ลําดับ {xn} ลู่เข้าแบบเข้มÿู่จุดใน F (T )
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3.5 ตัüอย่างที่ÿอดคล้องกับทฤþฎีบท 3.4

ใĀ้ E = R ภายใต้ปริภูมิบานาค และ K = [0, 100] เป็นเซตย่อยนูนปิด มีขอบเขตที่ไม่เป็นเซตü่างของ E

และใĀ้ T : K→P (K) กําĀนดโดย

T (x) =
[
0,

x

5

]
, ∀x ∈ K

จะได้ F (T ) = {0} -= ∅ , กําĀนดใĀ้ PT (x) = {y ∈ Tx : ‖x− y‖ = d (x, Tx)} =
x

5
และ x, y ∈ K

พิจารณา

‖PT (x)− PT (y)‖ =
∥∥∥
x

5
− y

5

∥∥∥

=

∥∥∥∥
x− y

5

∥∥∥∥

=
1

5
‖x− y‖

จะได้ü่า ‖PT (x)− PT (y)‖ ≤ ‖x− y‖ นั่นคือ PT เป็นการÿ่งแบบไม่ขยาย และÿอดคล้องกับทุกเงื่อนไขใน

ทฤþฏีบท 3.4 เราได้นําเÿนอการทดÿอบลู่เข้าในเชิงตัüเลข ในการทดÿอบแรก กําĀนดใĀ้ x1 =
1

2
, x1 = 2 , x1 = 10

โดยüิธีทําซํ้า ลําดับที่นิยามใน (1.2) โดย λ = 0.3, η = 0.4 เพื่อÿังเกตการลู่เข้าของลําดับที่นิยามใน (1.2) ผลลัพธ์แÿดง

ดังรูปที่ 3.1

รูปที่ 3.1:

จากรูปที่ 3.1 จะเĀ็นü่าที่ x1 =
1

2
จะลู่เข้าÿู่จุดตรึงเร็üที่ÿุด
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ในการทดÿอบครั้งที่ 2 เลือก x1 = 2 โดย λ = 0.3,λ = 0.5,λ = 0.7 และ η = 0.5 ผลลัพธ์แÿดงดังรูปที่

3.2 ในการทดÿอบครั้งที่ 3 เลือก x1 = 2 โดย λ = 0.5 และ η = 0.3, η = 0.5 η = 0.7 ผลลัพธ์แÿดงดังรูปที่ 3.3

รูปที่ 3.2:

จากรูปที่ 3.2 จะเĀ็นü่าที่ λ = 0.7 ลําดับจะลู่เข้าÿู่จุดตรึงเร็üที่ÿุด

รูปที่ 3.3:

จากรูปที่ 3.3 จะเĀ็นü่าที่ η = 0.7 ลําดับจะลู่เข้าÿู่จุดตรึงเร็üที่ÿุด เĀ็นได้ชัดü่า ลําดับที่นิยามใน (1.2) ลู่เข้าÿู่ 0 และ

lim
n→∞

d (xn, F (T )) = 0
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บทที่ 4

ÿรุปผลการýึกþา (Conclusion)

ในการค้นคü้าอิÿระนี้ เราได้ýึกþาจุดตรึงของการÿ่งไม่ขยายĀลายค่าในปริภูมิบานาค ได้แÿดงใĀ้เĀ็นü่า การ

ประมาณค่าจุดตรึงของการÿ่งไม่ขยายĀลายค่าที่นิยามบนเซตนูนปิดที่มีขอบเขตและไม่เป็นเซตü่างในปริภูมิบานาค โดย

ใช้üิธีการทําซํ้าในปริภูมิบานาค (1.2) ถ้าเพิ่มเงื่อนไขโอเพียลและเดมิโคลÿ แล้üลําดับ {xn} จะลู่เข้าแบบอ่อนÿู่จุดตรึง

(ทฤþฎีบท 3.3) และเมื่อ เพิ่มเงื่อนไข (I) (ทฤþฎีบท 3.5) แล้üลําดับ {xn} จะลู่เข้าแบบเข้มÿู่จุดตรึง นอกจากนี้เรายัง

ยกตัüอย่างที่ÿอดคล้องกับทฤþฎีĀลักอีกด้üย
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