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ข้อ 1 กำหนดปรพัินธ์ I =

∫∫
R

f(x, y) dA =

∫ e2

1

∫ 2

lnx

f(x, y) dydx

1.1 จงวาดรปูและแรเงาบรเิวณ R ทีส่อดคล้องกับปรพัินธดั์งกลา่ว พร้อมท้ังระบสุมการทีส่อดคล้องกับเส้น จดุตัดแกน
และจดุตัดของกราฟ

1.2 จงสลับลำดับของปรพัินธดั์งกลา่วเปน็ dxdy

I = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1.3 จงหาพื้นทีข่องบรเิวณ R โดยใช้ปรพัินธส์องช้ันในระบบพกัิดฉาก

ข้อ 2 กำหนดบรเิวณ R ของปรพัินธส์องช้ัน I =

∫∫
R

1√
x2 + y2

dA ดังรปู

2.1 จงเขยีนปรพัินธดั์งกลา่วในระบบพกัิดฉาก โดยมลีำดับการอนิทเิกรตเปน็ dydx (โดยไมต้่องคำนวณคา่)

I = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2.2 จงเขยีนปรพัินธดั์งกลา่วในระบบพกัิดฉาก โดยมลีำดับการอนิทเิกรตเปน็ dxdy (โดยไมต้่องคำนวณคา่)

I = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2.3 จงเขยีนปรพัินธดั์งกลา่วในระบบพกัิดเชงิข้ัว พร้อมท้ังคำนวณคา่ของปรพัินธ์
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ข้อ 3 กำหนดทรงตัน G ทีป่ดิล้อมด้านลา่งด้วยระนาบ XY ด้านบนด้วยระนาบ x + y + z = 4 ด้านข้างด้วยระนาบ
XZ, Y Z และพื้นผวิ x+ y2 = 1 ดังรปู

3.1 จงวาดรปูภาพฉาย (projection) ของ G บนระนาบ XY XZ และ Y Z (ระบสุเกลให้ชัดเจน)

3.2 จงเขยีนปรมิาตรของทรงตัน G ในรปูของปรพัินธส์องช้ันในระบบพกัิดฉาก ในลำดับการอนิทเิกรตทีก่ำหนดให้

dydx: ปรมิาตร = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3.3 จงเขยีนปรมิาตรของทรงตัน G ในรปูของปรพัินธส์ามช้ันในระบบพกัิดฉาก ในลำดับการอนิทเิกรตทีก่ำหนดให้
(โดยไมต้่องคำนวณคา่)

dzdxdy: ปรมิาตร = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dxdydz: ปรมิาตร = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dydzdx: ปรมิาตร = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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ข้อ 4 จงเขยีนจดุ P (x, y, z) =
(
2
√
3,−2,−4

√
3
) ในระบบพกัิดฉากให้อย ูใ่นรปูของจดุในระบบพกัิดตอ่ไปนี้

พกัิดทรงกระบอก P (r, θ, z) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

พกัิดทรงกลม P (ρ, θ, ϕ) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ข้อ 5 ให้ G เปน็ทรงตันทีป่ดิล้อมด้านบนด้วยกรวยควำ่ z = −
√
3x2 + 3y2 และปดิล้อมด้านลา่งด้วยทรงกลม

x2 + y2 + z2 = 4 จงเขยีนปรพัินธ์
I =

∫∫∫
G

x2y dV

ในรปูปรพัินธส์ามช้ันในระบบพกัิดตอ่ไปนี้ (โดยไมต้่องคำนวณคา่)

พกัิดทรงกระบอก : I = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

พกัิดทรงกลม : I = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ข้อ 6 กำหนดปรพัินธส์ามช้ันในระบบพกัิดทรงกระบอก∫ 2π

π

∫ 3

0

∫ 3+
√
9−r2

r

r2 dzdrdθ

จงเขยีนปรพัินธ์ I ในระบบพกัิดฉาก (โดยไมต้่องคำนวณคา่)

I = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ข้อ 7 จงเขยีนปรมิาตรของทรงตันตอ่ไปนี้ในระบบพกัิดทรงกระบอกหรอืพกัิดทรงกลม (ทีเ่หมาะสม)
โดยไมต้่องคำนวณคา่

7.1 ให้ G เปน็ทรงตันทีป่ดิล้อมด้านบนด้วยระนาบ y + z = 8 ปดิล้อมด้านข้างด้วยทรงกระบอก x2 + y2 = 4y

และปดิล้อมด้านลา่งด้วยระนาบ XY (ดังรปู)

ปรมิาตร = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

7.2 ให้ G เปน็ทรงตันทีป่ดิล้อมด้วยระนาบ XY และสว่นหนึง่ของครึง่ทรงกลมรัศมี 2 หนว่ยและ 4 หนว่ย (ดังรปู)

ปรมิาตร = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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ข้อ 8 จงคำนวณคา่ของ I =

∫ 0

−2

∫ √
4−x2

−
√
4−x2

∫ √
4−x2−y2

0

√
x2 + y2 + z2 dzdydx

ข้อ 9 จงให้เหตผุลเพือ่สรปุวา่อนกุรมตอ่ไปนี้ ล ูเ่ข้า (converge) หรอืล ูอ่อก (diverge) หรอืสรปุไมไ่ด้

9.1
∞∑
n=0

−5n+1

4n
เปน็อนกุรม ล ูเ่ข้า / ล ูอ่อก / สรปุไมไ่ด้ เน ือ่งจาก . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

9.2
∞∑
n=1

n−2 เปน็อนกุรม ล ูเ่ข้า / ล ูอ่อก / สรปุไมไ่ด้ เน ือ่งจาก . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

9.3
∞∑
n=0

an โดยที่ lim
k→∞

an = 0 และ lim
n→∞

sn = 1 เปน็อนกุรม ล ูเ่ข้า / ล ูอ่อก / สรปุไมไ่ด้ เน ือ่งจาก . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ข้อ 10 กำหนดให้
∞∑
n=0

an เปน็อนกุรมทีล่ ูเ่ข้าส ูค่า่ A และ
∞∑
n=0

[
2n

5n
− 3an

]
= 2

จงแสดงวธิหีาคา่ A

ข้อ 11 จงแสดงวา่
∞∑
n=1

2

n(n+ 2)
=

3

2

ข้อ 12

12.1 ให้ f(x) =
1

x(ln x)3
เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง [2,∞) จงแสดงวา่ f(x) เปน็ฟงักชั์นลดบนชว่ง [2,∞)

12.2 จงใช้การทดสอบโดยอนิทกิรัล (integral test) ทดสอบว่าอนกุรม
∞∑
n=2

1

n(lnn)3
ลู่เข้าหรอืล ู่ออก

ข้อ 13 จงแสดงวา่อนกุรมทีก่ำหนดให้ตอ่ไปนี้ล ูเ่ข้าหรอืล ูอ่อก โดยเลอืกใช้วธิที ีเ่หมาะสมในการทดสอบ

13.1
∞∑
n=1

5 + sinn

n5

13.2
∞∑
n=1

√
9n2 − 7

n3 − 6n2 + 4

13.2
∞∑
n=1

(n2 + 112)n

(2n)n

ข้อ 14 จงแสดงวา่อนกุรมทีก่ำหนดให้ตอ่ไปนี้ล ูเ่ข้าอยา่งสัมบรูณ์ (absolutely converge) ล ูเ่ข้าอยา่งมเีง ือ่นไข
(conditionally converge) หรอืล ูอ่อก (diverge)

14.1
∞∑
n=1

(−1)n
8n

(3n)!

14.2
∞∑
n=1

(−1)n+1(1− 5n2)

n3

ข้อ 15 จงหาชว่งของการล ูเ่ข้าและรัศมขีองการล ูเ่ข้าของอนกุรมกาํลัง
∞∑
n=0

(x+ 4)n

(7n)
√
n+ 1

ข้อ 16 กำหนดให้ f(x) = cos(πx)

16.1 จงหาอนกุรมแมคคลอรนิ (Maclaurin series) สาํหรับ f(x) ในรปูสัญลักษณ์ ∑
16.2 จงหาอนกุรมเทยเ์ลอร์ (Taylor series) สาํหรับ f(x) รอบจดุ x =

1

2
(โดยเขยีนกระจายสามพจนแ์รกทีไ่มเ่ปน็ศนูย)์


