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สูตรอินทิเกรต (บางส่วน)
ให้ C , n และ a > 0 เป็นจํานวนจริงใด ๆ

•
∫

tanx dx = ln | secx|+ C

•
∫

cotx dx = ln | sinx|+ C

•
∫

1√
a2 − x2

dx =
1

a
arcsin

x

a
+ C

•
∫

1

a2 + x2
dx =

1

a
arctan

x

a
+ C

•
∫

secx dx = ln | secx+ tanx|+ C

•
∫

cscx dx = ln | cscx− cotx|+ C
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เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ

ให้ m และ n เป็นจํานวนจริงใด ๆ

• sin2 x+ cos2 x = 1

• sin(2x) = 2 sinx cosx

• cos(2x) = cos2 x− sin2 x

• sin2 x = 1
2 (1− cos(2x))

• cos2 x = 1
2 (1 + cos(2x))

• 1 + tan2 x = sec2 x

• sin(mx) cos(nx) = 1
2

{
sin(m+ n)x+ sin(m− n)x

}

• sin(mx) sin(nx) = 1
2

{
cos(m−n)x− cos(m+n)x

}

• cos(mx) cos(nx) = 1
2

{
cos(m+n)x+cos(m−n)x

}

สมบัติของฟังก์ชันลอการิทึมและฟังก์ชันเลขชี้กําลัง

ให้ A และ B เป็นจํานวนจริงบวก และ ให้ n และ m เป็นจํานวนจริงใด ๆ

• ln(A ·B) = ln(A)+ ln(B)

• ln(A/B) = ln(A)− ln(B)

• ln(An) = n · ln(A)

• logB(A) =
lnA

lnB

• An ·Am = An+m

•
An

Am
= An−m

• ln(eA) = A

• e(lnA) = A กราฟของ ex, e−x และ lnx
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แบบฝึกหัดทบทวนก่อนสอบปลายภาค ชุดที่ 2

ข้อ 1 จงแสดงวิธีทําเพื่อหาปริพันธ์ไม่จํากัดเขตต่อไปนี้

1.1)
∫
(e7 − 7x + x7 − 7 sinx)dx 1.2)

∫ (
x2 − x4

x3
+

1

25 + x2

)
dx

∫
etanx sec2 x dx

∫
12x5

√
x6 + 111 dx

ข้อ 2 จงแสดงวิธีทําเพื่อหา
∫

lnx

x4
dx โดยใช้เทคนิคอินทิเกรตแบบแบ่งส่วน (integration by parts)

ข้อ 3 จงแสดงวิธีทําเพื่อหา
∫

sin5 x dx

ข้อ 4 จงแสดงวิธีทําเพื่อหา
∫

sin(7x) sin(2x) dx

ข้อ 5 จงแสดงวิธีทําเพื่อหา
∫

1

x
√
x2 + 1

dx โดยวิธีแทนค่าตรีโกณมิติ (trigonometric substitution)

ข้อ 6 จงเขียนฟังก์ชันตรรกยะต่อไปนี้ในรูปเศษส่วนย่อย (partial fraction) โดยไม่ต้องคํานวณค่าคงที่ที่สมมติขึ้น

100x

(x+ 1)(x− 1)(x2 + 2x+ 3)2
=

ข้อ 7 จงแสดงวิธีทําเพื่อหา
∫

4x3 + 3x2 + 18

x2(x2 + 9)
dx

เมื่อ
4x3 + 3x2 + 18

x2(x2 + 9)
เขียนในรูปเศษส่วนย่อยได้ดังนี้

4x3 + 3x2 + 18

x2(x2 + 9)
=

A

x
+

B

x2
+

Cx+D

x2 + 9

ข้อ 8 ให้ f(x) = x2 + 4 เป็นฟังก์ชันที่นิยามบนช่วง [−4, 4]

−6 −4 −2 2 4 60
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f(x) = x2 + 4

X

Y

ในการประมาณพื้นที่ใต้กราฟด้วยวิธีสี่เหลี่ยมผืนผ้า (rectangle approxima-
tion method)
โดยแบ่งช่วง [−4, 4] ออกเป็น 2 ช่วงย่อยที่มีความกว้างเป็น ∆x เท่า ๆ กัน

8.1) จงหา ∆x =

8.2) กําหนด A2 แทนพื้นที่ใต้กราฟที่ได้จากการใช้สี่เหลี่ยมผืนผ้า 2 รูป
จงแสดงวิธีทําเพื่อหาค่าA2 เมื่อกําหนดให้ความสูงของสี่เหลี่ยมผืนผ้าเป็น
ค่าของ f(x) ณ จุดปลายซ้ายของแต่ละช่วงย่อย
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&

1 .4)

1 .3)

A
+
B
+
(x+D

+
Ex +F

X+1 X- 1 x
*
+2x+3(x2+2x+312

4

Az = 4 f(- 4) + 4 f(0)
= 4(20) + 4(4)

= 96
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1.1) ex-Ex x =cosX +
1
.2) In 1x1-4arctan()
1 .3) stan x + (

1
.4)[(x*111 +

&o 2

(Inx
= Inx dr : ' dy

x4 I =-+ byd
du = ! dx v= -

==In
03 ↓ sin'Xdx = -(sint du

= - J (1-cos2x)2 du
: - J(1-242+u4) du

u = COS X
=
- u + 243 - jus + C

du : -sinx dx
== cosx+ cosX- ! cosx+

04
↓ sin(74)sin(2x) dx : JE[cos(sX)-cos(ax] de

= sin(5x)-1 sin(ax+

85
Pix= tan O (xdx = J coseco do
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(x2+1
=/secto

do
endo
+1

= In Icoseco-cotol + E
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07
: 4x3+3x2+18 = Ax(x+9) + B(x+a) + ((x+D)x
4x"+3x2+18 = (A +2)x3 + (B +D)x + 9Ax +9B

·: A+c = 4

B+D = 3 ·: A = 0
,
B= 2

,
C = 4
,
D= 1

9A = 0

9B = 18

.. j 4x+34+ 18dx =) + * dy
x2(x2+9)

=

-
2
+ 2In(9+ arctan(+

I fixdx = 2 dx+
= ex+
= 6- (-2) + 2 -9
= 8 + 8 = 16

o 16

Jetz1 dx =limea
= lim In1x-21/etk+2t

= lim (Ine-In/k-21)
h+2 t

=+o poon



ข้อ 9 จากกราฟต่อไปนี้ จงหาค่าอินทิกรัลต่อไปนี้ เมื่อให้พื้นที่แรเงาแต่ละส่วนมีขนาดตามตัวเลขที่ระบุ

−4 −3 0 1 5

X

y = f(x)

y = g(x)

Y

= 8 = 15 = 10 = 18

= 13 = 8

9.1)
∫ −3

−4
f(x) dx =

9.2)
∫ 0

−3
g(x) dx =

9.3)
∫ 1

−3
f(x) dx =

9.4)
∫ 1

−3
(f(x)− g(x)) dx =

ข้อ 10 ให้ A(x) แทนพื้นที่ใต้กราฟ f(x) = x+ 2 บนช่วง [−2, x]

−2 0 x

f(x) = x+ 2

A(x)

X

Y 10.1) จงหา A(1) =

10.2) จงแสดงว่า
d

dx
[A(x)] = f(x)

ข้อ 11 กําหนดให้ f(x) =

⎧
⎨

⎩
2 ;−1 ≤ x ≤ 3

x ; 3 < x ≤ 5

จงแสดงวิธีทําเพื่อหา
∫ 5

−1
f(x) dx

ข้อ 12 จงเติมคําตอบที่ถูกต้องลงในช่องว่าง

12.1)
∫ 111

111

x

x2 + 1
dx =

12.2)
d

dz

[∫ z

0

t

t2 + 1
dt

]
=

12.3) ถ้า
∫ 5

−2

x

x2 + 1
dx =

1

2

∫ b

a

1

u
du แล้ว a = , b =

3

S

15

- 13+8 = -S

- (15+10+13)
=- 38

9/2

A(x) = f(x+2)(x+2) = ((x+2)

:(A)=+
= x+2 = f(x)

g

Z

z2+1
526



ข้อ 13 กําหนดบริเวณที่แรเงาดังรูป จงเขียนอินทิกรัลแสดงการหาพื้นที่บริเวณที่แรเงา โดยไม่ต้องคํานวณค่า

0 1 2

1

2

y = x

y =
√
4− x2

(x =
√
4− y2) X

Y

(
√
2,
√
2)

13.1) โดยการอินทิเกรตเทียบ x

พื้นที่ =

13.2) โดยการอินทิเกรตเทียบ y

พื้นที่ =

ข้อ 14 กําหนดบริเวณที่แรเงาดังรูป จงเขียนอินทิกรัลแสดงการหาปริมาตรทรงตันการหมุนรอบ (solid of revolution) ที่เกิดจากการหมุน
บริเวณที่แรเงารอบแกนที่กําหนดให้ โดยไม่ต้องคํานวณค่า

0 2

y = 4

y = 3
(2, 3)(0, 3)

y = 3x3/8
(x = 3

√
8y/3)

X

Y

14.1) หมุนรอบแกน Y โดยการอินทิเกรตเทียบ y

ปริมาตร =

4

She- d

Jy dy + jvv yzdy

/12 dy



14.2) หมุนรอบแกน Y โดยการอินทิเกรตเทียบ x

ปริมาตร =

14.3) หมุนรอบเส้นตรง y = 4 โดยการอินทิเกรตเทียบ x

ปริมาตร =

ข้อ 15 จงเขียนอินทิกรัลไม่ตรงแบบ (improper integral) ต่อไปนี้ให้อยู่ในรูปของลิมิตของอินทิกรัลจํากัดเขต โดยไม่ต้องคํานวณค่า
∫ ∞

−∞

1

x
dx =

ข้อ 16 จงแสดงวิธีทําเพื่อหาค่าอินทิกรัลไม่ตรงแบบต่อไปนี้
∫ e+2

2

1

x− 2
dx

ข้อ 17 กําหนดสมการเชิงอนุพันธ์อันดับหนึ่ง (first order differential equation) ต่อไปนี้

xy′ − 1 = x+ x lnx

17.1) จงแสดงว่าฟังก์ชัน y = (x+ 1) lnx+ C เป็นคําตอบทั่วไป (general solution) ของสมการเชิงอนุพันธ์ที่กําหนด

17.2) กําหนดเงื่อนไขค่าเริ่มต้น (initial value) y(1) = 5 จงหาคําตอบเฉพาะ (particular solution)

ข้อ 18 กําหนดสมการเชิงอนุพันธ์อันดับหนึ่งต่อไปนี้
dy

dx
= xyex−y (1)

y
dy

dx
− y2 tanx = 0 (2)

จงแยกประเภทของสมการและจัดรูปให้อยู่ในรูปแบบที่กําหนดให้ โดยเติมคําตอบลงในตาราง

สมการแยกได้

สมการ รูปแบบ h(y) dy = g(x) dx

สมการเชิงเส้น

สมการ รูปแบบ
dy

dx
+ p(x)y = q(x)

หมายเลข หมายเลข

ข้อ 19 จงหาคําตอบทั่วไปของสมการแยกได้ (separable equation) ต่อไปนี้

dy

dx
= x7 sec y

ข้อ 20 จงหาคําตอบทั่วไปของสมการเชิงเส้น (linear equation) ต่อไปนี้

y′ − 2y = e2x + 1

5

2x (3-3x3/s) dx

62π((4- 34/812- 14-312]dx

imdximmdtm

(7) eydy = xedx (2) -Itanxy = 0

(2) 1/y dy = tanx dx



2017

17 . 1)

xy
' 1 = x(X) + (nx) - 1 = x+ x/ny
· y = (x+1) In x +c winnousiossams

17. 2)

some X= 1 , y = 5
-> s = 2(n) + 2 : E=5

: y = (+1)/nx + 5 danovia

2019

dy = xsey

Sseig dy = (x
+ dx

sin y
= 4 +

No 20

I(x) = q(-2dx-2x

exy - c *zy =
ex(e+1)

(e*y) = 1 + e-
24

(d(e<xy) = J(1+edx

e
y = x - eYe + E


