
แบบฝึกĀัดทบทวนก่อนÿอบปลายภาค

ÿูตรอนุพันธ์และÿูตรอินทิเกรต ใĀ้ c, n และ a > 0 เป็นจํานüนจริงใด ๆ

เอกลักþณ์ตรีโกณมิติ

ใĀ้ m และ n เป็นจํานüนจริงใด ๆ

• sin2 x+ cos2 x = 1

• sin(2x) = 2 sinx cosx

• cos(2x) = cos2 x− sin2 x

• sin2 x = 1
2 (1− cos(2x))

• cos2 x = 1
2 (1 + cos(2x))

• 1 + tan2 x = sec2 x

• sin(mx) cos(nx) = 1
2

{
sin(m+n)x+sin(m−n)x

}

• sin(mx) sin(nx) = 1
2

{
cos(m−n)x−cos(m+n)x

}

• cos(mx) cos(nx) = 1
2

{
cos(m+n)x+cos(m−n)x

}

ÿมบัติของฟังก์ชันลอการิทึมและฟังก์ชันเลขชี้กําลัง

ใĀ้ A และ B เป็นจํานüนจริงบüก และ ใĀ้ n และ m เป็นจํานüนจริงใด ๆ

• ln(A ·B) = ln(A)+ ln(B)

• ln(A/B) = ln(A)− ln(B)

• ln(An) = n · ln(A)

• logB(A) =
lnA

lnB

• An ·Am = An+m

•
An

Am
= An−m

• ln(eA) = A

• e(lnA) = A กราฟของ ex, e−x และ lnx
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ข้อ 1 จงแÿดงüิธีทําเพื่อĀาปริพันธ์ไม่จํากัดเขตต่อไปนี้

1.1)
∫ (

2022

x
− 2x + sec2 x+

1√
1− x2

)
dx

1.2)
∫

2022 +
√
x√

x
dx

1.3)
∫

9e9x

1 + e18x
dx

ข้อ 2 ถ้าĀาปริพันธ์โดยการแทนค่าตัüแปร u (u-substitution) พบü่า
∫

x4 + 1

x5 + 5x+ 5
dx =

1

5

∫
1

u
du

แล้üจะได้ü่า u = และ du = dx

ข้อ 3 จงแÿดงüิธีทําเพื่อĀา
∫

x2 · 2x dx โดยใช้เทคนิคอินทิเกรตแบบแบ่งÿ่üน (integration by parts)

ข้อ 4 จงแÿดงüิธีทําเพื่อĀา
∫

sin111 x cos3 x dx

ข้อ 5 จงแÿดงüิธีทําเพื่อĀา
∫

cos(13θ) sin(7θ) dθ

ข้อ 6 จงแÿดงüิธีทําเพื่อĀา
∫

8

x2
√
16− x2

dx โดยüิธีแทนค่าตรีโกณมิติ (trigonometric substitution)

ข้อ 7 จงเขียนฟังก์ชันตรรกยะต่อไปนี้ในรูปเýþÿ่üนย่อย (partial fraction) โดยไม่ต้องคํานวณค่าคงที่ที่ÿมมติขึ้น

111x3 + 5x− 7

(2− 5x)2(x2 + x+ 6)2
=

ข้อ 8 จงแÿดงüิธีทําเพื่อĀา
∫

10x+ 3

(x− 3)(x2 + 2)
dx

เมื่อ
10x+ 3

(x− 3)(x2 + 2)
เขียนในรูปเýþÿ่üนย่อยได้ดังนี้

10x+ 3

(x− 3)(x2 + 2)
=

A

x− 3
+

Bx+ C

x2 + 2

ข้อ 9 ใĀ้ f(x) = 16− (x− 2)2

16
เป็นฟังก์ชันที่นิยามบนช่üง [−4, 8]

−4 4 80

4

8

12

16
f(x) = 16− (x− 2)2

16

X

Y ในการประมาณพื้นที่ใต้กราฟด้üยüิธีÿี่เĀลี่ยมผืนผ้า (rectangle approxi-
mation method)
โดยแบ่งช่üง [−4, 8] ออกเป็น 3 ช่üงย่อยที่มีคüามกü้างเป็น∆x เท่า ๆ กัน

9.1) จงĀา ∆x =

9.2) กําĀนด A3 แทนพื้นที่ใต้กราฟที่ได้จากการใช้ÿี่เĀลี่ยมผืนผ้า 3 รูป
จงแÿดงüิธีทําเพื่อĀาค่า A3 เมื่อกําĀนดใĀ้คüามÿูงของÿี่เĀลี่ยมผืน
ผ้าเป็นค่าของ f(x) ณ จุดกึ่งกลางช่üง

ข้อ 10 จากกราฟต่อไปนี้ จงĀาค่าอินทิกรัลต่อไปนี้ เมื่อใĀ้พื้นที่แรเงาแต่ละÿ่üนมีขนาดตามตัüเลขที่ระบุ

0 4 7

X

y = g(x)

y = f(x)

Y

= 6 = 7 = 10 = 8

10.1)
∫ 4

0
f(x) dx =

10.2)
∫ 7

0
f(x) dx =

10.3)
∫ 4

0
(f(x)− g(x)) dx =

10.4)
∫ 7

4
(f(x)− g(x)) dx =

2



ข้อ 11 ใĀ้ A(x) แทนพื้นที่ใต้กราฟ f(x) = x− 2 บนช่üง [2, x]

0 2 x

f(x) = x− 2

A(x)

X

Y 11.1) จงĀา A(2) =

11.2) จงแÿดงü่า
d

dx
[A(x)] = f(x)

ข้อ 12 จงเติมคําตอบที่ถูกต้องลงในช่องü่าง

12.1) ถ้า
∫ 10

4
h(x) dx = 15 และ

∫ 10

7
h(x) dx = 20 แล้üจะได้ü่า

∫ 4

7
h(x) dx =

12.2)
d

dw

[∫ w

−50

ex sinx

x4 + 2
dx

]
=

12.3) ถ้า
∫ 2

0
ex

3+3x(x2 + 1) dx =
1

3

∫ ♥

0
eu du แล้ü ♥ =

ข้อ 13 กําĀนดบริเüณที่แรเงาดังรูป

−1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2

3

4

5

6

y = 2

x = 9

y =
√
4x

(x = y2/4)

X

Y

(1, 2)

(9, 6)

(9, 2)

13.1) จงเขียนอินทิกรัลแÿดงการĀาพื้นที่แรเงา โดยไม่ต้อง
คํานวณค่า

• โดยการอินทิเกรตเทียบ x

พื้นที่ =

• โดยการอินทิเกรตเทียบ y

พื้นที่ =

13.2) จงเขียนอินทิกรัลแÿดงการĀาปริมาตรทรงตันการĀมุนรอบ (solid of revolution) ที่เกิดจากการĀมุนบริเüณที่แรเงารอบแกนที่
กําĀนดใĀ้ด้üยüิธี Disk Āรือ Washer โดยไม่ต้องคํานวณค่า

• Āมุนรอบแกน Y

ปริมาตร =

• Āมุนรอบเÿ้นตรง y = 2

ปริมาตร =

ข้อ 14 จงเขียนอินทิกรัลแÿดงการĀาปริมาตรที่เกิดจากการĀมุนบริเüณที่แรเงารอบแกนที่กําĀนดใĀ้ด้üยüิธี Shell โดยไม่ต้องคํานวณ
ค่า

0 1 2 3 4

1

2 y =
√
2x− 4

(x = (y2 + 4)/2)

y = (x− 2)2/2

(x =
√
2y + 2)

X

Y

(4, 2)

(2, 0)
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14.1) Āมุนรอบแกน Y

ปริมาตร =

14.2) Āมุนรอบแกน X

ปริมาตร =

ข้อ 15 จงเขียนอินทิกรัลไม่ตรงแบบ (improper integral) ต่อไปนี้ใĀ้อยู่ในรูปของลิมิตของอินทิกรัลจํากัดเขต โดยไม่ต้องคํานวณค่า

15.1)
∫ ∞

−2
x3dx =

15.2)
∫ ∞

−∞
7xdx =

15.3)
∫ 2

−∞

1

x
dx =

ข้อ 16 กําĀนดอินทิกรัลไม่ตรงแบบ (improper integral)

∫ 1

−1

1

x2/3
dx

16.1) จงเขียนอินทิกรัลไม่ตรงแบบที่กําĀนดใĀ้ในรูปของลิมิตของอินทิกรัลจํากัดเขต

∫ 1

−1

1

x2/3
dx =

16.2) จากข้อ 16.1) จงแÿดงüิธีทําเพื่อĀาค่าอินทิกรัล

ข้อ 17 จงแÿดงü่า y = 1 + e−x เป็นคําตอบ (solution) ของÿมการเชิงอนุพันธ์ (differential equation)

y′′ + 2y′ + y = 1

ข้อ 18 จงĀาคําตอบทั่üไป (general solution) ของÿมการเชิงอนุพันธ์

dy

dx
= 2xy2 + 1

ข้อ 19 จงĀาคําตอบของปัญĀาค่าเริ่มต้น (initial value problem) ต่อไปนี้

y′ +
2y

x
= x, y(1) = 1

ข้อ 20 กําĀนดใĀ้ y แทนจํานüนนักýึกþาที่ÿามารถเข้าถึงÿื่อการเรียนรู้ออนไลน์ของÿถาบันแĀ่งĀนึ่ง ÿอดคล้องกับÿมการเชิงอนุพันธ์

dy

dt
= 0.2y

เมื่อ t แทนจํานüนปี (โดยกําĀนด t = 0 Āมายถึงปี พ.ý. 2565 ) ทั้งนี้ในปี พ.ý. 2565 มีจํานüนนักýึกþาที่ÿามารถเข้าถึงการเรียนรู้
แบบÿื่อออนไลน์ 500 คน

จากÿมการเชิงอนุพันธ์ที่กําĀนดใĀ้ จะได้ü่า y(t) = Ce0.2t จงแÿดงüิธีทําเพื่อคาดการณ์จํานüนนักýึกþาที่ÿามารถเข้าถึงการเรียน
รู้ออนไลน์ในอีก 5 ปี ข้างĀน้า (กําĀนดใĀ้ e ≈ 2.72)
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