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57. (a)  Integration by parts:  u  x , du 2x dx, dv x 1 x dx, v 1 xœ œ œ � œ � �2 22 1
3

3 2È a b Î

 x 1 x dx x 1 x  1 x 2x dx x 1 x 1 x C' '3 2 2 2 2 2 22 1 1 1 2
3 3 3 15
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(b) Substitution:  u  1 x x 1 u du 2x dx du x dxœ � Ê œ � Ê œ � Ê � œ2 2 "
#
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(c) Trig substitution: x sin , , dx cos  d , 1 x cos œ Ÿ Ÿ œ � œ) ) ) ) )
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58. (a) The slope of the line tangent to y f x  is given by f x . Consider the triangle whose hypotenuse is the 30 ft rope,œ a b a bw

the length of the base is x and the height h 900 x  The slope of the tangent line is also , thusœ � Þ �È 2 900 x
x
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(b) f x dx    x 30 sin , 0 , dx 30 cos  d , 900 x 30 cos a b ’ “Èœ � œ � Ÿ œ � œ' È900 x
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30 ln csc cot 30 cos C 30 ln 900 x C; f 30 0œ l � l � � œ � � � � œ) ) ) º º È a b30
x x

900 x 2È � 2
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8.4  INTEGRATION OF RATIONAL FUNCTIONS BY PARTIAL FRACTIONS

1.  5x 13 A(x 2) B(x 3) (A B)x (2A 3B)5x  13 A B
(x  3)(x  2) x  3 x  2

�
� � � �œ � Ê � œ � � � œ � � �

  B (10 13)  B 3  A 2; thus, 
A B 5

2A 3B 13
Ê Ê � œ � Ê œ Ê œ œ �

� œ
� œ � 5x  13 2 3

(x  3)(x  2) x  3 x  
�

� � � � #

2.   5x 7 A(x 1) B(x 2) (A B)x (A 2B)5x  7 5x  7 A B
x   3x  2 (x  2)(x  1) x  2 x  1

� �
� � � � � �# œ œ � Ê � œ � � � œ � � �

  B 2  A 3; thus, 
A B 5
A 2B 7

Ê Ê œ Ê œ œ �
� œ
� œ � 5x  7 3 2

x   3x  2 x  2 x  1
�

� � � �#
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 3.  x 4 A(x 1) B Ax (A B)   A 1 and B 3;
A 1

A B 4
x  4 A B

(x  1) x  1 (x  1)
�
� � �# #œ � Ê � œ � � œ � � Ê Ê œ œ

œ
� œ �

 thus, x  4 1 3
(x  1) x  1 (x  1)

�
� � �# #œ �

 4.  2x 2 A(x 1) B Ax ( A B) 
A 2

A B 2
2x  2 2x  2 A B

x   2x  1 (x  1) x  1 (x  1)
� �
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�
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6.   1 A(z 2) B(z 3) (A B)z (2A 3B)z A B
z   z   6z z   z  6 (z  3)(z  2) z  3 z  $ # #� � � � � � � � #

" "œ œ œ � Ê œ � � � œ � � �

  5B 1  B   A ; thus, 
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� œ
� œ � " "

� � � �

�

5 5 z   z   6z z  3 z  2
z

$ #

" "

5 5

7. 1  (after long division); t   8 5t  2 5t  2 5t  2 A B
t   5t  6 t   5t  6 t   5t  6 (t  3)(t  2) t  3 t  2

#

# # #

� � � �
� � � � � � � � � �œ � œ œ �
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A B 5
2A 3B 2

Ê � œ � � � œ � � � � Ê Ê � œ � œ
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9.  1 A(1 x) B(1 x); x 1  A ; x 1  B ;" " "
� � � # #1  x 1  x 1  x
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ln 1 x ln 1 x C' ' 'dx dx dx
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# œ � œ � � � �c dk k k k

10.  1 A(x 2) Bx; x 0  A ; x 2  B ;" " "
� � # #x   2x x x  2

A B
# œ � Ê œ � � œ Ê œ œ � Ê œ �

ln x ln x 2 C' ' 'dx dx dx
x   2x x x  2# � # # � #

" " "œ � œ � � �c dk k k k
11.  x 4 A(x 1) B(x 6); x 1  B ; x 6  A ;x  4 A B 5 2 2

x   5x  6 x  6 x  1 7 7 7
� �

� � � � �# œ � Ê � œ � � � œ Ê œ œ � Ê œ œ

 dx  ln x 6  ln x 1 C  ln (x 6) (x 1) C' ' 'x  4 2 dx 5 dx 2 5
x   5x  6 7 x  6 7 x  1 7 7 7

� "
� � � �

# &
# œ � œ � � � � œ � � �k k k k k k

12.  2x 1 A(x 3) B(x 4); x 3  B 7 ; x 4  A 9;2x  1 A B 7 9
x   7x  12 x  4 x  3 1 1

�
� � � � �# œ � Ê � œ � � � œ Ê œ œ � œ Ê œ œ

 dx 9 7 9 ln x 4 7 ln x 3 C ln C' ' '2x  1 dx dx
x   7x  12 x  4 x  3
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13.  y A(y 1) B(y 3); y 1  B ; y 3  A ;y

y   2y  3 y  3 y  1 4 4 4
A B 1 3

# � � � � �
� "œ � Ê œ � � � œ � Ê œ œ œ Ê œ

 ln y 3  ln y 1  ln 5  ln 9  ln 1  ln 5' ' '
4 4 4

8 8 8
y dy dy dy

y   2y  3 4 y  3 4 y  1 4 4 4 4 4 4
3 3 3 3

# � � � �
" " " ")

%
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14.  y 4 A(y 1) By; y 0  A 4; y 1  B 3 ;y  4
y   y y y  1 1

A B 3�
� � �# œ � Ê � œ � � œ Ê œ œ � Ê œ œ �

dy 4 3 4 ln y 3 ln y 1 (4 ln 1 3 ln 2) 4 ln 3 ln ' ' '
1 2 1 2 1 2

1 1 1

Î Î Î
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15.  1 A(t 2)(t 1) Bt(t 1) Ct(t 2); t 0  A ; t 2" "
� � � � #t t 2t t t 2 t 1

A B C
$ # œ � � Ê œ � � � � � � œ Ê œ � œ �

 B ; t 1  C ; Ê œ œ Ê œ œ � � �1 dt dt dt dt
6 3 t t 2t t 6 t 2 3 t 1

" " " "
� � # � �

' ' ' '
$ #

 ln t  ln t 2  ln t 1 Cœ � � � � � �" " "
# k k k k k k6 3

16. (x 3) A(x 2)(x 2) Bx(x 2) Cx(x 2); x 0  A ; x 2x  3 A B C 3
2x   8x x x  2 x  8

� "
� � � # # �$ œ � � Ê � œ � � � � � � œ Ê œ œ �

 B ; x 2  C ; dxÊ œ œ Ê œ œ � � �" � "
� � �16 16 2x   8x 8 x 16 x  2 16 x  2

5 x  3 3 dx dx 5 dx' ' ' '
$

 ln x  ln x 2  ln x 2 C  ln Cœ � � � � � � œ �3 5
8 16 16 16 x

(x  2) (x  2)k k k k k k ¹ ¹" " � �&

'

17. (x 2)  (after long division);  3x 2 A(x 1) Bx 3x  2 3x  2 A B
x   2x  1 (x  1) (x  1) x  1 (x  1)

$

# # # #� � � � � �
� �œ � � œ � Ê � œ � �

Ax (A B)  A 3, A B 2  A 3, B 1; œ � � Ê œ � œ Ê œ œ � '
0

1
x  dx

x   2x  1

$

# � �

(x 2) dx 3 2x 3 ln x 1œ � � � œ � � � �' ' '
0 0 0

1 1 1
dx dx x

x  1 (x  1) x  1� � # �
"

"

!
#

#’ “k k
2 3 ln 2 (1) 3 ln 2 2œ � � � � œ �ˆ ‰" "

# #

18. (x 2)  (after long division);  3x 2 A(x 1) Bx 3x  2 3x  2 A B
x   2x  1 (x  1) (x  1) x  1 (x  1)

$

# # # #� � � � � �
� �œ � � œ � Ê � œ � �

Ax ( A B)  A 3, A B 2  A 3, B 1; œ � � � Ê œ � � œ � Ê œ œ '
�1

0
x  dx

x   2x  1

$

# � �

(x 2) dx 3 2x 3 ln x 1œ � � � œ � � � �' ' '
� � �1 1 1

0 0 0
dx dx x

x  1 (x  1) x  1� � # �
"

!

�"
#

#’ “k k
0 0 3 ln 1 2 3 ln 2 2 3 ln 2œ � � � � � � � œ �Š ‹ Š ‹" " "

� # �#( 1) ( )

19. 1 A(x 1)(x 1) B(x 1)(x 1) C(x 1) D(x 1) ;"
� � � � �

# # # #a bx   1
A B C D

x  1 x  1 (x  1) (x  1)# # # #œ � � � Ê œ � � � � � � � � �

x 1  C ; x 1  D ; coefficient of x A B  A B 0; constant A B C Dœ � Ê œ œ Ê œ œ � Ê � œ œ � � �" " $
4 4

 A B C D 1  A B ; thus, A   B ; Ê � � � œ Ê � œ œ Ê œ �" " "
# �4 4

dx
x   1

' a b# #

 ln Cœ � � � œ � �" " " " " �
� � � � � �4 x  1 4 x  1 4 (x  1) 4 (x  1) 4 x  1 2 x   1
dx dx dx dx x  1 x' ' ' '

# # #
¸ ¸ a b

20.   x A(x 1) B(x 1)(x 1) C(x 1); x 1x A B C
(x  1) x   2x  1 x  1 x  1 (x  1)

#

# #� � � � � �
# #a b œ � � Ê œ � � � � � � œ �

 C ; x 1  A ; coefficient of x A B  A B 1  B ; Ê œ � œ Ê œ œ � Ê � œ Ê œ" " #
� � �2 4 4 (x  1) x   2x  1

3 x  dx' #

#a b
 ln x 1  ln x 1 C Cœ � � œ � � � � � œ � �" " " " "

� � � # � �
� �

4 x  1 4 x  1 2 (x  1) 4 4 (x  1) 4 2(x  1)
dx 3 dx dx 3 ln (x  1)(x  1)' ' '

#

$k k k k k k

21.  1 A x 1 (Bx C)(x 1); x 1  A ; coefficient of x1 A Bx  C
(x  1) x   1 x  1 x   1� � � � #

� "# #a b# #œ � Ê œ � � � � œ � Ê œa b
A B  A B 0  B ; constant A C  A C 1  C ; œ � Ê � œ Ê œ � œ � Ê � œ Ê œ1 dx

2 (x  1) x   1
"
# � �
'

0

1

a b#

  dx  ln x 1  ln x 1  tan xœ � œ � � � �" " " " "
� # � # #

� � # �" "

!2 x  1 x   1 4
dx ( x  1)' '

0 0

1 1

#
� ‘k k a b

 ln 2  ln 2  tan 1  ln 1  ln 1  tan 0  ln 2œ � � � � � œ � œˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰" " " " " " " "
# # # # #

�" �" �
4 4 4 4 8

(   2 ln 2)1 1

22.  3t t 4 A t 1 (Bt C)t; t 0  A 4; coefficient of t3t   t  4 A Bt  C
t   t t t   1

#

$ #

� � �
� �

# # #œ � Ê � � œ � � � œ Ê œa b
A B  A B 3  B 1; coefficient of t C  C 1;  dtœ � Ê � œ Ê œ � œ Ê œ '

1

3È
3t   t  4

t   1

#

$

� �
�
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4   dt 4 ln t  ln t 1 tan tœ � œ � � �' '
1 1

3 3È È
dt
t t   1 2

( t  1)� �
�

" # �" $

"#
� ‘k k a b È

4 ln 3  ln 4 tan 3 4 ln 1  ln 2 tan 1 2 ln 3 ln 2  ln 2œ � � � � � œ � � � �Š ‹È È ˆ ‰" " "
# # #

�" �" 1 1

3 4

2 ln 3  ln 2 lnœ � � œ �"
# # #

1 1

1 1
9

2
Š ‹È

23.   y 2y 1 (Ay B) y 1 Cy Dy   2y  1 Ay  B Cy  D
y   1 y   1y   1

#

# ## ##

� � � �

� ��
# #a b a bœ � Ê � � œ � � � �a b

Ay By (A C)y (B D)  A 0, B 1; A C 2  C 2; B D 1  D 0;œ � � � � � Ê œ œ � œ Ê œ � œ Ê œ$ #

 dy dy 2  dy tan y C' ' 'y   2y  1 y
y   1 y   1y   1 y   1

#

# ## ## #

� �

� �
" "
� �

�"a b a bœ � œ � �

24.   8x 8x 2 (Ax B) 4x 1 Cx D8x   8x  2 Ax  B Cx  D
4x   1 4x   14x   1

#

# ## ##

� � � �
� ��

# #a b a bœ � Ê � � œ � � � �a b
4Ax 4Bx (A C)x (B D); A 0, B 2; A C 8  C 8; B D 2  D 0;œ � � � � � œ œ � œ Ê œ � œ Ê œ$ #

  dx 2 8 tan 2x C' ' '8x   8x  2 dx x dx
4x   1 4x   14x   1 4x   1

#

# ## ## #

� � "
� �� �

�"a b a bœ � œ � �

25. 2s 22s  2 As  B C D E
s   1 (s  1) s   1 s  1 (s  1) (s  1)

� �
� � � � � �a b# $ # # $œ � � � Ê �

 (As B)(s 1) C s 1 (s 1) D s 1 (s 1) E s 1œ � � � � � � � � � �$ # # # #a b a b a b
 As ( 3A B)s (3A 3B)s ( A 3B)s B C s 2s 2s 2s 1 D s s s 1œ � � � � � � � � � � � � � � � � � �c d a b a b% $ # % $ # $ #

 E s 1� �a b#

 (A C)s ( 3A B 2C D)s (3A 3B 2C D E)s ( A 3B 2C D)s ( B C D E)œ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �% $ #

 summing all eq

   A        C            0
3A  B 2C D      0

  3A 3B 2C D E 0
A 3B 2C D 2

B  C D E 2

Ê

� œ
� � � � œ

� � � � œ
� � � � œ

� � � � œ

Þááááßááááà
uations  2E 4  E 2;Ê œ Ê œ

summing eqs (2) and (3)  2B 2 0  B 1; summing eqs (3) and (4)  2A 2 2  A 0; C 0Ê � � œ Ê œ Ê � œ Ê œ œ

from eq (1); then 1 0 D 2 2 from eq (5)  D 1;� � � � œ Ê œ �

ds 2 (s 1) (s 1) tan s C' ' ' '2s  2 ds ds ds
s   1 (s  1) s   1 (s  1) (s  1)

�
� � � � �

�# �" �"a b# $ # # $œ � � œ � � � � � �

26.   s 81 A s 9 (Bs C)s s 9 (Ds E)ss   81 A Bs  C Ds  E
s s   9 s   9s s   9

%

# ## ##

� � �
� ��

% # ##

a b a bœ � � Ê � œ � � � � � �a b a b
 A s 18s 81 Bs Cs 9Bs 9Cs Ds Esœ � � � � � � � �a b a b% # % $ # #

(A B)s Cs (18A 9B D)s (9C E)s 81A  81A 81 or A 1; A B 1  B 0;œ � � � � � � � � Ê œ œ � œ Ê œ% $ #

C 0; 9C E 0  E 0; 18A 9B D 0  D 18;  ds 18œ � œ Ê œ � � œ Ê œ � œ �' ' 's 81 ds s ds
s s   9 s   9s

%

# ## #

�
� �a b a b

 ln s Cœ � �k k 9
s   9a b# �

27. x x 2 A x x 1 Bx C x 1 A B x A B C x A Cx x 2 A Bx C
x 1 x 1 x x 1

2 2 22

3 2
� � �
� � � �œ � Ê � � œ � � � � � œ � � � � � �a b a ba b a b a b a b
A B 1 A B C 1, A C 2 adding eq(2) and eq(3) 2A B 1, add this equation to eq(1)Ê � œ ß � � œ � � œ Ê Ê � œ

3A 2 A B 1 A C 1 A B ; dx dxÊ œ Ê œ Ê œ � œ Ê œ � � � œ � œ �2 1 4 x x 2
3 3 3 x 1 x 1 x x 1

2 3 1 3 x 4 3' '2

3 2
� �
� � � �

Î Î � ÎŠ ‹a b

 dx dx  u x u x du dxœ � œ � Ê � œ Ê œ2 1 1 x 4
3 x 1 3 x
' '

� # #
� " "

� �ˆ ‰"
#

2 3
4

’ “
 dx du dx du duœ � œ � �2 1 1 2 1 1 u 3 1

3 x 1 3 3 x 1 3 2
u
u u u

' ' ' ' '
� �

�

� � �

9
2

2 2 23 3 3
4 4 4

ln x 1 ln x tan C ln x 1 ln x x 1 3tan Cœ l � l � � � � � œ l � l � l � � l � �2 1 3 3 2 1 2x 1
3 6 4 3 6

2

3 3 2 3
1 2 1x¹ ¹ˆ ‰ Š ‹ Š ‹È" �

#
� ��

ÎÈ È È
"

#
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28. 1 A x 1 x x 1 B x x x 1 C x D x x 11 A B Cx D
x x x x 1 x x 1

2 2
4 2� � � �

�œ � � Ê œ � � � � � � � � �a ba b a b a b a b
 A B C x B C D x B D x A A 1, B D 0 D B, B C D 0œ � � � � � � � � � Ê œ � œ Ê œ � � � � œa b a b a b3 2

 2B C 0 C 2B, A B C 0 1 B 2B 0 B C D ;Ê � � œ Ê œ � � œ Ê � � œ Ê œ � Ê œ � Ê œ1 2 1
3 3 3

 dx dx dx dx dx' ' ' ' 'a b1 1 1 1 1 1 2x 1
x x x x 1 x x 1 x 3 x 1 3 x x 1

1 3 2 3 x 1 3
4 2 2� � � � � � �

Î � Î � Î �œ � � œ � �a b

 ln x ln x 1 ln x x 1 Cœ l l � l � l � l � � l �1 1
3 3

2

29. x A x 1 x 1 B x 1 x 1 + Cx D x 1 x 1x A B Cx D
x 1 x 1 x 1 x 1

2 2 22

4 2� � � �
�œ � � Ê œ � � � � � � � �a ba b a ba b a ba ba b

 A B C x A B D x A B C x A B D A B C 0, A B D 1,œ � � � � � � � � � � � � Ê � � œ � � � œa b a b a b3 2

A B C 0, A B D 0 adding eq(1) to eq (3) gives 2A 2B 0, adding eq(2) to eq(4) gives� � œ � � � œ Ê � œ

2A 2B 1, adding these two equations gives 4B 1 B , using 2A 2B 0 A , using� � œ œ Ê œ � œ Ê œ �1 1
4 4

A B D 0 D , and using A B C 0 C 0; dx dx� � � œ Ê œ � � œ Ê œ œ � �1 x
2 x 1 x 1 x 1 x 1

1 4 1 4 1 2' ' a b2

4 2� � � �
� Î Î Î

 dx dx dx ln x 1 ln x 1 tan x C ln tan x Cœ � � � œ � l � l � l � l � � œ � �1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 x 1 1
4 x 1 4 x 1 2 x 1 4 4 2 4 x 1 2

1 1' ' '
� � � �

� ��
2 ¹ ¹

30. x x A x 2 x 1 B x 2 x 1 + Cx D x 2 x 2x x A B Cx D
x  3x 4 x 2 x 2 x 1

2 2 22

4 2 2
� �

� � � � �œ � � Ê � œ � � � � � � � �a ba b a ba b a ba ba b
 A B C x 2A 2B D x A B 4C x 2A 2B 4D A B C 0, 2A 2B D 1,œ � � � � � � � � � � � Ê � � œ � � œa b a b a b3 2

A B 4C 1, 2A 2B 4D 0 subtractin eq(1) from eq (3) gives 5C 1 C , subtacting eq(2) from� � œ � � œ Ê � œ Ê œ � 1
5

eq(4) gives 5D 1 D , substituting for C in eq(1) gives A B , and substituting for D in eq(4) gives� œ � Ê œ � œ1 1
5 5

 2A 2B A B , adding this equation to the previous equatin gives 2A A B ;� œ Ê � œ œ Ê œ Ê œ �4 2 3 3 1
5 5 5 10 10

 dx dx dx dx dx dx' ' ' ' ' 'x x 3 1 1 1 1 x 1 1
x  3x 4 x 2 x 2 x 1 10 x 2 10 x 2 5 x 1 5 x 1

3 10 1 10 1 5 x 1 52

4 2 2 2 2
�

� � � � � � � � �
Î Î � Î � Îœ � � œ � � �Š ‹a b

 ln x 2 ln x 2 ln x 1 tan x C3 1 1 1
10 10 10 5

2 1l � l � l � l � l � l � ��

31.   2 5 8 4 (A B) 2 2 C D2   5   8   4 A   B C   D
  2   2   2   2  2

) ) ) ) )

) ) ) )) )

$ #

# ## ##

� � � � �
� � � �� # �

$ # #a b a bœ � Ê � � � œ � � � � �) ) ) ) ) ) )a b
A (2A B) (2A 2B C) (2B D)  A 2; 2A B 5  B 1; 2A 2B C 8  C 2;œ � � � � � � � Ê œ � œ Ê œ � � œ Ê œ) ) )$ #

2B D 4  D 2;  d  d  d� œ Ê œ œ �' ' '2   5   8   4 2   1 2   2
  2   2   2   2  2   2

) ) ) ) )

) ) ) )) )

$ #

# ## ##

� � � � �
� � � �� �a b a ba b) ) )

dœ � � œ � �' ' ' ' '2   2 d d
  2   2   2     2   (   1)   1   2   

d   2   2 d   2   2
  2   2

) ) )

) ) ) ) ) ) ) ) )

) ) ) )

) )

� "
� � � � # � � # � � � � #

� � � �

� �# # # # #

# #

# #)
a b a b

a b
 ln 2 2 tan ( 1) Cœ � � � � � ��"

� � #
# �"

) )#  2   a b) ) )

32.    4 2 3 1) ) ) ) ) ) )

) ) ))

% $ #

# # #$ # $#

  4   2   3   1 A   B C   D E   F
  1   1   1  1

� � � � � � �
� � ��

% $ #a b a b a bœ � � Ê � � � �) ) ) )

 (A B) 1 (C D) 1 E F (A B) 2 1 C D C D E Fœ � � � � � � � œ � � � � � � � � �) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )a b a b a b a b# # % # $ ##

 A B 2A 2B A B C D C D E Fœ � � � � � � � � � � �a b a b) ) ) ) ) ) ) ) )
& % $ # $ #

A B (2A C) (2B D) (A C E) (B D F)  A 0; B 1; 2A C 4œ � � � � � � � � � � � Ê œ œ � œ �) ) ) ) )
& % $ #

 C 4; 2B D 2  D 0; A C E 3  E 1; B D F 1  F 0;Ê œ � � œ Ê œ � � œ � Ê œ � � œ Ê œ

  d 4 tan 2 1 1 C' ' ' ') ) ) ) ) ) ) ) )

) ) ))

% $ #

# # #$ # $#

  4   2   3   1 d  d  d
  1   1   1  1 4

� � � � "
� � ��

�" # #�" �#

a b a b a b) ) ) )œ � � œ � � � � �a b a b
33. 2x 2x ;  1 A(x 1) Bx; x 0  A 1;2x   2x   1 A B

x   x x   x x(x  1) x(x  1) x x  1

$ #

# #

� � " " "
� � � � �œ � œ � œ � Ê œ � � œ Ê œ �

x 1  B 1; 2x dx x ln x ln x 1 C x ln Cœ Ê œ œ � � œ � � � � œ � �' ' ' '2x   2x   1 dx dx x  1
x   x x x  1 x

$ #

#

� � �
� �

# #k k k k ¸ ¸
34. x 1 x 1 ;   1 A(x 1) B(x 1);x A B

x   1 x   1 (x  1)(x  1) (x  1)(x  1) x  1 x  1

%

# #� � � � � � � �
# #" " "œ � � œ � � œ � Ê œ � � �a b a b

x 1  A ; x 1  B ;  dx x 1  dxœ � Ê œ � œ Ê œ œ � � �" " " "
# # � # � # �

#' ' ' 'x dx dx
x   1 x  1 x  1

%

# a b
x x  ln x 1  ln x 1 C x  ln Cœ � � � � � � œ � � �" " " " �$

# # # �3 3 x  1
x x  1k k k k ¸ ¸$
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35. 9  (after long division); 9x   3x  1 9x   3x  9x   3x  1 A B C
x   x x (x  1) x (x  1) x x x  1

$ # #

$ # # # #

� � � � " � �
� � � �œ � œ � �

 9x 3x 1 Ax(x 1) B(x 1) Cx ; x 1  C 7; x 0  B 1; A C 9  A 2;Ê � � œ � � � � œ Ê œ œ Ê œ � � œ Ê œ# #

 dx 9 dx 2 7 9x 2 ln x 7 ln x 1 C' ' ' ' '9x   3x  1 dx dx dx
x   x x x x 1 x

$

$ # #

� � "
� �œ � � � œ � � � � �k k k k

36. (4x 4) ;   12x 4 A(2x 1) B16x 12x  4 12x  4 A B
4x   4x  1 4x   4x  1 (2x  1) 2x  1 (2x  1)

$

# # # #� � � � � � �
� �œ � � œ � Ê � œ � �

 A 6; A B 4  B 2; dx 4 (x 1) dx 6 2Ê œ � � œ � Ê œ œ � � �' ' ' '16x dx dx
4x   4x  1 2x  1 (2x  1)

$

# #� � � �

2(x 1) 3 ln 2x 1 C 2x 4x 3 ln 2x 1 (2x 1) C, where C 2 Cœ � � � � � œ � � � � � � œ �# # �""
� " "k k k k2x  1

37. y ;   1 A y 1 (By C)y (A B)y Cy Ay   y   1 By  C
y   y y y   1 y y   1 y y   1

A% #

$ # # #

� � �
� � � �

" " # #œ � œ � Ê œ � � � œ � � �a b a b a b
7  A 1; A B 0  B 1; C 0;  dy y dyÊ œ � œ Ê œ � œ œ � �' ' ' 'y   y   1 dy y dy

y   y y y   1

% #

$ #

� �
� �

 ln y  ln 1 y Cœ � � � �y#

# #
" #k k a b

38. 2y 2 ;2y By  C
y   y   y  1 y   y   y  1 y   y   y  1 y   1 (y  1) y  1 y   1

2 2 2 A%

$ # $ # $ # # #� � � � � � � � � � � � �
�œ � � œ œ �a b

  2 A y 1 (By C)(y 1) Ay A By Cy By C (A B)y ( B C)y (A C)Ê œ � � � � œ � � � � � œ � � � � � �a b a b a b# # # #

 A B 0, B C 0 or C B, A C A B 2  A 1, B 1, C 1;Ê � œ � � œ œ � œ � œ Ê œ œ � œ �

dy 2 (y 1) dy  dy' ' ' ' '2y dy y dy
y   y   y  1 y  1 y   1 y   1

%

$ # # #� � � � � �œ � � � �

(y 1) ln y 1  ln y 1 tan y C y 2y ln y 1  ln y 1 tan y C,œ � � � � � � � œ � � � � � � �# # �" # # �"" "
# #"k k a b k k a b

 where C C 1œ �"

39. e y  ln C ln C' ' ' 'e  dt e   1
e   3e   2 y   3y  2 y  1 y  2 y  2 e   

dy dy dy y  1t t

2t t t� � � � � � � � #
� �œ œ œ � œ � œ �c d ¹ ¹ Š ‹t

#

40.  dt e dt;   dy y  dy
y e

dy e  dt
' ' ' ' 'e   2e   e e   2e   1

e   1 e   1 y   1 y   1 2 y   1
y   2y  1 y  1 y y4t 2t t 3t t

2t 2t

3 2� � � �
� � � � �

� � �œ Ä œ � œ �
œ
œ

t
t

t” • Š ‹# # # dy � ' dy
y   1# �

 ln y 1 tan y C e  ln e 1 tan e Cœ � � � � œ � � � �y
2 2

2t 2t t2 " " "
# #

# �" �"a b a b a b
41. ; [sin y t, cos y dy dt]   dt  ln C' ' 'cos y dy dy

sin y  sin y  6 t   t  6 5 t  2 t  3 5 t  3
t  2

# #� � � � � � �
" " " " �œ œ Ä œ � œ �ˆ ‰ ¸ ¸

  ln Cœ �" �
�5 sin y  3

sin y  2¹ ¹
42. ; cos y   ln C  ln ' ' ' 'sin  d cos   2

cos   cos   2 y   y  2 3 y  2 3 y  1 3 y  1 3 cos   1
dy dy dy y  2) ) )

) ) )# #� � � � � � � �
" " " " ��c d ¹ ¹ ¸ ¸) œ Ä � œ � œ � œ � C

 ln C  ln Cœ � œ � �" � " �
� �3 1  cos 3 cos   2

2  cos cos   1¸ ¸ ¸ ¸) )

) )

43.  dx  dx 3  dx' ' '(x  2)  tan (2x)  12x   3x tan (2x)
4x   1 (x  2) 4x   1 (x  2)

x� � �
� � � �

# �" $ �"

# # # #a b œ �

 tan (2x) d tan (2x) 3 6 3 ln x 2 Cœ � � œ � � � �"
# � � �

�" �"' ' 'a b k kdx dx 6
x  2 (x  2) 4 x  2

tan 2x
#

�" #a b

44.  dx  dx  dx' ' '(x  1)  tan (3x)  9x   x tan (3x)
9x   1 (x  1) 9x   1 (x  1)

x� � �
� � � �

# �" $ �"

# # # #a b œ �

 tan (3x) d tan (3x) ln x 1 Cœ � � œ � � � �" �" �"
� � �3 x  1 (x  1) 6 x  1
dx dx 1tan 3x' ' 'a b k k#

�" #a b

45. dx dx Let u x du dx 2 du dx du;' ' '1 1 1 1 2
x x x x 1 2 x x u 13 2 2Î � � �È È È Èa bœ œ Ê œ Ê œ Ä’ “È

 2 A u 1 B u 1 A B u A B A B 0, A B 22 A B
u 1 u 1 u 12 � � �œ � Ê œ � � � œ � � � Ê � œ � � œa b a b a b
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B 1 A 1; du du du du ln u 1 ln u 1 CÊ œ Ê œ � œ � œ � � œ � l � l � l � l �' ' ' 'a b2 1 1 1 1
u 1 u 1 u 1 u 1 u 12 � � � � �

�

 ln Cœ �º ºÈ
È

x 1
x 1
�

�

46. dx Let x u dx 6u du 6u du du 6 du' ' ' ' a b1 1 6u 6
x 1 x

6 5 5
u 1 u u 1 u 1a bÈ a b1 3 2 3 2 2

2

Î � � � �’ “œ Ê œ Ä œ œ �

6 du du; 6 A u 1 B u 1 A B u A B A B 0,œ � œ � Ê œ � � � œ � � � Ê � œ' ' 6 6 A B
u 1 u 1 u 1 u 12 2� � � � a b a b a b

 A B 6 B 3 A 3; 6 du du 6u du 6u 3 du 3 du� � œ Ê œ Ê œ � � œ � � œ � �' ' ' ' 'a b6 3 3 1 1
u 1 u 1 u 1 u 1 u 12 � � � � �

�

6u 3 ln u 1 3 ln u 1 C 6x 3 ln Cœ � l � l � l � l � œ � �1 6 x 1
x 1

Î �
�º º1 6

1 6

Î

Î

47. dx Let x 1 u dx 2u du 2u du du 2 du' ' ' ' a bÈx 1
x u 1 u 1 u 1

2 u 2u 2�
� � �’ “� œ Ê œ Ä œ œ �2 2 2

2

2 du du; 2 A u 1 B u 1 A B u A B A B 0,œ � œ � Ê œ � � � œ � � � Ê � œ' ' 2 2 A B
u 1 u 1 u 1 u 12 2� � � � a b a b a b

A B 2 B 1 A 1; 2 du du 2u du 2u du du� � œ Ê œ Ê œ � � œ � � œ � �' ' ' ' 'a b2 1 1
u 1 u 1 u 1 u 1 u 12 � � � � �

�" "

2u ln u 1 ln u 1 C 2 x 1 ln Cœ � l � l � l � l � œ � � �È º ºÈ
Èx 1 1

x 1 1
� �

� �

48. dx Let x 9 u dx 2u du 2u du du;  ' ' '1 1 2 2 A B
x x 9

2
u 9 u u 9 u 9 u 3 u 3È a b� � � � � �’ “� œ Ê œ Ä œ œ �2 2 2

 2 A u 3 B u 3 A B u 3A 3B A B 0, 3A 3B 2 A B ;Ê œ � � � œ � � � Ê � œ � œ Ê œ Ê œ �a b a b a b 1 1
3 3

du du du du ln u 3 ln u 3 C ln C' ' ' 'a b2 1 1 1 1 1 1 1
u 9 u 3 u 3 3 u 3 3 u 3 3 3 3

1 3 1 3 x 9 3
x 9 32 � � � � �

Î Î � �

� �
œ � œ � œ l � l � l � l � œ �º ºÈ

È

49. dx dx Let u x du 4x dx du; ' ' '1 x 1 1 1 A B
x x 1 x x 1 4 u u 1 u u 1 u u 1

4 3a b a b a b a b4 4 4

3

� � � � �œ œ Ê œ Ä œ �’ “
 1 A u 1 Bu A B u A A 1 B 1; du duÊ œ � � œ � � Ê œ Ê œ � œ �a b a b 1 1 1 1

4 u u 1 4 u u 1
' ' a ba b� �

"

 du du ln u ln u 1 C ln Cœ � œ l l � l � l � œ �1 1 1 1 1 1 1 x
4 u 4 u 1 4 4 4 x 1
' '

� �Š ‹4

4

50. dx dx Let u x du 5x dx du; ' ' '1 x 1 1 1 A B C
x x 4 x x 4 5 u u 4 u u 4 u u u 4

5 4
6 5 10 5 2 2 2

4

a b a b a b a b� � � � �œ œ œ Ê œ Ä œ � �’ “
1 Au u 4 B u 4 Cu A C u 4A B u 4B A C 0, 4A B 0, 4B 1 BÊ œ � � � � œ � � � � Ê � œ � œ œ Ê œa b a b a b a b2 2 1

4

 A C ; du du du du duÊ œ � Ê œ œ � � � œ � � �1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
16 16 5 u u 4 5 u u u 4 80 u 20 u 80 u 4

1 16 1 4 1 16' ' ' ' '
2 2 2a b� � �

Î Î ÎŠ ‹
 ln u ln u 4 C ln x ln x 4 C ln Cœ � l l � � l � l � œ � l l � � l � l � œ � �1 1 1 1 1 1 1 x 4 1

80 20u 80 80 20x 80 80 x 20x
5 5

5 5 5

5¹ ¹�

51. t 3t 2  1; x ln C; Ce ; t 3 and x 0a b ¸ ¸#
� � � � � �

� �� � œ œ œ � œ � œ œ œdx dt dt dt t  2 t  2
dt t   3t  2 t  2 t  1 t  1 t  1

x' ' '
#

 C  e   x ln 2 ln t 2 ln t 1 ln 2Ê œ Ê œ Ê œ œ � � � �" � " �
# � # �

t  2 t  2
t  1 t  1

x ¸ ¸ˆ ‰ k k k k
52. 3t 4t 1  2 3; x 2 3 3 3a b È È È È% #

� � � �� � œ œ œ �dx dt dt dt
dt t   13t   4t  1 t   

' ' '
% # # " # 

3

3 tan 3t 3 tan t C; t 1 and x   C  Cœ � � œ œ Ê � œ � � Ê œ ��" �" �Š ‹È È 1 1È È È3 3 3
4 4 41 1 1

 x 3 tan 3t 3 tan tÊ œ � ��" �"Š ‹È È 1
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53. t 2t  2x 2;    ln x 1     ln x 1 ln C;a b k k k k' ' ¸ ¸# " " " "
# � � # # # � � #� œ � œ Ê � œ � Ê � œ �dx dx dt dt dt t

dt x  1 t   2t t t 2 t  
' '

#

t 1 and x 1  ln 2 ln C  C ln 2 ln 3 ln 6  ln x 1 ln 6   x 1œ œ Ê œ � Ê œ � œ Ê � œ Ê � œ"
� � #3 t  2 t  
t 6tk k ¸ ¸

 x 1, t 0Ê œ � �6t
t  � #

54. (t 1) x 1   tan x ln t 1 C; t 0 and x 0  tan  0 ln 1 C� œ � Ê œ Ê œ � � œ œ Ê œ �dx dx dt
dt x   1 t  1

# �" �"
� �

' '
# k k k k

 C tan  0 0  tan x ln t 1  x tan (ln (t 1)), t 1Ê œ œ Ê œ � Ê œ � � ��" �" k k
55. V  y  dx  dx 3  dx 3  ln 3  ln 25œ œ œ � � œ œ1 1 1 1 1' ' '

0 5 0 5 0 5Þ Þ Þ

#Þ& #Þ& #Þ&

#
� � �

" " #Þ&

!Þ&
9 x

3x  x x  3 x x  3# Š ‹ˆ ‰ � ‘¸ ¸

56. V 2  xy dx 2 dx 4  dxœ œ œ � �1 1 1' ' '
0 0 0

1 1 1
2x 2

(x  1)(2  x) 3 x  1 3 2  x� � � �
" " "ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰

ln x 1 2 ln 2 x (ln 2)œ � � � � œ� ‘a bk k k k4 4
3 3
1 1"

!

57. A tan x dx x tan x  dxœ œ �' '
0 0

3 33

0

È ÈÈ�" �"
�c d x

1  x#

 ln x 1 ln 2;œ � � œ �1 1È È3 3
3 3

� ‘a b"
#

#
È3

0

x  x tan x dxœ " �"
A
'

0

3È

x  tan x  dxœ �" " "
# # �

# �"
A 1  x

xŒ �� ‘È È
3

0 0

3' #

#

 x tan xœ � �" "
# #

�"
A ’ “� ‘a b1

È3

0

 1.10œ � � œ � œµ" "
# # #A 6 A 3

3 32Š ‹ Š ‹1 1 1
È È

58. A dx 3 2 3 ln x ln x 3 2 ln x 1 ln ;œ œ � � œ � � � � œ' ' ' '
3 3 3 3

5 5 5 5
4x   13x  9 dx dx dx 125
x   2x   3x x x  3 x  1 9

#

$ #

� �
� � � �

&
$c dk k k k k k

x   dx 4x 3 2 (8 11 ln 2 3 ln 6) 3.90œ œ � � œ � � œµ" " "� � &
� � � �$A x   2x   3x A x  3 x  1 A

x 4x   13x  9 dx dx' ' '
3 3 3

5 5 5a b#

$ # Š ‹c d
59. (a) kx(N x) k dt  k dt   ln kt C;dx dx dx dx x

dt x(N x) N x N N x N N xœ � Ê œ Ê � œ Ê œ �' ' ' ' '
� � �

" " " ¸ ¸
k , N 1000, t 0 and x 2   ln C   ln  lnœ œ œ œ Ê œ Ê œ �" " " " "

�250 1000 998 1000 1000 x 250 1000 499
2 x t¸ ¸ ¸ ¸ ˆ ‰

 ln 4t  e   499x e (1000 x)  499 e x 1000e   xÊ œ Ê œ Ê œ � Ê � œ Ê œ¸ ¸ a b499x 499x 1000e
1000 x 1000 x 499 e

4t 4t 4t 4t
� � �

4t

4t

(b) x N 500  500  500 499 500e 1000e   e 499  t  ln 499 1.55 daysœ œ Ê œ Ê � œ Ê œ Ê œ ¸" "
# �

1000e
499 e 4

4t 4t 4t4t

4t †

60. k(a x)(b x)  k dtdx dx
dt (a x)(b x)œ � � Ê œ� �

(a) a b:  k dt kt C; t 0 and x 0  C ktœ œ Ê œ � œ œ Ê œ Ê œ �' 'dx
(a x) a x a a x a� � �

" " " "
#

   a x  x aÊ œ Ê � œ Ê œ � œ" �"
� � � �a x a akt 1 akt 1 akt 1

akt a a a kt#

(b) a b:  k dt  k dt  ln kt C;Á œ Ê � œ Ê œ �' ' ' ' 'dx dx dx b x
(a x)(b x) b a a x b a b x b a a x� � � � � � � �

" " " �¸ ¸
t 0 and x 0   ln C  ln (b a)kt ln   eœ œ Ê œ Ê œ � � Ê œ" � �

� � �
Ð � Ñ

b a a a x a a x a
b b x b b x b b a kt¸ ¸ ˆ ‰

 xÊ œ
ab 1 e

a be

� ‘�

�

Ð � Ñ

Ð � Ñ

b a kt

b a kt

8.5  INTEGRAL TABLES AND COMPUTER ALGEBRA SYSTEMS

1.  tan  C' dx 2 x 3
x x 3 3 3È È�

�" �œ �É
     (We used FORMULA 13(a) with a 1, b 3)œ œ
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