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8.3  TRIGONOMETRIC SUBSTITUTIONS
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 sin cos sin cos C sin u u 1 u u 1 u Cœ � � � œ � � � � �1 1 1 1 1 1

4 2 4 4 2 4
3 1 2 3 2 2) ) ) ) )

� Îa b È
 sin x x 1 x x 1 x Cœ � � � � �1 1 1

4 2 4
1 3 2� ÎÈ È Èa b È

48. Let w x 1 w x 1 2w dw dx dx 2w dw 2 w 1 dwœ � Ê œ � Ê œ Ê œ œ �È È2 x 2
x 1

w 1
w

2' ' 'È È
È �

�

�2

w sec , dx sec tan  d , 0  , w 1 tan œ œ � � � œ) ) ) ) ) )
1

#
È 2

2 w 1 dw 2 tan sec tan d ; u tan , du sec   d , dv sec  tan  d , v sec ' 'È 2 2� œ œ œ œ œ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )

2 tan sec tan d 2 sec  tan 2 sec d 2 sec  tan 2 sec sec d' ' ') ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )œ � œ �3 2

2 sec  tan 2 tan 1 sec d 2 sec  tan 2 tan sec d sec dœ � � œ � �) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )' ' 'a b2 2Š ‹
2sec  tan 2ln sec tan 2 tan sec d 2 tan sec d sec  tan ln sec tan Cœ � l � l � Ê œ � l � l �) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )' '2 2

w w 1 ln w w 1 C x 1 x 2 ln x 1 x 2 Cœ � � l � � l � œ � � � l � � � l �È È È È È È2 2

49. x x 4; dy x 4 ; y  dx; 

x 2 sec , 0
dx 2 sec  tan  d

x 4 2 tan 

dy
dx x x

dx x 4œ � œ � œ

œ � �

œ

� œ

È È Ô ×Ö Ù
Õ ØÈ# # �

#

#

' È #

) )

) ) )

)

1

 y 2 tan  d 2 sec 1  d 2(tan ) CÄ œ œ œ � œ � �' ' '(2 tan )(2 sec  tan ) d
2 sec 

) ) ) )

)

# #) ) ) ) ) )a b
2 sec C; x 2 and y 0  0 0 C  C 0  y 2 secœ � � œ œ Ê œ � Ê œ Ê œ �’ “ ’ “ˆ ‰È Èx 4 x 4x x# #� �

# # # #
�" �"

Copyright © 2010 Pearson Education, Inc.  Publishing as Addison-Wesley.



Section 8.3 Trigonometric Substitutions 483

50. x 9 1, dy ; y ;   y

x 3 sec , 0
dx 3 sec  tan  d

x 9 3 tan 

È Ô ×Ö Ù
Õ ØÈ#

� �

#

#

� œ œ œ Ä œ

œ � �

œ

� œ

dy
dx 3 tan 

dx dx 3 sec  tan  d
x 9 x 9È È# #

' '
) )

) ) )

)

1

) ) )

)

sec  d ln sec tan C ln C; x 5 and y ln 3  ln 3 ln 3 C  C 0œ œ � � œ � � œ œ Ê œ � Ê œ' ) ) ) )k k ¹ ¹x
3 3

x 9È # �

  y ln Ê œ �¹ ¹x
3 3

x 9È # �

51. x 4  3, dy ; y 3  tan  C; x 2 and y 0  0  tan 1 Ca b# �" �"
� � # # #� œ œ œ œ � œ œ Ê œ �dy

dx x 4 x 4
3 dx dx 3 x 3
# #

'
 C   y  tanÊ œ � Ê œ �3 3 x 3

8 8
1 1

# #
�" ˆ ‰

52. x 1 x 1, dy ; x tan , dx sec  d , x 1 sec ;a b a bÈ# # # $# $Î##
�

� œ � œ œ œ � œdy
dx

dx
x 1a b# $Î# ) ) ) )

y cos  d sin C tan  cos C C C; x 0 and y 1œ œ œ � œ � œ � œ � œ œ' 'sec  d tan x
sec sec x 1

#

$ #

) ) )

) )
) ) ) ) ) È �

 1 0 C  y 1Ê œ � Ê œ �x
x 1È # �

53. A   dx; x 3 sin , 0 , dx 3 cos  d , 9 x 9 9 sin 3 cos ;œ œ Ÿ Ÿ œ � œ � œ'
0

3 È9 x
3
�

#
# ##

) ) ) ) ) )
1 È È

A 3 cos  d sin  cos œ œ œ � œ' '
0 0

2 21 1Î Î
3 cos 3 cos  d 3 3

3 4
) ) ) 11
† #

#
Î#

!) ) ) ) )c d
54. 1 y b 1 ; A 4  b 1  dx 4b  1  dxx x x x

a b a a a
y2

2 2 2 2 2

2 2 2 2
� œ Ê œ „ � œ � œ �É É É' '

0 0

a a

x a sin , , dx a cos  d , 1 cos , x 0 a sin 0, x a a sin ’ “Éœ � Ÿ Ÿ œ � œ œ œ Ê œ œ œ Ê œ) ) ) ) ) ) ) ) )
1 1 1

# #
x
a 2

2

2

4b  1  dx 4b  cos  a cos  d 4ab  cos d 4ab  d' ' ' '
0 0 0 0

a É a b� œ œ œx 1 cos2
a

2 2 2
22

2

1 1 1
)

Î Î Î
�

#) ) ) ) ) )

2ab  d 2ab  cos2 d 2ab ab sin 2 2ab 0 ab sin sin 0 abœ � œ � œ � � � œ' '
0 0 0 0

1 1 1 1
1

Î Î Î Î2 2 2 2

2) ) ) ) ) 1 1’ “ ’ “ ˆ ‰ a b

55. (a) A  sin x dx u  sin x, du dx, dv dx, v xœ œ œ œ œ'
0

1 2
1 1 1

1 x

Î
� �

�
’ “È 2

 x sin x  dx sin 1 xœ � œ œ � ! � � œ’ “ ’ “ˆ ‰ È� �
Î ÎÎ

�

" "
# # #

� �1 1
1 2 1 21 2

x
1 x

2 6 3 12
1

0 00
' È

È
2

1

(b) M  sin x dx ; x  x sin x dx  x sin x dxœ œ œ œ' ' '
0 0 0

1 2 1 2 1 2
1 1 16 3 12

1
1 12

6 3 12

Î Î Î
� � �� �

# � �

1

1

È
È1� �

#

6 3 12
1

È

u  sin x, du dx, dv x dx, v x’ “œ œ œ œ�

�

"
#

1 21
1 xÈ 2

 x sin x  dxœ �12 x
6 3 12

2 1
1 2 1 2

1 x1� �

" "
# #

�
Î Î

�È ÈŒ �’ “
0 0

' 2

2

x sin , , dx cos  d , 1 x cos , x 0 sin 0, x sin’ “Èœ � � � œ � œ œ œ Ê œ œ œ Ê œ) ) ) ) ) ) ) ) )
1 1 1

# # #
"2

6

sin 0  cos  d sin  dœ � � œ �12 sin 12
6 3 12 6 3 12

2 1 2
6 6

cos 481 1

1 1
) 1

)� � � �

" " " " "
# # # # #

�
Î Î

È ÈŒ � Œ �Š ‹ˆ ‰ ˆ ‰ ' '
0 0

2
) ) ) )

  d d  cos 2  dœ � œ � �12 1 cos 2 12
6 3 12 6 3 1248 2 48 4 4

6 6 6

1 1

1 ) 1
1 1 1

� � � �

" � " "
#

Î Î Î

È ÈŒ � Œ �' ' '
0 0 0

) ) ) )

sin 2 ;  y sin x dxœ � � � œ œ12 1
6 3 12 48 4 8

6
3 3

4 6 3 12

1 2
1 2

1

1 )
1

1

1� �

" "
Î

�

� �

Î

#
�È

È
Š ‹ÈŒ �’ “ a b)

0 01� �

#

6 3 12
1

È
'

u  sin x , du dx, dv dx, v x’ “a bœ œ œ œ�

�

1 2 2 sin x
1 x

�1

2È
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 x sin x dx dxœ �6 2x sin x
6 3 12

1 2
1 2 1 2

1 x1� �
�

Î Î

�È È� �” •a b
0

0
' �1

2

u  sin x, du dx, dv dx, v 2 1 x’ “Èœ œ œ œ � ��

� �

1 1 2x
1 x 1 x

2È È2 2

 sin 0 2 1 x sin x  dxœ � � � �6
6 3 12

1 12 2
1 2 1 2

2 1 x
1 x1� �

" "
# #

� �
Î Î

�

�È È
È� �Š ‹ˆ ‰ˆ ‰ ” •È

0
0
' 2

2

2 1 sin 0 2x  1œ � � � � œ � � œ6 6
6 3 12 6 3 1272 72 6

2 1
1 2

3 12 3 72

12 6 3 121 1

1 1 1 1 1

1� � � �

" "
# #

�
Î

� �

� �È È
È È

Š ‹ÈŒ �Œ �É ˆ ‰ ˆ ‰ ’ “ Š ‹2 2 2

0

56. V x tan x  dx  x tan x dx u  tan x, du dx, dv x dx, v xœ œ œ œ œ œ' '
0 0

1 1
1

2
1 1 21

1 x1 1Š ‹È ’ “� � �
� #

"
2

x tan x dx tan 1 0  1 dx  1 dxœ � œ � � � œ � �1 1 1Œ � Œ � Œ �’ “ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰" " " " "
# # � # # � # �

� �2 1 1
1 1 1 1

x 1 1
1 x 1 x 8 1 x

0 0 0 0
' ' '2

2 2 2
1

 dx dx x tan x tan 1 0 0œ � � œ � � � œ � � � � � œ1 1 1Œ � Œ �’ “ ˆ ‰ˆ ‰1 1 1 1 1

8 1 x 8 8 4

1 1
1 1 1

1
2" " " " " "

# # � # # # #
� � �' '

0 0 0
2

a b

57. (a)  Integration by parts:  u  x , du 2x dx, dv x 1 x dx, v 1 xœ œ œ � œ � �2 22 1
3

3 2È a b Î

 x 1 x dx x 1 x  1 x 2x dx x 1 x 1 x C' '3 2 2 2 2 2 22 1 1 1 2
3 3 3 15

3 2 3 2 3 2 5 2È a b a b a b a b� œ � � � � œ � � � � �
Î Î Î Î

(b) Substitution:  u  1 x x 1 u du 2x dx du x dxœ � Ê œ � Ê œ � Ê � œ2 2 "
#

 x 1 x dx  x 1 x x dx 1 u u du u u du u u C' ' ' '3 2 3 2 3 2 5 22 2 1
3 5

È È a bÈ Èˆ ‰� œ � œ � � œ � � œ � � �" " "
# #

Î Î Î

1 x 1 x Cœ � � � � �1
3 5

2 23 2 5 2a b a bÎ Î"

(c) Trig substitution: x sin , , dx cos  d , 1 x cos œ Ÿ Ÿ œ � œ) ) ) ) )
1 1

# #
È 2

 x 1 x dx  sin cos cos  d  sin cos   sin d 1 cos  cos   sin d' ' ' '3 3 2 2 2 22È a b� œ œ œ �) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )

cos   sin d cos   sin d cos  cos  C 1 x 1 x Cœ � œ � � � œ � � � � �' '2 4 3 5 2 21 1
3 5 3 5

3 2 5 2
) ) ) ) ) ) ) )

" "Î Îa b a b
58. (a) The slope of the line tangent to y f x  is given by f x . Consider the triangle whose hypotenuse is the 30 ft rope,œ a b a bw

the length of the base is x and the height h 900 x  The slope of the tangent line is also , thusœ � Þ �È 2 900 x
x

È � 2

 f x .w �a b œ �
È900 x

x

2

(b) f x dx    x 30 sin , 0 , dx 30 cos  d , 900 x 30 cos a b ’ “Èœ � œ � Ÿ œ � œ' È900 x
x

2�
#

2
) ) ) ) )

1

 30 cos  d 30 d 30 d 30 csc d 30 sin dœ � œ � œ � œ � �' ' ' ' '30 cos cos  
30 sin sin sin

1 sin  ) )

) ) )

)
) ) ) ) ) ) ) )

2 2ˆ ‰�

30 ln csc cot 30 cos C 30 ln 900 x C; f 30 0œ l � l � � œ � � � � œ) ) ) º º È a b30
x x

900 x 2È � 2

0 30 ln 900 30 C C f x 30 ln 900 xÊ œ � � � � œ Ê œ � � �º º º ºÈ Èa b30 30
30 30 x x

900 30 900 x2 2È È� �2 2

8.4  INTEGRATION OF RATIONAL FUNCTIONS BY PARTIAL FRACTIONS

1.  5x 13 A(x 2) B(x 3) (A B)x (2A 3B)5x  13 A B
(x  3)(x  2) x  3 x  2

�
� � � �œ � Ê � œ � � � œ � � �

  B (10 13)  B 3  A 2; thus, 
A B 5

2A 3B 13
Ê Ê � œ � Ê œ Ê œ œ �

� œ
� œ � 5x  13 2 3

(x  3)(x  2) x  3 x  
�

� � � � #

2.   5x 7 A(x 1) B(x 2) (A B)x (A 2B)5x  7 5x  7 A B
x   3x  2 (x  2)(x  1) x  2 x  1

� �
� � � � � �# œ œ � Ê � œ � � � œ � � �

  B 2  A 3; thus, 
A B 5
A 2B 7

Ê Ê œ Ê œ œ �
� œ
� œ � 5x  7 3 2

x   3x  2 x  2 x  1
�

� � � �#
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