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69. sec x dx x sec x sec y dy x sec x ln sec y tan y C' '�" �" �"œ � œ � � �k k
x sec x ln sec sec x tan sec x C x sec x ln x x 1 Cœ � � � œ � � � ��" �" �" �" #k ka b a b ¹ ¹È

70. log  x dx x log  x 2  dy x log  x C x log  x C' '
2 2 2 2

yœ � œ � � œ � �2 x
ln ln

y

# #

71. Yes, cos x is the angle whose cosine is x which implies sin cos x 1 x .�" �" #a b Èœ �

72. Yes, tan x is the angle whose tangent is x which implies sec tan x 1 x .�" �" #a b Èœ �

73. (a) sinh x dx x sinh x sinh y dy x sinh x cosh y C x sinh x cosh sinh x C;' '�" �" �" �" �"œ � œ � � œ � �a b
check:  d x sinh x cosh sinh x C sinh x sinh sinh x   dxc d a ba b ’ “�" �" �" �"

� �

"� � œ � �x
1 x 1 xÈ È# #

 sinh x dxœ �"

(b) sinh x dx x sinh x x  dx x sinh x 1 x 2x dx' ' '�" �" �" #" "

� #

�"Î#
œ � œ � �Š ‹ a bÈ1 x#

 x sinh x 1 x Cœ � � ��" # "Î#a b
check:  d x sinh x 1 x C sinh x  dx sinh x dx’ “ ’ “a b�" # �" �""Î#

� �
� � � œ � � œx x

1 x 1 xÈ È# #

74. (a) tanh x dx x tanh x tanh y dy x tanh x ln cosh y C x tanh x ln cosh tanh x C;' '�" �" �" �" �"œ � œ � � œ � �k k k ka b
check:  d x tanh x ln cosh tanh x C tanh x   dxc dk ka b ’ “�" �" �"

� �
"� � œ � �x

1 x cosh tanh x 1 x
sinh tanh x

# �" #

�"a ba b
tanh x  dx tanh x dxœ � � œ� ‘�" �"

� �
x x

1 x 1 x# #

(b) tanh x dx x tanh x dx x tanh x  dx x tanh x  ln 1 x C' ' '�" �" �" �" #
� # � #

" "œ � œ � œ � � �x 2x
1 x 1 x# # k k

check:  d x tanh x  ln 1 x C tanh x  dx tanh x dx� ‘ � ‘k k�" # �" �""
# � �� � � œ � � œx x

1 x 1 x# #

8.2  TRIGONOMETRIC INTEGRALS

1. cos 2x dx cos 2x 2dx sin 2x C' 'œ † œ �" "
# #

2. 3 sin dx 9  sin dx 9 cos 9 cos cos 0 9 1' '
0 0

1 1 1
1x x 1 x 9

3 3 3 3 30
œ † œ � œ � � œ � � œ’ “ ˆ ‰ ˆ ‰"

# #

3. cos x sin x dx cos x sin x dx cos x C' '3 3 41
4œ � � œ � �a b

4. sin 2x cos 2x dx sin 2x cos 2x 2dx sin 2x C' '4 4 51
10œ † œ �"

#

5. sin x dx sin x sin x dx 1 cos x sin x dx sin x dx cos x sin x dx cos x cos x C' ' ' ' 'a b3 2 2 2 31
3œ œ � œ � œ � � �

6. cos 4x dx cos 4x cos 4x dx 1 sin 4x cos 4x 4dx cos 4x 4dx sin 4x cos 4x 4dx' ' ' ' 'a b3 2 2 21 1 1
4 4 4œ œ � † œ † � †

 sin 4x sin 4x Cœ � �1 1
4 12

3

7. sin x dx sin x sin x dx cos x sin x dx 2cos x cos x sin x dx' ' ' '5 4œ œ " � œ " � �a b a b a b# # ## #

sin x dx 2cos x sin x dx cos x sin x dx cos x cos x cos x Cœ � � œ � � � �' ' '# #4 3 5
3 5

1
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8. sin dx (using Exercise 7) sin dx 2cos sin dx cos sin dx' ' ' '
0 0 0 0

1 1 1 1
5 4x x x x x x

2 2 2 2 2 2
ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰œ � �#

 cos cos cosœ �# � � œ ! � �# � � œ� ‘ ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ a bx x x
2 3 2 5 2

3 5% # % # "'
$ & "&

1

0

9. cos x dx cos x cos x dx sin x cos x dx cos x dx sin x cos x dx sin x sin x C' ' ' ' '3 31
3œ œ " � œ � œ � �a b a b# # #

10. 3cos 3x dx cos 3x cos 3x 3dx sin 3x cos 3x 3dx sin 3x sin 3x cos 3x 3dx' ' ' '
0 0 0 0

/6 /6 /6 /6
5

1 1 1 1

œ † œ " � † œ " � # � †a b a b a b# # # %# #

 cos 3x 3dx sin 3x cos 3x 3dx sin 3x cos 3x 3dx sin 3xœ † � # † � † œ � # �' ' '
0 0 0

/6 /6 /6
sin 3x sin 3x

3 5

61 1 1 1
# %

Î’ “3 5

0

œ " � � � ! œˆ ‰ a b2
$ & "&

" )

11. sin x cos x dx sin x cos x cos xdx sin x 1 sin x cos x dx sin x cos x dx sin x cos x dx' ' ' ' '3 3 3 2 3 2 3 5œ œ � œ �a b
 sin x sin x Cœ � �1 1

4 6
4 6

12. cos 2x sin 2x dx cos 2x sin 2x 2dx cos 2x cos 2x sin 2x 2dx 1 sin 2x sin 2x cos 2x 2dx' ' ' '3 5 3 5 2 5 2 5œ † œ † œ � †" " "
# # # a b

 sin 2x cos 2x 2dx sin 2x cos 2x 2dx sin 2x sin 2x Cœ † � † œ � �" "
# #
' '5 7 6 81 1

12 16

13. cos x dx dx 1 cos 2x dx dx cos 2x dx dx cos 2x 2dx' ' ' ' ' ' 'a b2 1 cos 2x
2 4œ œ � œ � œ � †� " " " " "

# # # #

 x sin 2x Cœ � �" "
# 4

14. sin x dx dx 1 cos 2x dx dx cos 2x dx dx cos 2x 2dx' ' ' ' ' ' 'a b
0 0 0 0 0 0 0

/2 /2 /2 /2 /2 /2 /2
2 1 cos 2x

2 4

1 1 1 1 1 1 1

œ œ � œ � œ � †� " " " " "
# # # #

 x sin 2x sin 2 0 sin 2 0 0 0 0œ � œ � � � œ � � � œ� ‘ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰ a b a b a b" " " " " "
# # #

Î

4 2 4 2 4 4 4
21 1 1 1 1

0

15. sin y dy sin y sin y dy cos y  sin y dy sin y dy cos y sin y dy' ' ' ' '
0 0 0 0 0

/2 /2 /2 /2 /2
7 6 2 2

1 1 1 1 1

œ œ " � œ � $a b$
cos y sin y dy cos y sin y dy cos y� $ � œ � � $ � $ � œ ! � �" � " � � œ' '

0 0

/2 /2
4 6 cos y cos y cos y

3 5

1 1 1’ “ a b ˆ ‰3 & (

( & ( $&

Î#
$ " "'

0

16. 7cos t dt (using Exercise 15) 7 cos t dt sin t cos t dt sin t cos t dt sin t cos t dt' ' ' ' '7 2 4 6œ � $ � $ �’ “
7 sin t C 7sin t 7sin t sin t sin t Cœ � $ � $ � � œ � � � �Š ‹sin t sin t sin t 21

3 5 5
33 & (

(
& (

17. sin x dx dx cos x cos x dx dx cos x dx dx' ' ' ' ' '
0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1

) œ ) œ # " � # # � # œ # � # # † # � #4 cos x cos 4xˆ ‰ a b"� # "�
# #

# #

 x sin x dx cos 4x dx x sin 4xœ # � # # � � œ # � � œ # � œ $c d � ‘1
1 1

1

0 0 0 0
' ' 1 1 1 1

"
#

18. cos 2 x dx dx cos 4 x cos 4 x dx dx cos 4 x dx dx' ' ' ' ' ') œ ) œ # " � # � œ # � % � #4 cos 4 x cos x
1 1 1 1ˆ ‰ a b"� "� )

# #

# #1 1

3 dx cos 4 x dx cos x dx 3x sin 4 x sin x Cœ � % � ) œ � � ) �' ' '1 1 1 1
" "

)1 1

19. 16 sin x cos x dx 16 dx cos 2x dx dx dx' ' ' ' '# # #"� # "� # "�
# #œ œ % " � œ % � %ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰a bcos x cos x cos 4x

2

4x 2 dx 2 cos 4x dx 4x 2x sin 4x C 2x sin 4x C 2x sin 2x cos 2x Cœ � � œ � � � œ � � œ � �' ' " "
2 2

2x 2sin x cos x 2cos x 1 C 2x 4sin x cos x 2sin x cos x Cœ � � � œ � � �a b2 3
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20. 8 sin y cos y dy 8  dy dy cos y dy cos y dy cos y dy' ' ' ' ' '
0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1
4 cos y cos y# # $"� # "� #

# #

#
œ œ � # � # � #ˆ ‰ ˆ ‰

 y sin 2y dy sin y cos y dy dy cos 4y dy cos y dyœ � � � " � # # œ � � � #� ‘ ˆ ‰ a b" " ""�
# # #

#
2

cos 4y1
1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0
' ' ' ' '1

sin y cos y dy y sin 4y sin 2y� # # œ � � � � � † œ � œ'
0 0

1 1
1 1# " " " "

# ) # # # #1 1’ “sin 2y
3

3

21. 8cos 2 sin 2  d 8 C cos 2 C' 3 4cos 2
4) ) ) )œ � � œ � �ˆ ‰"

#

4
)

22. sin 2 cos 2  d sin 2 sin 2 cos 2  d sin 2 cos 2  d sin 2 cos 2  d' ' ' '
0 0 0 0

1 1 1 1/2 /2 /2 /2
2 3 2 2 2 4) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )œ " � œ �a b

œ † � † œ !’ “" "
# #

sin 2 sin 2
3 5

/23 5
) )

1

0

23. dx  sin  dx  sin dx cos ' ' '
0 0 0 0

2 2 2
cos x x x x 21 1 1

1É ¹ ¹ � ‘"�
# # # #œ œ œ �# œ # � # œ %

24. cos 2x dx  sin 2x dx sin 2x dx cos 2x' ' '
0 0 0 0

1 1 1 1È È È È È È È’ “" � œ # l l œ # œ � # œ # � # œ # #

25. sin t dt  cos t dt cos t dt cos t dt sin t sin t' ' ' '
0 0 0 0

1 1 1 1

1

1 1

1
È c d c d" � œ l l œ � œ � œ " � ! � ! � " œ ##

/2

/2
/2

/2

26. cos  d  sin  d sin  d cos ' ' '
0 0 0 0

1 1 1
1È c d" � œ l l œ œ � œ " � " œ ##) ) ) ) ) ) )

27. dx dx dx dx' ' ' '
1 1 1 1

1 1 1 1

Î Î Î Î

Î Î Î Î

"� "�

"� "� "�

"� "�3 3 3 3

2 2 2 2
sin x sin x

cos x cos x

cos x sin x cos x sin x cos x
cos x cos x sin x

2 2 2 2

2 2È È È È È
È È È

œ œ œ

 sin x cos x dx cos x cos cosœ " � œ � " � œ � " � � " � œ � �'
1

1

1

1
1 1

Î

Î
Î

Î

Î Î Î Î

3

2
2 2 2 2 2 3
3 3 2 3 3 3 3 2

3 2

3

2 3 2 3 2 3 2È ’ “a b ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰
œ �É 3 2

2 3

28. sin x dx dx dx dx dx' ' ' ' '
0 0 0 0 0

6 6 6 6 6sin x
1

sin x
sin x sin x sin x sin x

sin x cos x cos x
1 1 1 1 1Î Î Î Î Î

"� "�

"� "� "� "�

"�È" � œ œ œ œ
È È È È

È È È È
2 2

 2 sin x 2 sin 2 sin 0 2 2 1 2 2œ � " � œ � " � � " � œ � � œ �’ “a b É ˆ ‰ È É È È1 2

0

6

6
1Î

Î

#

1
1

29. dx dx dx dx' ' ' '
5 6 5 6 5 6 5 6

cos x cos x
sin x sin x

sin x cos x sin x cos x sin x
sin x sin x cos x1 1 1 1

1 1 1 1

Î Î Î Î"� "�

"� "� "�

"� "�

4 4 4 4

2 2È È È È È
È È È

œ œ œ

 dx cos x sin x dx cos x sin x sin x dxœ œ � " � œ � " � " �' ' '
5 6 5 6 5 6

cos x sin x
cos x

3 2
1 1 1

1 1 1

Î Î Î

"�
�

4 È È Èa b
 cos x sin x dx cos x sin x sin x dx; u u duœ � " � � " �' '

5 6 5 6
2 2

1 1

1 1

Î Î
È È È

Let u 1 sin x u 1 sin x du cos x dx, x  u 1 sin , x  u 1 sin 1 ’ “ˆ ‰œ � Ê � œ Ê œ œ Ê œ � œ œ Ê œ � œ5 5 3
6 6 2
1 1

1 1

 sin x u 1 u du sin x u 2u u duœ � " � � � œ � " � � � �’ “ ’ “a b a b a bÈ Èˆ ‰2 2
3 3

3 2 2 3 2

5 6 5 63 2 3 2

1 1
5 2 3 2Î Î

Î ÎÎ Î
Î Î

1 1

1 1' '

 sin sin u u uœ � " � � " � � � �Š ‹a b ˆ ‰ � ‘ˆ ‰2 2 5 2 4 2
3 3 6 7 5 3

3 2 3 2 7 2 5 2 3 2
3 2

1
1

Î Î Î Î Î
Î

1

œ � � � � � � � � œ � �Š ‹ Š ‹ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰2 2 3 2 4 2 2 3 4 3 2 3 4 3 2 3 18
3 3 2 7 5 3 7 2 5 2 3 2 5 2 7 2 35

3 2 7 2 5 2 3 2 5 2 7 2Î Î Î Î Î Î

30. 1 sin 2x dx dx dx dx' ' ' '
1 1 1 1

1 1 1 1

Î Î Î Î

Î Î Î Î
� �

� � �

�

2 2 2 2

7 12 7 12 7 12 7 12
1 sin 2x

1
1 sin 2x
1 sin 2x 1 sin 2x 1 sin 2x

1 sin 2x cos 2xÈ � œ œ œ
È È È È

È È È
2 2

dx 1 sin 2x 1 sin 2 1 sin 2 1 1œ œ � � œ � � � � œ � � œ � œ'
1

1

1

1
1 1

Î

Î
� "
� Î

Î

#
�

2

7 12
cos 2x 7 1

1 sin 2x 2

7 12

12 2 2 2
2 1È È È

È’ “È É É Éˆ ‰ ˆ ‰
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31. cos 2  d  sin   d  sin  d cos sin ' ' '
0 0 0 0

1 1 1
1

/2 /2 /2 /2
) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )È È È È È Èc d a b" � œ # l l œ # œ # � � œ # " œ #

32. cos t dt sin t dt sin t  dt sin t dt sin t dt cos t sin t dt' ' ' ' ' '
� � � � ! �

# # $ $ $ #$Î# $Î# ! !

1 1 1 1 1

1 1 1 1a b a b a b¸ ¸" � œ œ œ � � œ � " �

cos t sin t dt sin t dt cos t sin t dt sin t dt cos t sin t dt cos t� " � œ � � � � œ �' ' ' ' '
! � � ! !

# # #
! ! !

�

1 1 1

1 1 1

a b ’ “cos t
3

3

 cos t� � � œ " � � " � � " � � " � œ’ “ ˆ ‰ ˆ ‰cos t
3

3 1

!

" " " " )
$ $ $ $ $

33. sec x tan x dx tan x sec x dx tan x C' '2 2 21
2œ œ �

34. sec x tan x dx sec x tan x tan xdx; u tan x, du sec  x dx, dv sec x tan x dx, v sec x;' '2 2œ œ œ œ œ

sec x tan x sec x dx sec x tan x sec x sec xdx sec x tan x tan x 1 sec xdxœ � œ � œ � �' ' ' a b3 2 2

sec x tan x tan x sec xdx sec xdx sec x tan x ln sec x tan x tan x sec xdxœ � � œ � l � l �Š ‹' ' '2 2

sec x tan x dx sec x tan x ln sec x tan x tan x sec xdxÊ œ � l � l �' '2 2

2 tan x sec xdx sec x tan x ln sec x tan x tan x sec xdx sec x tan x ln sec x tan x CÊ œ � l � l Ê œ � l � l �' '2 2 " "
# #

35. sec x tan x dx sec x sec x tan x dx sec x C' '3 2 31
3œ œ �

36. sec x tan x dx sec x tan x sec x tan x dx sec x sec x 1 sec x tan x dx' ' '3 3 2 2 2 2œ œ �a b
sec x sec x tan x dx sec x sec x tan x dx sec x sec x Cœ � œ � �' '4 2 5 31 1

5 3

37. sec x tan x dx tan x sec x dx tan x C' '2 2 2 2 31
3œ œ �

38. sec x tan x dx sec x tan x sec x dx tan x 1 tan x sec x dx tan x sec x dx tan x sec x dx' ' ' ' 'a b4 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2œ œ � œ �

 tan x tan x Cœ � �1 1
5 3

5 3

39. 2 sec x dx; u sec x, du sec x tan x dx, dv sec x dx, v tan x;'
�

!
$ #

1/3
œ œ œ œ

2 sec x dx 2 sec x tan x sec x tan x dx sec x sec x dx' ' '
� � �

! ! !
$ !

� Î$1 1 11/3 /3 /3
2 2œ � # œ # † " † ! � # † # † $ � # � "c d a bÈ

sec x dx sec x dx; 2 2 sec x dx ln sec x + tan xœ % $ � # � # œ % $ � # l lÈ È c d' ' '
� � �

! ! !
$ $ !

� Î$1 1 1 1/3 /3 /3

2 2 sec x dx ln  + ln  ln  '
�

!
$

1/3
œ % $ � # l " !l � # l # � $ l œ % $ � # # � $È È È ÈŠ ‹

2 sec x dx ln  '
�

!
$

1/3
œ # $ � # � $È ÈŠ ‹

40. e sec e dx; u sec e , du sec e tan e e dx, dv sec e e dx, v tan e .' x x x x x x x x x$ #a b a b a b a b a b a bœ œ œ œ

e sec e dx sec e tan e sec e tan e e dx' 'x x x x x x x$ #a b a b a b a b a bœ �

sec e tan e sec e sec e e dxœ � � "a b a b a ba ba bx x x x x' #

sec e tan e sec e e dx sec e e dxœ � �a b a b a b a bx x x x x x' '$

2 e sec e dx sec e tan e ln sec e tan e C' x x x x x x$a b a b a b a b a b¸ ¸œ � � �

e sec e dx sec e tan e ln sec e tan e C' x x x x x x$ "
#a b a b a b a b a bˆ ‰¸ ¸œ � � �
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41. sec  d tan sec  d sec  d tan sec  d tan tan C' ' ' '4 2 2 2 2 2 31
3) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )œ " � œ � œ � �a b

 tan tan sec 1 C tan sec tan Cœ � � � œ � �) ) ) ) ) )
1 1 2
3 3 3

2 2a b
42. 3sec 3x  dx tan 3x sec 3x 3dx sec 3x 3dx tan 3x sec 3x 3dx tan 3x tan 3x C' ' ' '4 2 2 2 2 2 31

3a b a b a b a b a b a b a b a ba bœ " � œ � œ � �

43. csc  d cot csc  d csc  d cot csc  d cot' ' ' '
1 1 1 1

1 1 1 1
)

1

1/4 /4 /4 /4

/2 /2 /2 /2
4 cot

3

2

/4
) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )œ " � œ � œ � �a b ’ “# # # # #

Î
$

œ ! � �" � œa b ˆ ‰" %
$ $

44. sec x dx sec x sec x dx tan x 1 sec x dx tan x 2tan x 1 sec x dx' ' ' 'a b a b6 4 2 2 2 4 2 2
2

œ œ � œ � �

tan x sec x dx 2 tan x sec x dx sec x dx tan x tan x tan x Cœ � � œ � � �' ' '4 2 2 2 2 5 31 2
5 3

45. 4 tan x dx 4  sec x tan x dx 4 sec x tan x dx 4 tan x dx ln sec x C' ' ' '3 tan xœ � " œ � œ % � % l l �a b# #
#

#

2 tan x 4 ln sec x C 2 tan x 2 ln sec  x C 2 tan x 2 ln 1 tan  x Cœ � l l � œ � l l � œ � � �# # #2 2a b
46. 6 tan x dx 6  sec x tan x dx 6  sec x tan x dx 6  tan x dx' ' ' '

� � � �
# #

1 1 1 1

1 1 1 1

/4 /4 /4 /4

/4 /4 /4 /4
4 2 2 2œ � " œ �a b

6  sec x tan x dx 6 sec x 1 dx 6 sec x dx 6  dxœ � � œ ' � �' ' ' '
� � � �$

Î

� Î

#
1 1 1 1

1 1 1 11

1/4 /4 /4 /4

/4 /4 /4 /4
2 2 2 tan x

4

4
a b ’ “$

 tan x xœ # " � �" � ' � ' œ % � ' " � �" � � œ $ � )a b c d c d a ba b a b1 1

1 1

1 1Î Î
� Î � Î

$ $
# #

4 4
4 4 1

47. tan x dx tan x tan x dx sec x 1 tan x dx sec x 2sec x 1 tan x dx' ' ' 'a b a b5 4 2 4 2
2

œ œ � œ � �

sec x tan x dx 2 sec x tan x dx tan x dx sec x sec x tan x dx 2 sec x sec x tan x dx tan x dxœ � � œ � �' ' ' ' ' '4 2 3

 sec x sec x ln sec x C tan x 1 tan x 1 ln sec x C tan x tan x ln sec x Cœ � � l l � œ � � � � l l � œ � � l l �1 1 1
4 4 4

4 2 2 2 4 2
2a b a b "

#

48. cot 2x dx cot 2x cot 2x dx cot 2x csc 2x 1  dx cot 2x csc 2x dx cot 2x dx' ' ' ' '6 4 2 4 2 4 2 4œ œ � œ �a b
cot 2x csc 2x dx cot 2x cot 2x dx cot 2x csc 2x dx cot 2x csc 2x 1 dxœ � œ � �' ' ' '4 2 2 2 4 2 2 2a b
cot 2x csc 2x dx cot 2x csc 2x dx cot 2x dxœ � �' ' '4 2 2 2 2

cot 2x csc 2x dx cot 2x csc 2xdx csc 2x 1 dxœ � � �' ' '4 2 2 2 2a b
cot 2x csc 2x dx cot 2x csc 2xdx csc 2x dx dx cot 2x cot 2x cot 2x x Cœ � � � œ � � � � �' ' ' '4 2 2 2 2 5 31 1

10 6
"
#

49. cot x dx csc x  cot x dx csc x cot x dx cot x dx ln csc x' ' ' '
1 1 1 1

1 1 1 1 1

1/6 /6 /6 /6

/3 /3 /3 /3
3 2 2 cot x

3

6
œ � " œ � œ � � l la b ’ “#

#

Î

Î

 ln ln lnœ � � $ � � # œ � $" " # %
# $ $$
ˆ ‰ Š ‹ ÈÈ

50. 8 cot t dt 8 csc t  cot t dt 8 csc t cot t dt 8 cot t dt cot t 8 csc t  dt' ' ' ' '4 2 2 2 2 2 3 28
3œ � " œ � œ � � � "a b a b

 cot t 8 cot t 8t Cœ � � � �8
3

3

51. sin 3x cos 2x dx sin x sin 5x  dx cos x cos 5x C' 'œ � œ � � �" " "
# #a b 10

52. sin 2x cos 3x dx sin x sin 5x  dx sin x sin 5x  dx cos x cos 5x C' ' 'œ � � œ � � œ � �" " " "
# # #a b a ba b 10
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53. sin 3x sin 3x dx cos cos 6x  dx dx cos 6x dx x sin 6x' ' ' '
� � � �

" " " " "
# # # # "# # #�1 1 1 1

1 1 1 1
1

1

1 1œ ! � œ � œ � œ � � ! œa b � ‘ 1

54. sin x cos x dx sin sin 2x  dx sin 2x dx cos 2x' ' '
! ! !

Î Î Î
" " " " "
# # % % #

Î#
!

1 1 1
1

2 2 2
œ ! � œ œ � œ � �" � " œa b c d a b

55. cos 3x cos 4x dx cos x cos 7x  dx cos x cos 7x  dx sin x sin 7x C' ' 'œ � � œ � œ � �" " " "
# #a b a ba b 2 14

56. cos 7x cos x dx cos 6x cos 8x  dx sin 6x sin 8x 0' '
� Î � Î

Î Î
" " " "
#

Î

� Î1 1

1 1
1

12 2

2 2

2 6 8
2

2œ � œ � œa b � ‘
57. sin   cos 3  d  cos 3  d cos 3  d cos 2  cos 3  d' ' ' '2 1 cos 2

2) ) ) ) ) ) ) ) ) )œ œ �� " "
# #

)

cos 3  d cos 2 3  cos 2 3  d cos 3  d cos  cos 5  dœ � � � � œ � � �" " " " "
# # # #
' ' ' ') ) ) ) ) ) ) ) ) )a b a ba b a b a b4

cos 3  d cos  d cos 5  d sin 3 sin sin 5 Cœ � � œ � � �" " " "
#
' ' ') ) ) ) ) ) ) ) )4 4 6 4 20

1 1

58. cos  2  sin  d 2cos  1  sin  d 4cos  4cos  1 sin  d' ' '2 2 4 22
) ) ) ) ) ) ) ) ) )œ � œ � �a b a b

4cos  sin  d 4cos  sin  d sin  d cos  cos  cos Cœ � � œ � � � �' ' '4 2 5 34 4
5 3) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )

59. cos   sin 2  d cos   2sin cos  d 2 cos   sin  d cos  C' ' '3 3 4 52
5) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )œ œ œ � �a b

60. sin   cos 2  d sin   cos 2  sin  d 1 cos  2cos  1 sin  d' ' ' a b3 2 2 2
) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )œ œ � �a b

2cos  3cos  1 sin  d 2 cos  sin  d 3 cos  sin  d sin  dœ � � � œ � � �' ' ' 'a b4 2 4 2
) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )

 cos  cos  cos Cœ � � �2
5

5 3) ) )

61. sin  cos cos 3  d 2sin  cos cos 3  d sin 2  cos 3  d sin 2 3 sin 2 3  d' ' ' ') ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )œ œ œ � � �" " " "
# # # # a ba b a b

sin sin 5  d sin sin 5  d cos cos 5 Cœ � � œ � � œ � �" " "
4 4 4 20

1' 'a b a ba b) ) ) ) ) ) ) )

62. sin  sin 2 sin 3  d cos 1 2 cos 1 2 sin 3  d cos cos 3 sin 3  d' ' 'a b a b) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )œ � � � œ � �" "
# #a b a b a b

sin 3  cos d sin 3  cos 3 d sin 3 1 sin 3 1 d 2sin 3  cos 3 dœ � œ � � � �" " " " "
# # # #
' ' ' ') ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )a ba b a b 4

sin 2 sin 4 d sin 6  d sin 2 sin 4 d sin 6  dœ � � œ � �" " " "
4 4 4 4
' ' ' 'a b a b) ) ) ) ) ) ) ) ) )

 cos 2 cos 4 cos 6 Cœ � � � �1 1 1
8 16 24) ) )

63. dx dx dx dx dx tan x sec x dx csc x dx' ' ' ' ' ' 'sec  x sec  x sec x tan  x sec x sec x

tan x tan x tan x tan x tan x

tan  x 1 sec x3 2 22

œ œ œ � œ �
a b�

 sec x ln csc x cot x Cœ � l � l �

64. dx dx dx dx dx sec x tan x dx sec x tan x dx' ' ' ' ' ' 'sin  x sin  x sin x sin x cos  x sin x

cos x cos x cos x cos x cos x

1 cos  x sin x 3
3

4 4 4 4 4œ œ œ � œ �
# ##a b�

 sec x sec x tan x dx sec x tan x dx sec x sec x Cœ � œ � �' '2 31
3

65. dx sin x dx sin x dx sin x dx sin x dx sec x tan x dx sin x dx' ' ' ' ' ' 'tan  x sin  x 1 cos  x

csc x cos x cos x cos x cos x

1 cos  x2 2

2 2 2 2œ œ œ � œ �
a b� # #

 sec x cos x Cœ � �
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66. dx dx dx dx csc 2x 2dx ln csc 2x cot 2x C' ' ' ' 'cot x cos x 1 2 2

cos x sin x cos x 2sin x cos x sin 2x2 2œ † œ œ œ œ � l � l �

67. x sin x dx x dx x dx x cos 2x dx u x, du dx, dv cos 2x dx, v sin 2x' ' ' '2 1 cos 2x
2œ œ � œ œ œ œ� " " "

# # #’ “
 x x sin 2x sin 2x dx x x sin 2x cos 2x Cœ � � œ � � �" " " " " "

# # #4 4 4 8
2 2 1’ “'

68. x cos x dx x cos x cos x dx x 1 sin x cos x dx x cos x dx x sin x cos x dx;' ' ' ' '3 2 2 2œ œ � œ �a b
x cos x dx x sin x sin x dx x sin x cos x;' 'œ � œ �

u x, du dx, dv cos x dx, v sin x’ “œ œ œ œ

x sin x cos x dx x sin x sin x dx;' '2 3 31 1
3 3œ �

u x, du dx, dv sin x cos x dx, v sin x’ “œ œ œ œ2 31
3

 x sin x 1 cos x sin x dx x sin x sin x dx cos x sin x dx x sin x cos x cos x;œ � � œ � � œ � �1 1 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 3 9

3 2 3 2 3 3' ' 'a b
 x cos x dx x sin x cos x dx x sin x cos x x sin x cos x cos x CÊ � œ � � � � �' ' 2 3 31 1 1

3 3 9a b ˆ ‰
 x sin x x sin x cos x cos x Cœ � � � �1 2 1

3 3 9
3 3

69. y ln sec x ; y tan x; y tan x; tan x dx sec x  dx ln sec x tan xœ œ œ œ " � œ l l œ l � la b a b c dÈw w ##

! !

Î Î
#

!
sec x tan x

sec x

4 4 /4' '1 1
1

ln ln lnœ # � " � ! � " œ # � "Š ‹ Š ‹È Èa b

70. M sec x dx ln sec x tan x ln ln lnœ œ l � l œ # � " � l # � "l œ'
� Î

Î

� Î
#�"

#�"1

1
1

14

4 /4
4c d Š ‹È È È

È
y  dx tan xœ œ œ " � �" œ" " " "

� Î

Î

#
Î

� Îln ln ln ln
È È È È
È È È È
#�" #�" #�" #�"

#�" #�" #�" #�"

'
1

1
1

14

4
sec x 4

4

#

# #

c d a ba b
x, y lnÊ œ !ßa b Œ �Š ‹È

È#�"

#�"

�"

71. V sin x dx dx dx cos 2x dx x sin 2xœ œ œ � œ � œ � ! � ! � ! œ1 1 1' ' ' '
! ! ! !

# "�
# # # # #! !

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 11 1cos 2x

2 4 4c d c d a b a b #

72. A cos 4x dx  cos 2x dx  cos 2x dx  cos 2x dx  cos 2x dxœ " � œ # l l œ # � # � #' ' ' ' '
! ! ! Î% $ Î%

Î% $ Î%1 1 1 1 1

1 1

È È È È È
sin 2x sin 2x sin 2xœ � � œ " � ! � �" � " � ! � " œ # � # œ # #

È È È È È È# # # # # #
# # # # # #

Î% $ Î%
! Î% $ Î%

  c d c d c d a b a b a b È È È1 1

1

1

1

73. M x cos x dx x sin x 2 sin 2 0 sin 0 2 ;œ � œ � œ � � � œ'
0

2
2 2

0

2
2 21 1a b a b a b a b a b’ “ Š ‹ Š ‹" " "

# # #1 1 1

x x x cos x dx x x cos x dx x dx x cos xdxœ � œ � œ �1 1 1 1
2 2 2 20 0 0 0

2 2 2 2
2 2

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2
' ' ' 'a b a b

      u x, du dx, dv cos x dx, v sin x’ “œ œ œ œ

x x sin x sin xdx 8 0 2 sin 2 0 sin xdxœ � � œ � � � �1 1 1 1
6 2 6 2

3 3

0 0

2 2

0 0

2 2

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2’ “ ’ “Œ � Œ �a b' '1 1 1

cos x cos 2 cos 0 0 ; y x cos x dxœ � œ � � œ � œ œ �4 1 4 1 4 4 1
3 2 3 2 3 3 20

2

0

2 21 1 1 1

1 1 1

1 1

2 2 2’ “ a b a b1 ' "
#

x 2x cos x cos  x dx x dx x cos xdx cos  x dxœ � � œ � �1 1 1 1
4 4 2 40 0 0 0

2 2 2 2
2 2 2 2

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2
' ' ' 'a b
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 x x sin x cos x dx 0 cos 2x dx dxœ � � � œ � � �1 1 1 cos 2x 1 2 1 1
12 2 4 2 3 8 8

3

0 0

2 2

0 0 0

2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1

2 2 2 2 2’ “ ’ “ ' ' '�

sin 2x x 0 The centroid is , .œ � � œ � � œ Ê2 1 1 2 1 8 3 4 8 3
3 16 8 3 4 12 3 120 0

2 2
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1

2 2

2 2’ “ ’ “ Š ‹� �

74. V sin x sec x  dx sin x 2sin x sec x sec x  dxœ � œ � �' '
! !

Î Î
#

1 13 32 21 1a b a b
sin x dx 2tan x dx sec x dx  dx 2 ln sec x tan xœ � � œ � l l �1 1 1 1 1 1' ' ' '

! ! ! !

Î Î Î Î
# �

Î Î1 1 1 1 1 13 3 3 3
2 1 cos 2x

2 0 0

3 3’ “ ’ “
 dx cos 2x dx 2 ln sec ln sec 0 tan tan 0œ � � l l � l l � �1 1 1 1

1 1

2 2 3 3

3 3' '
! !

Î Î
1 1ˆ ‰ ˆ ‰

 x sin 2x 2 ln 2 3 0 sin 2 sin 2 0 2 ln 2 3œ � � � œ � � � � �1 1 1 1 1 1
1 1

2 4 2 3 4 30 0

3 3’ “ ’ “ È Èˆ ‰ ˆ ‰ˆ ‰ a bÎ Î

1 1 1 1

 2 ln 2 3œ � � � œ1 1
1 12

6 8 24
3 4 21 3 48 ln 2È Š ‹È

1 1È � �

8.3  TRIGONOMETRIC SUBSTITUTIONS

1. x 3 tan , , dx , 9 x 9 1 tan 9 sec  ;œ � � � œ � œ � œ Ê œ œ œ) ) ) )
1 1 ) )

) )

)

# #
# # # "

�

3 d 1 cos 
cos 3 sec 3 39 x

cos 
# #

a b È k k k k

because cos 0 when ;ˆ ‰) )� � � �1 1

# #

 3  ln sec tan C ln C ln 9 x x C' ' 'dx cos  d d x
9 x 3 cos cos 3 3

9 xÈ
È

�
w w� #

# #

#

œ œ œ � � œ � � œ � � �) ) )

) )
k k ¹ ¹ ¹ ¹È) )

2. ; 3x u   ; u tan t, t , du , 1 u sec t sec t ;' '3 dx du dt
1 9x 1 u cos tÈ È� � # #

#
# # #c d Èœ Ä œ � � � œ � œ l l œ1 1

sec t dt ln sec t tan t C ln u 1 u C ln 1 9x 3x C' ' 'du dt
1 u cos t sec tÈ a b�

# #
# #œ œ œ � � œ � � � œ � � �k k ¹ ¹ ¹ ¹È È

3.  tan  tan 1  tan ( 1)'
� � # # # # # #

" " " " "�" �" �"#

�#2

2
dx x

4 x 4 4 4# œ œ � � œ � � œ� ‘ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰1 1 1

4.  tan  tan 1  tan  0 0' '
0 0

2 2
dx dx x

8 2x 4 x 4 16� # � # # # # # # # #
" " " " " " " "�" �" �"#

!# #œ œ œ � œ � œ� ‘ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰1 1

5. sin sin sin 0 0'
0

23
dx x

9 x 3 6 6

Î

�

�" �" �"$Î#

!
"
#È #

œ œ � œ � œ� ‘ 1 1

6.  ; t 2x   sin t sin  sin 0 0' '
0 0

1 2 2 1 2 2 1 2

0

Î Î
Î

È È È2 dx dt
1 4x 1 t 2 4 4È È È� �

�" �" �""
# #

c d c dœ Ä œ œ � œ � œ1 1

7. t 5 sin ,  , dt 5 cos  d , 25 t 5 cos ;œ � � � œ � œ) ) ) ) )
1 1

# #
#È

25 t  dt (5 cos )(5 cos ) d 25 cos  d 25   d 25 C' ' ' 'È ˆ ‰� œ œ œ œ � �# # �
# #) ) ) ) ) )

1 cos 2 sin 2
4

) ) )

sin  cos C sin C  sin Cœ � � œ � � œ � �25 25 t t 25 t
5 5 5 5

25 t t 25 t
# # # #

�" �"� �a b ’ “ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰Š ‹) ) )
È È# #

8. t  sin , , dt  cos  d , 1 9t cos ;œ � � � œ � œ" "
# #

#
3 3) ) ) ) )

1 1 È
1 9t  dt (cos )(cos ) d cos  d sin  cos C sin (3t) 3t 1 9t C' ' 'È Èa b ’ “� œ œ œ � � œ � � �# #" " " "# �"

3 3 6 6) ) ) ) ) ) ) )

9. x  sec , 0 , dx  sec  tan  d , 4x 49 49 sec 49 7 tan ;œ � � œ � œ � œ7 7
# # #

# #) ) ) ) ) ) )
1 È È

sec  d  ln sec tan C  ln C' 'dx 2x
4x 49

 sec  tan  d
7 tan 7 7

4x 49È
ˆ ‰ È

#

#
#

�

" " "
# # #

�œ œ œ � � œ � �
7

) ) )

)
' ) ) ) )k k ¹ ¹
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