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บทท่ี 1  
ตรรกศาสตรแ์ละการพิสจูน์ (Logic and Proofs) 

 ในบทน้ีขัน้แรก เราจะกล่าวถงึธรรมชาตขิองคณติศาสตร ์และ ระบบคณติศาสตร ์  
เพื่อเป็นประโยชน์ในการเลอืกวธิกีารในการแกป้ญัหาทางคณติศาสตรใ์หเ้หมาะสม จากนัน้เราจะ
กล่าวถงึ ประพจน์และตวัเชื่อม ตวับ่งปรมิาณ วธิกีารพสิจูน์ การพสิจูน์ประพจน์ทีม่ตีวับ่ง
ปรมิาณ และหลกัอุปนัยเชงิคณติศาสตร ์ซึง่ผูอ่้านเคยทราบมาแลว้ในระดบัมธัยมศกึษาตอน
ปลาย        

ธรรมชาติของคณิตศาสตร ์

คณติศาสตรม์บีทบาทส าคญัต่อชวีติของมนุษยเ์ป็นอย่างมาก มนุษยเ์ริม่เรยีนรูแ้นวทาง
คณติศาสตรจ์ากสภาพแวดลอ้มหรอืธรรมชาตแิล้วน าไปสู่การสรปุเป็นกฎเกณฑต่์าง ๆ ซึง่
สามารถน าไปใชป้ระโยชน์ในการด ารงชวีติได ้โดยทัว่ไปคนทีไ่มไ่ดเ้กีย่วขอ้งกบัคณิตศาสตร์
โดยตรงจะเขา้ใจว่าคณติศาสตรเ์ป็นเรือ่งของตวัเลขและการค านวณเท่านัน้ ซึง่ที่จรงิแลว้
คณติศาสตรเ์ป็นเรือ่งทีห่มายรวมไปถงึการแกป้ญัหาและการใหเ้หตุผลดว้ย คณติศาสตรน์บัว่า
เป็นเครือ่งมอืทีส่ าคญัในการศกึษาคน้ควา้เพื่อสรา้งองคค์วามรูใ้นศาสตรอ์ื่น ๆ และคดิคน้
สิง่ประดษิฐต่์าง ๆ ดงันัน้ในการศกึษาวชิาคณติศาสตรจ์งึจ าเป็นทีจ่ะตอ้งรูแ้ละเขา้ใจเกี่ยวกบั
ธรรมชาตขิองคณติศาสตรเ์พื่อประโยชน์ในการเลอืกวธิทีีจ่ะศกึษาใหเ้หมาะสมและสอดคลอ้งกบั
ธรรมชาตขิองคณติศาสตรต่์อไป 

นกัคณติศาสตรไ์ดส้รุปประเดน็ธรรมชาตขิองคณติศาสตรท์ีส่ าคญั ๆ ไวด้งันี้ 

คณิตศาสตรเ์ป็นวิชาท่ีเก่ียวกบัความคิดรวบยอด 

ในวชิาคณติศาสตรม์กีารสรา้งความคดิต่าง ๆ ขึน้ซึง่ความคดิเหล่านี้ไดม้าจากการสรปุ
ความคดิเหน็ทีเ่หมอืน ๆ กนั ซึง่อาจจะไดจ้ากประสบการณ์หรอืปรากฏการณ์ต่าง ๆ ทีเ่กดิขึน้ 
เรยีกว่า ความคิดรวบยอด เช่น ความคดิรวบยอดเรือ่งการเท่ากนัของจ านวน รปูสีเ่หลีย่มจตุัรสั 
การเท่ากนัทุกประการ เป็นตน้ ซึง่ในแต่ละเนื้อหาของวชิาคณิตศาสตรเ์มือ่ผูเ้รยีนไดศ้กึษาแล้ว
จะตอ้งเกดิความคดิรวบยอดขึน้ในเนื้อหานัน้ ๆ จงึจะเกดิประโยชน์ 

คณิตศาสตรเ์ป็นวิชาท่ีแสดงความเป็นเหตเุป็นผล 

คณติศาสตรเ์ป็นวชิาทีม่กีารแสดงแนวคดิอยา่งเป็นระบบ เป็นขัน้ตอน การสรปุในแต่ละ
ขัน้ตอนจะตอ้งมกีารอา้งองิเหตุผลอยา่งสมเหตุสมผล ทุกขัน้ตอนในแต่ละเนื้อหาจะเป็นเหตุเป็น
ผลต่อกนั มนุษยจ์งึสามารถใชค้ณติศาสตรเ์ป็นเครือ่งมอืในการศกึษาคน้ควา้องคค์วามรูใ้หม ่ๆ 
และคดิคน้สิง่ประดษิฐต่์าง ๆ ได้ 
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คณิตศาสตรมี์ลกัษณะเป็นสากล 

ในวชิาคณติศาสตรจ์ะมกีารก าหนดสญัลกัษณ์ขึน้ใชเ้พื่อสื่อความหมาย ซึง่ท าใหส้ามารถ
เขยีนขอ้ความทางคณติศาสตรไ์ดร้ดักุม ชดัเจน สื่อความหมายไดถู้กตอ้ง เกดิความเขา้ใจ
ตรงกนั จงึนบัไดว้่าคณติศาสตรม์ภีาษาเฉพาะของตวัเอง เป็นภาษาทีทุ่กคนทีเ่รยีนคณติศาสตร์
เขา้ใจตรงกนั เช่น  sin2 x+cos2x =1 เป็นตน้ 

คณิตศาสตรเ์ป็นศิลปะอย่างหน่ึง 

ในการศกึษาวชิาคณติศาสตรน์ัน้ นกัคณติศาสตรน์อกจากจะเป็นนกัคดิแลว้จ าเป็นตอ้ง
เป็นผูม้จีตินาการช่างสงัเกตมคีวามละเอยีดรอบคอบรูจ้กัเลอืก อนิยาม บทนิยาม สจัพจน์ และ
ทฤษฎบีท มาใชไ้ดอ้ย่างถูกตอ้ง ตามล าดบัก่อนหลงัพรอ้มทัง้การใหเ้หตุผลอยา่งสมเหตุสมผล 
รวมถงึการถ่ายทอดสิง่ทีพ่สิูจน์ไดแ้ลว้ออกมาอย่างมรีะบบระเบยีบ เป็นขัน้เป็นตอนอยา่งชดัเจน 
พอจะสรุปไดว้่าความงามของคณติศาสตรอ์ยูท่ีค่วามมรีะเบยีบ ความกลมกลนืของแนวคดิ
ตลอดจนความละเอยีดถีถ่ว้นและรอบคอบ 

คณิตศาสตรเ์ป็นวิชาท่ีมีโครงสร้าง 

โครงสรา้งของคณติศาสตรท์ีส่มบรูณ์นัน้มกี าเนิดมาจากธรรมชาต ิโดยมนุษยไ์ดเ้ฝ้า
สงัเกตความเป็นไปของธรรมชาต ิซึง่อาจจะเป็นทางชวีวทิยา ฟิสกิส ์จติวทิยา เศรษฐศาสตร ์
ฯลฯ โดยพจิารณาปญัหาต่าง ๆ ของเน้ือหาเหล่านัน้แลว้สรปุในรปูนามธรรม สรา้งแบบจ าลอง
ทางคณติศาสตรข์องเนื้อหานัน้ ๆ ซึง่แบบจ าลองทางคณติศาสตรป์ระกอบดว้ย ค าอนิยาม ค า
นิยาม สจัพจน์ และทฤษฎบีท จากนัน้จงึใชต้รรกศาสตรส์รปุออกมาเป็นกฎหรอืทฤษฎบีทใหม ่
แลว้น ากฎหรอืทฤษฎบีทเหล่านี้ไปประยกุตใ์ชใ้นธรรมชาตต่ิอไป ดว้ยวธิกีารดงักล่าวท าให้
มนุษยเ์ขา้ใจความเป็นไปของธรรมชาตไิดด้ยีิง่ขึน้และในขณะทีน่ ากฎหรอืทฤษฎบีทไป
ประยกุตใ์ชก้บัธรรมชาต ิอาจจะไดข้อ้มลูใหมก่่อใหเ้กดิการปรบัปรงุแกไ้ขแบบจ าลอง จนกระทัง่
อาจจะท าใหไ้ดก้ฎหรอืทฤษฎบีททีด่กีว่าเดมิ แลว้น าไปประยกุตใ์ชก้บัธรรมชาตอิกีครัง้หนึ่ง ดงั
แผนภูมต่ิอไปนี้ 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
ธรรมชาติ 

แบบจ าลองทางคณิตศาสตร ์
อนิยาม  
บทนิยาม  
สจัพจน์  
ทฤษฎีบท 

ทฤษฎีบท 
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ระบบคณิตศาสตร ์

ระบบคณติศาสตรม์อีงคป์ระกอบทีส่ าคญั 2 ส่วน คอื โครงสรา้งของคณติศาสตร ์และ 
กระบวนการใหเ้หตุผล 

โครงสร้างของคณิตศาสตร ์

โครงสรา้งของคณติศาสตรป์ระกอบดว้ย 4 ส่วน ดงันี้ 

พจน์อนิยาม 

พจน์อนิยาม (undefined term) คอื ค าทีไ่มส่ามารถใหค้ าจ ากดัความได ้แต่สามารถ
เขา้ใจความหมายได ้โดยอาศยัการรบัรูจ้ากประสบการณ์ ความคุน้เคยกบัสมบตัขิองสิง่เหล่านัน้ 
เช่นพจน์อนิยามในเรขาคณิตแบบยคุลดิ จดุ เสน้ มุม ระนาบ เป็นตน้ 

บทนิยาม 

บทนิยาม (definition) คอื การใหค้ าจ ากดัความของค าทีจ่ะใช ้ โดยอาศยัพจน์อนิยาม 
หรอืบทนิยามทีก่ าหนดไวก่้อนหน้านัน้ เช่นบทนิยามในเรขาคณติแบบยคุลดิ  

รปูสีเ่หลีย่มมุมฉาก  คอื รปูสีเ่หลีย่มทีม่มุทุกมุมเป็นมุมฉาก  
รปูสีเ่หลีย่มจตุัรสั  คอื รปูสีเ่หลีย่มมมุฉากทีม่ดีา้นทัง้สีย่าวเท่ากนั  

สจัพจน์ 

สจัพจน์ (postulate) คอื ขอ้ความทีย่อมรบัหรอืตกลงว่าเป็นจรงิโดยไมต่อ้งพสิจูน์  
เช่นสจัพจน์ในเรขาคณติแบบยคุลดิ  

เสน้ตรงสองเสน้ตดักนัทีจ่ดุเพยีงจดุเดยีวเท่านัน้    
ลากเสน้ตรงใหผ้่านจุดสองจุดทีแ่ตกต่างกนัไดเ้พยีงเสน้เดยีวเท่านัน้  

ทฤษฎีบท 

ทฤษฎีบท (theorem) คอื ขอ้ความทีส่ามารถพสิูจน์ไดว้่าเป็นจรงิ ซึง่ในการพสิจูน์อาจ
ใชค้ าอนิยาม ค านิยาม สจัพจน์ หรอืทฤษฎบีทอื่น ๆ ทีไ่ดพ้สิจูน์มาแลว้ เช่นทฤษฎบีทใน
เรขาคณติแบบยคุลดิ  

มมุภายในรปูสามเหลีย่มรวมกนัเท่ากบั 180 องศา   
เสน้ตรงสองเสน้ตดักนัมมุตรงขา้มยอ่มเท่ากนั  
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กระบวนการให้เหตผุล  
กระบวนการให้เหตผุล (reasoning) เป็นเครือ่งมอืทีม่นุษยใ์ชแ้สวงหาความรูใ้หม ่ๆ 

โดยการน าเอาความจรงิอยา่งใดอยา่งหนึ่งหรอืหลายอยา่งในระบบ ซึง่เรยีกว่า เหตุหรอืข้อตัง้ 
(premises) มาวเิคราะหแ์จกแจงแสดงความสมัพนัธ ์เพื่อใหเ้กดิความจรงิอนัใหม่ขึน้ ซึง่เรยีกว่า 
ผล หรอื ผลสรปุ หรอื ข้อยติุ (conclusion) 
 

กระบวนการให้เหตผุลแบ่งออกเป็น 2 ลกัษณะดงัน้ี 
การให้เหตุผลเชิงอปุนัย (inductive reasoning) เป็นการสรุปความรูใ้หม ่หรอืสรุปผล

การคน้หาความจรงิ โดยอาศยัขอ้สงัเกตหรอืผลการทดลองหลาย ๆ ตวัอยา่ง จากกรณยีอ่ย ๆ 
แลว้สรปุเป็นความรูแ้บบทัว่ไป ซึง่ผลสรปุทีไ่ดจ้ากการใหเ้หตุผลแบบน้ีไมไ่ดถู้กบงัคบัจากเหตุที่
ก าหนดให ้เนื่องจากเหตุแต่ละเหตุทีก่ าหนดใหห้รอืน ามาอา้งองิเป็นอสิระต่อกนั 

 
เช่น  จงหาพจน์ที ่n ของ 1, 3, 5, 7, 9, …  
             พจิารณาแต่ละพจน์ของล าดบัต่อไปนี้ 
  พจน์ที ่1 คอื 1 
  พจน์ที ่2 คอื 3 เขยีนไดเ้ป็น 1 + 2 

พจน์ที ่3 คอื 5 เขยีนไดเ้ป็น 1 + 2 + 2 
พจน์ที ่4 คอื 7 เขยีนไดเ้ป็น 1 + 2 + 2 + 2 
พจน์ที ่5 คอื 9 เขยีนไดเ้ป็น 1 + 2 + 2 + 2 + 2 

จากการสงัเกตจะเหน็ว่า  
จ านวนของ 2 ทีบ่วกกบั 1 น้อยกว่าจ านวนทีแ่สดงล าดบัทีข่องพจน์อยู ่1 
 ดงันัน้พจน์ที ่100 คอื 1 บวกดว้ย 2 อกี 99 ตวั 
 นัน่คอื พจน์ที ่100 คอื 1 + (99 × 2) = 199  

ดงันัน้ พจน์ที ่n หรอืรปูทัว่ไปของล าดบั จงึหาไดจ้าก 1 + (n – 1)2 = 2n – 1 
ดงันัน้ล าดบั 1, 3, 5, 7, 9, …  จงึเขยีนเป็น 1, 3, 5, 7, 9, …, 2n – 1,… 
 
 โดยทัว่ ๆ ไป การใหเ้หตุผลแบบอุปนัย นิยมใชใ้นการศกึษาคน้ควา้สมบตัต่ิาง ๆ ทาง
วทิยาศาสตร ์เช่น ขอ้สรปุทีว่่า “สารสกดัทีไ่ดจ้ากสะเดาสามารถใชเ้ป็นยาก าจดัศตัรพูชืได”้  
เป็นขอ้สรุปทีไ่ดจ้ากการทดลองซ ้ากนัหลาย ๆ ครัง้ แลว้ไดผ้ลการทดลองตรงกนั หรอืในทาง
คณติศาสตรจ์ะใชใ้นเรือ่งการสรา้งสจัพจน์ เช่นในเรขาคณติแบบยคุลดิ เมือ่ทดลองลากเสน้ตรง
สองเสน้ใหต้ดักนั จะพบว่า เสน้ตรงสองเสน้จะตดักนัเพยีงจดุเดยีวเท่านัน้ ไมว่่าจะทดลองลากกี่
ครัง้กต็าม จงึสรุปไดว้่า เสน้ตรงสองเสน้ตดักนัเพยีงจดุเดยีวเท่านัน้ 
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การให้เหตุผลเชิงนิรนัย (deductive reasoning) เป็นการสรปุความรูใ้หม ่หรอื ขอ้ความ
จรงิใหม ่ซึง่เรยีกว่า ผลสรปุ ทีเ่ป็นผลมาจากการน าขอ้ความทีก่ าหนดใหซ้ึง่ยอมรบัว่าเป็นจรงิ 
ซึง่เรยีกว่า เหต ุ ถา้เหตุทีก่ าหนดใหบ้งัคบัใหเ้กดิผลสรุป แสดงว่า การใหเ้หตุผลดงักล่าว 
สมเหตสุมผล (valid) แต่ถา้เหตุทีก่ าหนดใหไ้มส่ามารถจะบงัคบัใหเ้กดิผลสรุปได ้แสดงว่า  
การใหเ้หตุผลดงักล่าว ไม่สมเหตสุมผล (invalid) 
 
เช่น  1. พจิารณาการใหเ้หตุผลต่อไปนี้ 
  เหตุ 1. หมเูป็นสตัวน์ ้า 
   2. สตัวน์ ้าทุกชนิดออกลกูเป็นตวั 
  ผลสรปุ หมอูอกลกูเป็นตวั 
 การใหเ้หตุผลดงักล่าวเป็นการใหเ้หตุผลทีส่มเหตุสมผล เนื่องจากเหตุแต่ละเหตุทีน่ ามา
อา้งองิบงัคบัใหเ้กดิผลสรปุ 
 
2. พจิารณาใหเ้หตุผลต่อไปนี้ 
  เหตุ 1. มนุษยท์ุกคนมสีองขา 
   2. ผูห้ญงิทุกคนมสีองขา 
  ผลสรปุ ผูห้ญงิทุกคนเป็นมนุษย ์
 
 จากตวัอยา่งนี้จะเหน็ว่า ผลสรปุเป็นความจรงิ แต่เป็นการใหเ้หตุผลทีไ่มส่มเหตุสมผล
เพราะเหตุทีน่ ามาอ้างไมส่ามารถบงัคบัใหเ้กดิผลสรุปดงักล่าวได ้เหตุแต่ละเหตุมคีวามเป็นอสิระ
ไมส่มัพนัธก์นัแต่ประการใด 
 คณติศาสตรเ์ป็นวชิาทีเ่กีย่วกบัความคดิรวบยอด มลีกัษณะเป็นนามธรรม มกีารก าหนด
สญัลกัษณ์ขึน้ใชซ้ึง่มลีกัษณะเป็นภาษาสากล มคีวามเป็นศลิปะในตวัเอง และมโีครงสรา้งที่
ชดัเจนซึง่ประกอบดว้ย ค าอนิยาม ค านิยาม สจัพจน์ และทฤษฎบีท ซึง่มนุษยไ์ดน้ าคณติศาสตร์
ไปใชใ้นชวีติประจ าวนั ตลอดถงึการน าไปใชใ้นการประกอบอาชพีต่างๆ 
 ระบบคณติศาสตรป์ระกอบดว้ย โครงสรา้งของคณติศาสตร ์และกระบวนการใหเ้หตุผล
ซึง่เป็นกระบวนการใหเ้หตุผลเชงิอุปนยั และนิรนัย 
 
1.1.  ประพจน์และตวัเช่ือม 
 ตรรกศาสตร ์เป็นวชิาทีว่่าดว้ยกฎเกณฑแ์ละเหตุผล  การไดม้าของผลภายใตก้ฎเกณฑ์
ทีก่ าหนดถอืเป็นสาระส าคญั  ขอ้ความหรอืการใหเ้หตุผลในชวีติประจ าวนัสามารถสรา้งเป็น
รปูแบบทีช่ดัเจนจนใชป้ระโยชน์ในการสรปุความ  ความสมเหตุสมผลเป็นทีย่อมรบักนัอยา่ง
กวา้งขวาง  
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ตรรกศาสตรเ์ป็นแมบ่ทของคณติศาสตรแ์ขนงต่าง ๆ และการประยกุต์ 
 ประพจน์ (statement)  คอืประโยคบอกเล่า หรอืประโยคปฏเิสธ ทีม่คี่าความจรงิเป็น
จรงิหรอืเทจ็ ดงันัน้ประพจน์จะมคี่าความจรงิเพยีงค่าเดยีว คอื จริง (จะเขยีนแทนดว้ย T) 
หรอื เทจ็ (จะเขยีนแทนดว้ย F) 
เช่น  1.  งานพชืสวนโลกจดัทีจ่งัหวดัเชยีงราย (F) 

2. สนามบนิสุวรรณภมูเิปิดใชใ้นเดอืนกนัยายน 2549 (T) 
3. ประเทศไทยเฉลมิฉลอง 60 ปีครองราช 12 มถุินายน 2549 (T) 
4. 9 = 3 (T) 

   ประโยคบอกเล่าทีก่ล่าวขา้งตน้เป็นประพจน์ 
 ประโยคทีม่คี่าความจรงิไมแ่น่นอน  หรอืไมอ่าจระบุไดว้่ามคี่าความจรงิเป็นจรงิหรอืเป็น
เทจ็ได ้ไมเ่ป็นประพจน์ 
 1. ค าอุทาน เช่น โธ่เอ๋ยเวรกรรม อุย้ตาย คุณพระช่วย 
 2. ค าสัง่  เช่น อยา่ส่งเสยีงดงั จงแสดงวธิที า เดนิหน้า 2 กา้ว 
 3. ค าขอรอ้ง เช่น ช่วยดว้ย  โปรดฟงัทางน้ี เหน็ใจผมดว้ย 
 4. ค าถาม เช่น ทานขา้วแลว้หรอืยงั  เสือ้ตวันี้ราคาเท่าไร 
 ประพจน์สามารถใชส้ญัลกัษณ์แทนได ้เพื่อเขา้ใจงา่ย และงา่ยต่อการเขยีน หรอืสะดวก
ต่อการใช ้ นิยมใชอ้กัษรในภาษาองักฤษแทนประพจน์  
เช่น p  แทน 2+7 = 9 จะไดว้่า p เป็นประพจน์และมคี่าความจรงิเป็น T 
      q  แทน 5+9  = 12 จะไดว้่า  q เป็นประพจน์และมคี่าความจรงิเป็น F 
      r  แทน จงัหวดัสุโขทยัเป็นเมอืงหลวงเก่า  ไดว้่า r เป็นประพจน์และมคี่าความจรงิเป็น T 
 
 การเชื่อมประพจน์  ขอ้ความทีเ่ราใชใ้นชวีติประจ าวนั หรอืใชใ้นวชิาคณติศาสตรจ์ะมี
ประโยคบางประโยคซึง่เปลีย่นแปลงไปจากเดมิเมือ่ประโยคนัน้ๆถูกเชื่อมดว้ย ตวัเช่ือม
(connective) ซึง่เป็นค าทีช่่วยในการสรา้งประโยคใหม ่ๆ ใหม้คีวามหมายกวา้งขวางขึน้
กว่าเดมิ  
เช่น  ถา้เรามปีระโยค 2 ประโยคคอื  
 p แทน วนัน้ีอากาศรอ้น และ q แทน วนัน้ีฝนตก 
 เราสามารถสรา้งประโยคใหมด่ว้ยการเชื่อมประโยคเขา้ดว้ยกนัไดด้งันี้ 

1. วนัน้ีอากาศรอ้น และวนันี้ฝนตก 3. ถา้วนัน้ีอากาศรอ้นแลว้วนัน้ีฝนตก 
2. วนัน้ีอากาศรอ้นหรอืวนัน้ีฝนตก 4. วนัน้ีอากาศรอ้นกต่็อเมือ่วนัน้ีฝนตก 
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การเช่ือมประพจน์ด้วยตวัเช่ือม “และ” 
 ถา้ p และ q เป็นประพจน์  จะเรยีกประพจน์ “p และ q ” ว่า ประพจน์ร่วม

(conjunction) ของ p กบั q เขยีนแทนดว้ย “pq” 

เนื่องจากประพจน์ pq เกดิจากประพจน์ p เชื่อมกบัประพจน์ q ซึง่แต่ละประพจน์
อาจจะมคี่าความจรงิเป็นจรงิหรอืเทจ็  ดงันัน้ค่าความจรงิของประพจน์ pq  จะมกีรณต่ีาง ๆ ที่
อาจเป็นไปได ้4 กรณ ี 
 ค่าความจรงิของประพจน์ pq เขยีนแทนดว้ยตาราง  ดงันี้ 

p q pq 
T 
T 
F 
F 

T 
F 
T 
F 

    T  *** 
F 
F 
F 

  
เช่น  2+2 =4 และ 22  = 4   (T) 

   22=2  และ 2+2 = 4   (F) 
   20=0  และ ศูนยเ์ป็นจ านวนเฉพาะ (F) 
 *** ค่าความจรงิของประพจน์ pq มคี่าความจรงิเป็นจรงิไดก้รณเีดยีว 
     คอื ถา้ p เป็นจรงิ และ q เป็นจรงิ 
 
การเช่ือมประพจน์ด้วยตวัเช่ือม “หรือ” 

ถา้ p และ q เป็นประพจน์  จะเรยีกประพจน์ “p หรอื q”  ว่า ประพจน์เลือก

(disjunction) ของ p กบั q เขยีนแทนดว้ย “pq” 

 ค่าความจรงิของประพจน์ pq เขยีนแทนดว้ยตาราง  ดงันี้ 
P q pq 
T 
T 
F 
F 

T 
F 
T 
F 

T 
T 
T 

        F     *** 
  

เช่น  2     เป็นจ านวนคู่ หรอื 0 เป็นจ านวนคู่  (T) 
2  เป็นจ านวนคู่ หรอื 0 เป็นจ านวนคี ่  (T)   
0  เป็นจ านวนเตม็บวก หรอื 0 เป็นจ านวนเตม็คู่ (T) 
0     เป็นจ านวนเตม็คี ่หรอื 0 เป็นจ านวนเตม็บวก (F) 
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 *** ค่าความจรงิของประพจน์ pq มคี่าความจรงิเป็นเทจ็ไดก้รณเีดยีว 
     คอื ถา้ p เป็นเทจ็ และ q เป็นเทจ็ 
 
การเช่ือมประพจน์ด้วยตวัเช่ือม “ถ้า…….แล้ว” 

ถา้ p และ q เป็นประพจน์  จะเรยีกประพจน์ “ ถา้ p แลว้ q ” ว่า ประพจน์มีเง่ือนไข

(conditional) ของ p กบั q เขยีนแทนดว้ย “pq” 

 ค่าความจรงิของประพจน์ pq เขยีนแทนดว้ยตาราง  ดงันี้ 
P q pq 
T 
T 
F 
F 

T 
F 
T 
F 

T 
          F      *** 

T 
T 

 
เช่น  ถา้ 2  เป็นจ านวนคู่ แลว้ 4 เป็นจ านวนคู่  (T) 

ถา้ 2 เป็นจ านวนคู่ แลว้ 3 เป็นจ านวนคู่  (F)   
ถา้ 3 เป็นจ านวนคู่แลว้ 2 เป็นจ านวนคู่  (T) 
ถา้ 3  เป็นจ านวนคู่แลว้ 2 เป็นจ านวนคี ่  (T) 

 *** ค่าความจรงิของประพจน์ pq มคี่าความจรงิเป็นเทจ็ไดก้รณเีดยีว 
     คอื ถา้ p เป็นจรงิ และ q เป็นเทจ็ 
 
การเช่ือมประพจน์ด้วยตวัเช่ือม “ …….กต่็อเม่ือ…….” 

ถา้ p และ q เป็นประพจน์  จะเรยีกประพจน์ “p กต่็อเมือ่ q ” ว่า ประพจน์แบบ

เง่ือนไขสองทาง (biconditional) ของ p กบั q เขยีนแทนดว้ย “pq” 

 ค่าความจรงิของประพจน์ pq เขยีนแทนดว้ยตาราง  ดงันี้              
P q pq 
T 
T 
F 
F 

T 
F 
T 
F 

    T *** 
 F       
 F 

    T *** 
 
เช่น  4  เป็นจ านวนคู่ กต่็อเมือ่  4 หารดว้ย 2 ลงตวั  (T) 

3  เป็นจ านวนคู่ กต่็อเมือ่  4 หารดว้ย 2 ลงตวั  (F)   
3  เป็นจ านวน กต่็อเมือ่ 3 หารดว้ย 2 ลงตวั  (F) 
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3  เป็นจ านวนคู่ กต่็อเมือ่  3 หารดว้ย 2 ลงตวั  (T) 
 *** ค่าความจรงิของประพจน์ pq เป็นจรงิเมือ่ ประพจน์ p และ ประพจน์ q  
              มคี่าความจรงิเหมอืนกนั 

นิเสธของประพจน์ 

 ให ้p เป็นประพจน์  นิเสธ (negation หรือ denial) ของประพจน์ p คอื ประพจน์ทีม่คี่า

ความจรงิตรงกนัขา้มกบัประพจน์  p เขยีนแทนดว้ย p 
  ค่าความจรงิของ p  เขยีนแทนดว้ยตารางดงันี้ 

p p 
T 
F 

F 
T 

 เช่น 
     ให ้   p   แทนประพจน์ วนัน้ีอากาศรอ้น (T) 
           p แทนประพจน์ วนัน้ีอากาศไม่รอ้น (F) 

ค่าความจริงของประพจน์ 

 เนื่องจากค่าความจรงิแต่ละประพจน์เป็นไปไดส้องกรณี คอืเป็นจรงิหรอืเป็นเทจ็เพยีง
อยา่งใดอยา่งหนึ่ง ดงันัน้ในการหาค่าความจรงิของประพจน์ทีเ่กดิจากการใชต้วัเชื่อมกบั
ประพจน์ยอ่ย p1 , p2 , …, pn จะตอ้งพจิารณาทัง้หมด 2n กรณ ี  
 

ตวัอย่าง 1.1.  จงสรา้งตารางค่าความจรงิของประพจน์ p(pq) 

วิธีท า จะเหน็ไดว้่าประพจน์ p(pq) เกดิจากประพจน์ p เชื่อมกบัประพจน์ q ซึง่แต่ละ 
ประพจน์อาจจะมคี่าความจรงิเป็นจรงิหรอืเทจ็  เมือ่สรา้งตารางค่าความจรงิของประพจน์ 
p(pq)  จะมกีรณต่ีาง ๆ ทีอ่าจเป็นไปได ้4 กรณ ีดงันี้ 
  

p q pq p( pq) 
T 
T 
F 
F 

T 
F 
T 
F 

T 
T 
T 
F 

T 
T 
T 
T 
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ตวัอย่าง 1.2.  จงสรา้งตารางค่าความจรงิของประพจน์  (pq) r 

วิธีท า จะเหน็ไดว้่าประพจน์  (pq) r เกดิจากประพจน์ p , q และ r ซึง่แต่ละประพจน์อาจ
มคี่าความจรงิเป็นจรงิหรอืเป็นเทจ็ ซึง่เป็นไปได ้2 กรณ ีเมือ่สรา้งตารางค่าความจรงิของ
ประพจน์ (pq) r จะมกีรณต่ีาง ๆ ซึง่อาจเป็นไปได ้23  = 8 กรณ ีดงันี้ 
 

p q r pq (pq) r 
T 
T 
T 
T 
F 
F 
F 
F 

T 
T 
F 
F 
T 
T 
F 
F 

T 
F 
T 
T 
T 
F 
T 
F 

T 
T 
T 
T 
T 
T 
F 
F 

T 
F 
T 
T 
T 
F 
T 
T 

  
ให ้P และ Q เป็นประพจน์ จะกล่าวว่า P และ Q สมมูลกนั (equivalent) กต่็อเมือ่  

ทัง้สองประพจน์มคี่าความจรงิเหมอืนกนัทุกกรณี กรณีต่อกรณ ี เขยีนแทนดว้ยสญัลกัษณ์ PQ 
 ให ้P เป็นประพจน์ จะกล่าวว่า P เป็น สจันิรนัดร ์(tautology) ถา้ P มคี่าความจรงิ
เป็นจรงิทุกกรณ ีและจะกล่าวว่า P เป็น ข้อขดัแย้ง (contradiction) ถา้ P มคี่าความจรงิเป็น
เทจ็ทุกกรณี 
 ดงันัน้ นิเสธของขอ้ขดัแยง้จะเป็นสจันิรนัดร ์และในทางกลบักนันิเสธของสจันิรนัดรจ์ะ
เป็นขอ้ขดัแยง้ 
 
ทฤษฎีบท 1.3. ส าหรบัประพจน์ p,q และ r จะไดว้่า 

1. pq  (pq)(qp) 
2. (pq) (p)(q) 
3. (pq) (p)  (q) 
4.  pq (p)q 
5. ( pq)p(q) 
6. p(qr)(pq)(pr) 
7. p (qr)(pq)(pr) 
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ประโยคเปิด (open sentence) 
 คอื ขอ้ความทีอ่ยูใ่นรปูประโยคบอกเล่าหรอืปฏเิสธ ทีม่ตีวัแปรและเมือ่แทนค่าของตวั
แปรนัน้ จะไดค้่าความจรงิแน่นอน หรอืเป็นประพจน์ 
 เรยีกหมู ่หรอืเซตของสิง่ของทีน่ ามาแทนในประโยคเปิดแลว้มคี่าความจรงิแน่นอน หรอื

เป็นประพจน์ ว่า เอกภพสมัพทัธ ์(universal) เขยีนแทนดว้ย  
 เรานิยมใช ้P(x), P(x,y), Q(x,y) แทนประโยคเปิดทีม่ตีวัแปรระบุในวงเลบ็ 
 เช่น  ขอ้ความต่อไปนี้เป็นประโยคเปิด 
   เธอเป็นนางสาวไทย 
   x+3  5      3x + 2 = 5 
   เขาเป็นนายกรฐัมนตร ี
 ประโยคเปิดเหล่านี้ จะเป็นประพจน์ทีม่คี่าความจรงิแน่นอนเมือ่แทนค่าตวัแปรแบบ
เฉพาะเจาะจงลงไป 
 
1.2. ตวับ่งปริมาณ(Quantifier) 

ตวับ่งปริมาณ (quantifier) คอื ค าบอกกล่าวก าหนดขดีจ ากดัของปรมิาณ หรอื
ขอบเขตของตวัแปรในประโยคเปิด  ตวับ่งปรมิาณม ี2 แบบ คอื  

ตวับ่งปริมาณส าหรบัทุกตวั (universal quantifier) 
บอกในรปูค ากล่าว เช่น  ส าหรบัทุกๆค่าของ x ……………  

      ส าหรบัแต่ละค่าของ x…………… 
  เขยีนแทนดว้ยสญัลกัษณ์  x อ่านว่า for all x  
                   เช่น ใหเ้อกภพสมัพทัธค์อืเซตของจ านวนเตม็  
                   จะไดว้่า x[x >3]   ความหมายคอื สมาชกิทุกตวัในเซตของจ านวนเตม็มคี่า 
                                                                มากกว่า 3   
                    ท าให ้x[x >3] เป็นประพจน์ทีม่คี่าความจรงิเป็นเทจ็  

ตวับ่งปริมาณส าหรบัตวัมีจริง (existential quantifier) 
  บอกในรปูค ากล่าว เช่น มบีางตวัของ x ที…่…………….. 
    มสีมาชกิ x บางตวัที…่………………… 
    ม ีx อยา่งน้อยหนึ่งตวัซึง่……………………. 
  เขยีนแทนดว้ยสญัลกัษณ์  x อ่านว่า for some  x  
        เช่น ใหเ้อกภพสมัพทัธ ์คอืเซตของจ านวนเตม็ 
        จะไดว้่า x[x>3] ความหมายคอื มสีมาชกิ x บางตวัในเซตของจ านวนเตม็มคี่า 
                                                 มากกว่า 3  
        ดงันัน้ x[x>3]  เป็นประพจน์ทีม่คี่าความจรงิเป็นจรงิ 
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เมือ่มกีารก าหนดเอกภพสมัพทัธม์าให้ จะเรยีกขอ้ความทีป่ระกอบดว้ยประโยคเปิดและตวับ่ง
ปรมิาณว่า ประพจน์ท่ีมีตวับ่งปริมาณ 

 
บทนิยาม 1.4.  ให ้P(x) เป็นประโยคเปิดที ่x เป็นตวัแปร ก าหนด                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                          

 ประโยค x[P(x)] อ่านว่า ส าหรบัทุก x  ซึง่ P(x) 
 ประโยค x[P(x)] อ่านว่า ม ีx  ซึง่ P(x) 
ดงันัน้ประโยค x[P(x)]  มคี่าความจรงิเป็นจรงิ ถา้ทุก a ในเอกภพสมัพทัธ ์เมือ่แทนใน P(x) 
แลว้ P(a) มคี่าความจรงิเป็นจรงิ 
และประโยค x[P(x)] มคี่าความจรงิเป็นจรงิถา้ม ีa ในเอกภพสมัพทัธเ์มือ่แทนใน P(x) แลว้ 
P(a) มคี่าความจรงิเป็นจรงิ 

 สรปุค่าความจรงิของประพจน์ทีม่ตีวับ่งปรมิาณ เมือ่  แทนเอกภพสมัพทัธ ์

ประพจน์ เป็นจรงิกต่็อเมือ่ เป็นเทจ็กต่็อเมือ่ 

x[P(x)] P(a) เป็นจรงิ ส าหรบัทุก a ใน   ม ีa ใน  ซึง่ท าให ้P(a) เป็นเทจ็ 

x[P(x)] ม ีa ใน  ซึง่ท าให ้P(a) เป็นจรงิ P(a) เป็นเทจ็ส าหรบัทุก a ใน  

x[~P(x)] P(a) เป็นเทจ็ส าหรบัทุก a ใน  ม ีa ใน  ซึง่ท าให ้P(a) เป็นเทจ็ 

x[~P(x)] ม ีa ใน  ซึง่ท าให ้P(a) เป็นเทจ็ P(a) เป็นจรงิ ส าหรบัทุก a ใน                                                                                                                                                             

ขอ้สงัเกต 
1. ~x[P(x)]  x[~P(x)] 
2. ~x[P(x)] x[~P(x)] 
 
ตวัอย่าง 1.5.  ใหเ้อกภพสมัพทัธค์อื เซตของจ านวนจรงิทัง้หมด 

1.  x[x10] เป็นเทจ็ เนื่องจากมจี านวนจรงิ x มากมายทีซ่ึง่ x10 ไมเ่ป็นจรงิ เช่น 5<10 
2.  x[x+3x+1] เป็นจรงิ เนื่องจาก 31 ดงันัน้ x+3x+1 ส าหรบัทุกจ านวนจรงิ x  
3.  x[x-2] เป็นจรงิ เนื่องจากมจี านวนจรงิ a=0 ซึง่ 0-2 
4.  x[x2 <-2] เป็นเทจ็ เนื่องจาก x2 0 > -2 ส าหรบัทุกจ านวนจรงิ x 
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 ประพจน์ทีม่ตีวับ่งปรมิาณอาจมตีวัเชื่อมอยู ่ในการแปลงประพจน์ทีเ่ป็นขอ้ความเป็น
สญัลกัษณ์ตอ้งระมดัระวงัในการใชต้วัเชื่อมเพื่อใหไ้ดค้วามหมายทีต่รงกนั 
 พจิารณาประโยคต่อไปนี้  จ านวนเตม็คู่ทุกจ านวนหารดว้ยสองลงตวั 
จะเหน็ว่าในประโยคดงักล่าวมตีวับ่งปรมิาณส าหรบัทุกตวัอยู ่ และถา้เราให ้P(x) แทนประโยค x 
เป็นจ านวนเตม็คู่ และให ้Q(x) แทนประโยค x หารดว้ยสองลงตวั เราจะเขยีนรปูสญัลกัษณ์ของ
ประโยคขา้งตน้ไดเ้ป็น x[P(x)Q(x)]   
** ประพจน์ทีม่ตีวับ่งปรมิาณส าหรบัทุกตวั จะใชต้วัเชื่อมหลกัเป็น  

พจิารณาประโยค มจี านวนเตม็คู่บางตวัหารดว้ยสีล่งตวั 
จะเหน็ว่าในประโยคนี้มตีวับ่งปรมิาณส าหรบัตวัมจีรงิอยู่ และถา้เราให้ P(x) แทนประโยค x เป็น
จ านวนเตม็คู่ และให ้Q(x) แทนประโยค x หารดว้ยสีล่งตวั เราจะเขยีนรปูสญัลกัษณ์ของ
ประโยคขา้งตน้ไดเ้ป็น x[P(x) Q(x)] 
** ประพจน์ทีม่ตีวับ่งปรมิาณส าหรบัตวัมจีรงิ จะใชต้วัเชื่อมหลกัเป็น  
  

บทนิยาม 1.6.  ให ้  เป็นเอกภพสมัพทัธ ์ให ้P(x) เป็นประโยคเปิด  

ประพจน์ในรปูสญัลกัษณ์ ! x[P(x)] อ่านว่า ม ีx เพยีงตวัเดยีวเท่านัน้ซึง่ P(x)  
เรยีกสญัลกัษณ์ ! ว่า ตวับ่งปริมาณส าหรบัตวัมีจริงได้ตวัเดียว (unique existence 
quantifier) 

ดงันัน้ ประพจน์ ! x[P(x)] เป็นจรงิ เมือ่ม ีa เพยีงตวัเดยีวเท่านัน้ใน  ซึง่ท าให ้P(a) เป็นจรงิ 

 จะเหน็ว่า ! x[P(x)]  เป็นกรณเีฉพาะของ  x[P(x)]  เนื่องจาก  x[P(x)] เป็นจรงิเมือ่
ม ีa อยา่งน้อยหน่ึงตวัทีท่ าให ้P(a) เป็นจรงิ ในขณะที ่! x[P(x)] เป็นจรงิเมือ่ม ีa เพยีงตวัเดยีว
เท่านัน้ซึง่ท าให ้P(a) เป็นจรงิ ดงันัน้เราจงึไดว้่า ! x[P(x)]   x[P(x) y(P(y)x=y)] 
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                  
1.3. วิธีการพิสจูน์        
 การพสิูจน์ทางคณติศาสตร ์ถอืว่าเป็นหวัใจหลกัส าคญัในการเรยีนรูว้ชิาคณติสาตร ์เป็น
การฝึกทกัษะในการใหเ้หตุผลเชงิคณติศาสตร ์โดยน ากฏเกณฑใ์นวชิาตรรกศาสตรม์า
ประยกุตใ์ช ้ซึง่จะเป็นพืน้ฐานทีส่ าคญัในการศกึษาวชิาคณติศาสตรข์ ัน้สงูต่อไป 
 เป้าหมายของการพสิจูน์ กค็อื ขอ้ยนืยนัทีท่ าใหแ้น่ใจว่า ผลสรปุทีก่ าหนดมาจากเหตุ 
หรอืสมมตฐิาน เป็นจรงิ 
             การพสิูจน์ในทางคณติศาสตร ์เหตุทีน่ ามาอา้งองิเพื่อใหไ้ด้ผลสรปุ นัน้มาจากทฤษฎบีท
ทีเ่คยทราบมาก่อน หรอืบทนิยาม หรอืสจัพจน์ เป็นตน้ แต่มกัจะมปีญัหาว่าเหตุทีน่ ามาอา้งองิ 
ดงักล่าวนัน้มมีากมาย เป็นการยากทีจ่ะเลอืกใช ้ดงันัน้ผูเ้รยีนควรจะศกึษาการพสิูจน์หลาย ๆ 
แบบ เพื่อจะช่วยเพิม่ทกัษะในการพสิจูน์ ในหวัขอ้นี้เราจะกล่าวถงึวธิกีารพสิจูน์แบบต่าง ๆ ดงันี้           
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1.3.1 การพิสูจน์ประพจน์ qp    
    การพสิจูน์ประพจน์ qp   คอืการแสดงว่า qp   เป็นการอา้งเหตุผลอยา่งสมเหตุสมผล 
นัน่คอืจะแสดงว่า ขอ้ตัง้ หรอื เหตุ p มผีลบงัคบัใหเ้กดิ ขอ้สรปุ หรอื ผล q  
ในทีน่ี้เราจะกล่าวถงึวธิกีารพสิจูน์ประพจน์ qp   2 วธิดีงันี้  
 

 วิธีท่ี 1 การพิสจูน์ qp   โดยวิธีพิสจูน์ตรง (directed proof)    
เนื่องจาก qp   เป็นเทจ็ไดเ้พยีงกรณเีดยีวคอื กรณทีี ่p เป็นจรงิ และ q เป็นเทจ็ 

ดงันัน้ในการพสิจูน์ว่า qp  เป็นจรงิ เราตอ้งแสดงว่าไมเ่กดิกรณทีี ่p เป็นจรงิ และ q เป็นเทจ็ 
นัน่คอืเราตอ้งแสดงว่า ถา้เราให ้p เป็นจรงิแลว้ q ตอ้งเป็นจรงิ 
 การพสิูจน์วธินีี้มเีคา้โครงการพสิจูน์ดงันี้ 
 
               สมมต ิp 

                            
  เพราะฉะนัน้ q 
  ดงันัน้ qp   
 
บทนิยาม 1.7. ให ้m และ n เป็นจ านวนเตม็ จะกล่าวว่า 
1.  n เป็นจ านวนคู่ (even number) กต่็อเมือ่ มจี านวนเตม็ k ซึง่ n=2k 
2.  n เป็นจ านวนคี ่(odd number) กต่็อเมือ่ มจี านวนเตม็ k ซึง่ n=2k+1 
3.  m หาร n ลงตวั กต่็อเมือ่ มจี านวนเตม็ k ซึง่ n=km เขยีนแทนดว้ยสญัลกัษณ์ m|n 
 
ตวัอย่าง 1.8.  ก าหนดให ้a เป็นจ านวนเตม็  จงพสิจูน์ว่า   
                   ถา้ a เป็นจ านวนคู่ แลว้ a+4 เป็นจ านวนคู่ 
พิสจูน์ ก าหนด  a  เป็นจ านวนเตม็ และ  a เป็นจ านวนคู่  
จะไดว้่า a=2k ส าหรบับางจ านวนเตม็ k   
ดงันัน้ a+4 = 2k+4 = 2(k+2) 
เนื่องจาก k เป็นจ านวนเตม็ ดงันัน้ k+2 เป็นจ านวนเตม็ ท าให ้a+4 เป็นจ านวนคู่ 
ดงันัน้ ถา้ a  เป็นจ านวนคู่ แลว้ a+4 เป็นจ านวนคู่     ❏ 
 
ตวัอย่าง 1.9.  ก าหนดให ้a  และ b เป็นจ านวนเตม็  จงพสิจูน์ว่า   
                   ถา้ a เป็นจ านวนคู่ และ b เป็นจ านวนคี ่ แลว้  ba   เป็นจ านวนคี ่
พิสจูน์  ท าเป็นแบบฝึกหดั 
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ตวัอย่าง 1.10. ก าหนดให ้ ba,  และ c  เป็นจ านวนเตม็  จงพสิจูน์ว่า   
                   ถา้  b|a  และ c|b   แลว้  c|a  
พิสจูน์ ก าหนดให ้ a, b และ c เป็นจ านวนเตม็ 
ให ้a|b  และ b|c จะไดว้่า  b = am  และ c = bn ส าหรบับางจ านวนเตม็ m และ n 
ดงันัน้ c = (am)n = a(mn) 
เนื่องจาก m และ n เป็นจ านวนเตม็ จะไดว้่า mn เป็นจ านวนเตม็ ท าให ้a|c 
ดงันัน้ ถา้  a|b และ b|c  แลว้  a|c       ❏ 
 

วิธีท่ี 2 การพิสูจน์ qp   โดยใช้การแย้งสลบัท่ี  (contrapositive) 
เนื่องจาก p~q~qp   ดงันัน้ ในการพสิูจน์ว่า qp   เป็นจรงิ  
เราจะพสิจูน์ p~q~   เป็นจรงิแทน โดยใชว้ธิพีสิจูน์ตรง 

 การพสิูจน์วธินีี้มเีคา้โครงการพสิจูน์ดงันี้ 
 
  สมมต ิ q~  

                                   
  เพราะฉะนัน้ p~  
  ดงันัน้ p~q~   
  นัน่คอื qp   
 
ตวัอย่าง 1.11.  ก าหนดให ้a  เป็นจ านวนเตม็  จงพสิจูน์ว่า 
 ถา้ a2 เป็นจ านวนคี ่แลว้  a เป็นจ านวนคี ่
พิสจูน์ จะพสิูจน์ขอ้ความ “ ถา้ a2 เป็นจ านวนคี ่แลว้  a เป็นจ านวนคี ่“ โดยใชก้ารแยง้สลบัที ่
นัน่คอืจะพสิจูน์ว่า  ถา้ a เป็นจ านวนคู่ แลว้ a2 เป็นจ านวนคู่ 
ก าหนด a  เป็นจ านวนเตม็  และ a เป็นจ านวนคู่  
ดงันัน้ a = 2n ส าหรบับางจ านวนเตม็ n  จะไดว้่า a2 = (2n)2 = 4n2  
เนื่องจาก n เป็นจ านวนเตม็ ดงันัน้ 2n2  เป็นจ านวนเตม็ ท าให ้a2 เป็นจ านวนคู่ 
นัน่คอื ถา้ a เป็นจ านวนคู่ แลว้ a2 เป็นจ านวนคู่ 
ดงันัน้ ถา้ a2 เป็นจ านวนคี ่แลว้  a เป็นจ านวนคี ่      ❏

  
ตวัอย่าง 1.12.  ก าหนดให ้a เป็นจ านวนเตม็  จงพสิูจน์ว่า 
 ถา้  4|a2  แลว้  a เป็นจ านวนคู่ 
พิสจูน์  ท าเป็นแบบฝึกหดั 
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ตวัอย่าง 1.13.  ก าหนดให ้a และ b เป็นจ านวนเตม็  จงพสิจูน์ว่า   
                   ถา้ ab เป็นจ านวนคู่ แลว้ a หรอื b เป็นจ านวนคู่ 
พิสจูน์ จะพสิูจน์ขอ้ความ “ถา้ ab เป็นจ านวนคู่ แลว้ a หรอื b เป็นจ านวนคู่“  
โดยใชก้ารแยง้สลบัที ่นัน่คอืจะพสิูจน์ว่า  ถา้ a และ b เป็นจ านวนคี ่แลว้ ab เป็นจ านวนคี ่
ก าหนดให ้a และ b เป็นจ านวนเตม็  โดยที ่a และ b เป็นจ านวนคี ่
จะไดว้่า a = 2n + 1 และ b = 2m + 1 ส าหรบับางจ านวนเตม็ n และ m  
ดงันัน้ ab = (2n + 1)(2m + 1) = 4nm + 2n + 2m + 1 = 2(2nm + n + m) +1 
เนื่องจาก n และ m เป็นจ านวนเตม็ จะไดว้่า 2nm + n + m เป็นจ านวนเตม็ 
ดงันัน้  ab เป็นจ านวนเตม็คี ่
นัน่คอื ถา้ a และ b เป็นจ านวนคี ่แลว้ ab เป็นจ านวนคี ่
สรปุไดว้่า ถา้ ab เป็นจ านวนคู่ แลว้ a หรอื b เป็นจ านวนคู่    ❏
  

1.3.2. การพิสจูน์ประพจน์  p โดยข้อขดัแย้ง (contradiction)  

เนื่องจากประพจน์ p  p  (qq) ดงันัน้ในการพสิจูน์ว่าประพจน์ p เป็นจรงิ 
เราจะพสิจูน์ประพจน์ p  (qq) แทน ซึง่จะไดผ้ลสรปุเป็นขอ้ขดัแยง้กนั 

การพสิูจน์วธินีี้มเีคา้โครงการพสิจูน์ดงันี้ 
 

  สมมต ิp  

                                   
  เพราะฉะนัน้ q  

                                   
  เพราะฉะนัน้ q 
  ดงันัน้ qq  เกดิขอ้ขดัแยง้ 
  นัน่คอื p 
 
บทนิยาม 1.14.  ให ้x เป็นจ านวนจรงิ 

จะเรยีก x ว่า จ านวนตรรกยะ ( rational number) ถา้มจี านวนเตม็ m และ n  0 ซึง่ x=m/n 
และ จะเรยีก x  ว่า จ านวนอตรรกยะ( irrational number)  ถา้ x ไมเ่ป็นจ านวนตรรกยะ 
 
ตวัอย่าง 1.15.   จงพสิจูน์ว่า 2  จ านวนอตรรกยะ 
พิสจูน์  สมมตวิ่า 2  ไมเ่ป็นจ านวนอตรรกยะ 
ดงันัน้ 2  เป็นจ านวนตรรกยะ โดยนิยามของจ านวนตรรกยะ และ 2 > 0จะไดว้่า 
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2  x/y  โดยที ่x และ y เป็นจ านวนเตม็บวกทีม่ ี1 เพยีงตวัเดยีวเท่านัน้ทีห่าร x และ y   
ลงตวั ดงันัน้ 2=x2/y2   จะไดว้่า 2y2=x2  ดงันัน้ x2 เป็นจ านวนคู่ จะไดว้่า x เป็นจ านวนคู่ 
ให ้x=2m  โดยที ่m เป็นจ านวนเตม็  
จะไดว้่า 2y2=(2m)2  นัน่คอื y2=2m2  ดงันัน้ y2 เป็นจ านวนคู่ จะได ้y เป็นจ านวนคู่ 
นัน่คอื 2  หาร x  และ y  ลงตวั   เกดิขอ้ขดัแยง้ ดงันัน้ 2  จ านวนอตรรกยะ  ❏

       
ตวัอย่าง 1.16.  จงพสิจูน์ว่า 2log  จ านวนอตรรกยะ 
พิสจูน์  ท าเป็นแบบฝึกหดั 
 

1.3.3.  การพิสจูน์ประพจน์  pq  โดยข้อขดัแย้ง 

 การพสิูจน์ประพจน์ pq โดยขอ้ขดัแยง้พสิจูน์ไดท้ านองเดยีวกบัหวัขอ้ทีผ่่านมา 

โดยเราจะสมมตใิห ้~(pq) เป็นจรงิแลว้หาขอ้ขดัแยง้ เนื่องจาก ~(pq)  p~q   

ดงันัน้ขัน้แรกเราจงึสมมตุใิห้ p ~q  เป็นจรงิแลว้จงึหาขอ้ขดัแยง้ 
 

การพสิูจน์วธินีี้มเีคา้โครงการพสิจูน์ดงันี้ 
 

  สมมต ิp  และ ~q   

                                   
  เพราะฉะนัน้ r 

                                   
  เพราะฉะนัน้ ~r   

  ดงันัน้ r ~r  เกดิขอ้ขดัแยง้ 

  นัน่คอื pq 
 
ตวัอย่าง 1.17.   ก าหนดให ้m เป็นจ านวนเตม็  จงพสิจูน์ว่า   
 ถา้  m2 เป็นจ านวนคี ่แลว้  m  เป็นจ านวนคี ่
พิสจูน์ ก าหนดให ้m  เป็นจ านวนเตม็ โดยที ่  
m2 เป็นจ านวนคี ่และ m  เป็นจ านวนคู่  
ดงันัน้ m = 2k ส าหรบับางจ านวนเตม็ k   
ท าให ้m2 = (2k)2 = 4k2 = 2(2k2) 
เนื่องจาก k เป็นจ านวนเตม็ ดงันัน้ 2k2 เป็นจ านวนเตม็ 
ท าให ้m2 เป็นจ านวนคู่ ขดัแยง้กบั m2 เป็นจ านวนคี ่
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ดงันัน้ m  เป็นจ านวนคี ่
นัน่คอื ถา้  m2 เป็นจ านวนคี ่แลว้  m  เป็นจ านวนคี ่     ❏ 
 
ตวัอย่าง 1.18.  ก าหนดให ้ x  เป็นจ านวนจรงิ  จงพสิจูน์ว่า 
                ถา้ x= 2x+3   แลว้ x=3 
พิสจูน์  ท าเป็นแบบฝึกหดั 
 

1.3.4. การพิสจูน์ประพจน์ qp    (If and only if)  
 เนื่องจาก p q (p q) (q p)     ดงันัน้ 

การพสิูจน์วธินีี้มเีคา้โครงการพสิจูน์ประพจนดงันี้ 
 
(i) พสิจูน์ p q  
(ii) พสิจูน์q p  
 ดงันัน้ p q  

 
หมายเหต ุการพสิจูน์ p q  และ q p  จะพสิจูน์โดยการพสิูจน์ตรง หรอื โดยการแยง้สลบั
ที ่หรอื โดยขอ้ขดัแยง้ 
 
ตวัอย่าง 1.19.  ก าหนดให ้a เป็นจ านวนเตม็ จงพสิูจน์ว่า 
  a เป็นจ านวนคี ่กต่็อเมือ่ a+1 เป็นจ านวนคู่ 
พิสจูน์ ก าหนดให ้a เป็นจ านวนเตม็ใด ๆ  
(i)  จะพสิูจน์ว่า ถา้ a เป็นจ านวนคี ่แลว้ a+1 เป็นจ านวนคู่ 
     ให ้a เป็นจ านวนคี ่จะไดว้่า a = 2m + 1 ส าหรบับางจ านวนเตม็ m 
     ท าให ้a + 1 = (2m + 1) + 1 = 2m + 2 = 2(m+1) 
     เนื่องจาก m เป็นจ านวนเตม็ ดงันัน้ m+1 เป็นจ านวนเตม็  
     ท าให ้a + 1 เป็นจ านวนคู่ 
     สรปุไดว้่า ถา้ a เป็นจ านวนคี ่แลว้ a+1 เป็นจ านวนคู่ 
(ii)  จะพสิูจน์ว่า ถา้ a+1 เป็นจ านวนคู่ แลว้ a เป็นจ านวนคี ่
 ให ้a+1 เป็นจ านวนคู่ จะไดว้่า a + 1 = 2n ส าหรบับางจ านวนเตม็ n 
 ท าให ้a = 2n – 1 = 2n – 2 + 1 = 2(n-1) + 1 
 เนื่องจาก n เป็นจ านวนเตม็ ดงันัน้ n – 1 เป็นจ านวนเตม็ 
 ท าให ้a เป็นจ านวนคี ่
 สรปุไดว้่า ถา้ a+1 เป็นจ านวนคู่ แลว้ a เป็นจ านวนคี ่
จาก (i) และ (ii) จะไดว้่า a เป็นจ านวนคี ่กต่็อเมือ่ a+1 เป็นจ านวนคู่   ❏ 
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ตวัอย่าง 1.20.  ก าหนดให ้m  เป็นจ านวนเตม็  จงพสิจูน์ว่า   
       ถา้  2m  เป็นจ านวนคี ่กต่็อเมือ่  m   เป็นจ านวนคี ่
พิสจูน์  ท าเป็นแบบฝึกหดั 
 

1.3.5. การพิสจูน์ประพจน์ p q r     
 เนื่องจาก p q r (p r) (q r)      ดงันัน้ 

การพสิูจน์วธินีี้มเีคา้โครงการพสิจูน์ดงันี้ 
 

(i)  พสิจูน์ p r  
(ii)  พสิจูน์ q r  

  ดงันัน้ (p r) (q r)    
  นัน่คอื p q r   
 
หมายเหต ุการพสิูจน์แบบนี้เรยีกอกีอย่างหนึ่งว่า การพสิจูน์โดยการแจงกรณ ี 
ท านองเดยีวกนัเราสามารถพสิจูน์ประพจน์ 1 2 np p p r    ไดเ้ช่นกนั 
โดยมเีคา้โครงการพสิูจน์ดงันี้ 
 

กรณทีี ่1  พสิจูน์  1p r  
กรณทีี ่2  พสิจูน์  2p r  

            
กรณทีี ่ n  พสิจูน์  np r  

  ดงันัน้  1 2 np p p r    
 
ตวัอย่าง 1.21.  จงพสิจูน์ว่า ถา้ a  เป็นจ านวนเตม็ แลว้ 23a+a  เป็นจ านวนคู่ 
พิสจูน์  ก าหนดให ้ a  เป็นจ านวนเตม็ จะไดว้่า  a เป็นจ านวนคู่ หรอืจ านวนคี่ 
ดงันัน้ในการพสิจูน์ว่า ถา้ a  เป็นจ านวนเตม็ แลว้ 23a+a  เป็นจ านวนคู่ ตอ้งพสิจูน์ 2 กรณ ีคอื 
กรณีท่ี 1 พสิูจน์ว่า ถา้ a เป็นจ านวนคู่ แลว้  23a+a  เป็นจ านวนคู่ 
กรณีท่ี 2 พสิูจน์ว่า ถา้ a  เป็นจ านวนคี ่แลว้  23a+a  เป็นจ านวนคู่ 
รายละเอยีดการพสิจูน์ของทัง้สองกรณเีป็นดงันี้ 
กรณีท่ี 1  ให ้a เป็นจ านวนคู่ จะไดว้่า a = 2n ส าหรบับางจ านวนเตม็ n 
  ดงันัน้ 3a + a2 = 3(2n) + (2n)2 = 6n + 4n2 = 2(3n + 2n2) 
  เนื่องจาก n เป็นจ านวนเตม็ ท าให ้3n + 2n2  เป็นจ านวนเตม็ 
  ดงันัน้ 23a+a  เป็นจ านวนคู่ 
  นัน่คอื ถา้ a เป็นจ านวนคู่ แลว้  23a+a  เป็นจ านวนคู่ 
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กรณีท่ี 2 ให ้a เป็นจ านวนคี ่จะไดว้่า a = 2n + 1 ส าหรบับางจ านวนเตม็ n 
  ดงันัน้ 3a + a2 = 3(2n + 1) + (2n + 1)2 = (6n + 3) + (4n2 + 4n + 1) 
            = 4n2 + 10n + 4 = 2(2n2 + 5n + 2) 
  เนื่องจาก n เป็นจ านวนเตม็ ท าให ้2n2 + 5n + 2 เป็นจ านวนเตม็ 
  ดงันัน้ 23a+a  เป็นจ านวนคู่ 
  นัน่คอื ถา้ a เป็นจ านวนคี ่แลว้  23a+a  เป็นจ านวนคู่ 
จากกรณทีี ่1 และกรณทีี ่2 จะไดว้่า ถา้ a  เป็นจ านวนเตม็ แลว้ 23a+a  เป็นจ านวนคู่ ❏ 

 
ตวัอย่าง 1.22.  ส าหรบัจ านวนจรงิ x  ใด ๆ ค่าสมับรูณ์ (absolute value) ของ x   
เขยีนแทนดว้ย |x|   

นิยามโดย     x
|x|=

-x





     ,x 0

,x<0

                จงพสิจูน์ว่า |-x|=|x|             

พิสจูน์  ท าเป็นแบบฝึกหดั 
 

1.3.6. การพิสจูน์ประพจน์  pq   

 เนื่องจาก pq~pq   ดงันัน้ ในการพสิูจน์ว่า pq เป็นจรงิ 

เราจะพสิจูน์ประพจน์ ~pq  เป็นจรงิแทน   

ดงันัน้การพสิูจน์ประพจน์ pq  วธินีี้มเีคา้โครงการพสิจูน์ดงันี้ 
 

                 สมมต ิ~p  

                                   
  เพราะฉะนัน้ q  

  ดงันัน้ ~pq   

นัน่คอื pq 
 

ตวัอย่างท่ี 1.23.  ก าหนดให ้x เป็นจ านวนจรงิ โดยที ่ x2-4x+3>0   
จงพสิจูน์ว่า  x>3 หรอื x<1   
พิสจูน์ ก าหนดให ้x เป็นจ านวนจรงิ โดยที ่x2-4x+3>0   
จะแสดงว่า  x<1 หรอื x>3  
นัน่คอืเราจะแสดงว่า ถา้ x3 แลว้ x<1 

สมมตวิ่า x3  ดงันัน้ x3  จาก x2-4x+3>0  จะไดว้่า (x – 1)( x – 3) > 0 
ดงันัน้   x > 1 และ x > 3 หรอื x < 1 และ x < 3        
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จะไดว้่า  x > 3 หรอื x < 1  เนื่องจาก x3  ดงันัน้ x < 1  
ดงันัน้ ถา้ x3 แลว้ x<1  นัน่คอื x<1 หรอื x>3      ❏ 

 
ตวัอย่าง 1.24.  ส าหรบัจ านวนเตม็บวก m  และ n   
จงพสิจูน์ว่า ถา้ n3-n<m   แลว้ n เป็นจ านวนคี ่หรอื m>6  
พิสจูน์  ท าเป็นแบบฝึกหดั 
 
1.4. การพิสจูน์ประพจน์ท่ีมีตวับ่งปริมาณ  
 ทฤษฎบีทส่วนใหญ่ทางคณิตศาสตร ์เป็นประพจน์ทีม่ตีวับ่งปรมิาณ ในหวัขอ้นี้เราจะ
กล่าวถงึการพสิูจน์ประพจน์ทีม่ตีวับ่งปรมิาณ ดงันี้ 
 

14.1. การพิสูจน์ประพจน์ในรปู x[p(x)] โดยตรง 
 การพสิูจน์วธินีี้มเีคา้โครงการพสิจูน์ดงันี้ 
 
               เลอืก a  ในเอกภพสมัพทัธ ์

                                   
      p(a)เป็นจรงิ 
  ดงันัน้ x[p(x)] 
 
ตวัอย่าง 1.25.  จงพสิจูน์ว่า มจี านวนเตม็ x  ซึง่ x2=x+x  
พิสจูน์ เลอืก x = 2 ซึง่เป็นจ านวนเตม็ และไดว้่า x2 = 22 = 4 = 2 + 2 = x + x 

สรปุว่า มจี านวนเตม็ x ซึง่  x2=x+x       ❏ 
 
ตวัอย่าง 1.26.  จงพสิจูน์ว่า มจี านวนจรงิ x  ซึง่ 3x=1 
พิสจูน์  ท าเป็นแบบฝึกหดั 
 

1.4.2. การพิสจูน์ประพจน์ในรปู x[p(x)] โดยตรง 
 การพสิูจน์วธินีี้มเีคา้โครงการพสิจูน์ดงันี้ 
 
               ให ้a เป็นสมาชกิในเอกภพสมัพทัธ์ 

                                   
  ดงันัน้ p(a)  เป็นจรงิ 
  ดงันัน้ x[p(x)] 
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ตวัอย่าง 1.27.  จงพสิจูน์ว่า ส าหรบัจ านวนเตม็ a  ใด ๆ  
                  ถา้ a  เป็นจ านวนคู่ แลว้ 4|a2 และ a2  เป็นจ านวนคู่ 
พิสจูน์  ให ้a เป็นจ านวนเตม็ใด ๆ  
จะพสิูจน์ว่า  ถา้ a  เป็นจ านวนคู่ แลว้ 4|a2 และ a2  เป็นจ านวนคู่ 
ให ้ a  เป็นจ านวนคู่ จะไดว้่า a = 2n ส าหรบับางจ านวนเตม็ n 
ดงันัน้ a2 = (2n)2 = 4(n2) = 2(2n2)  เนื่องจาก n เป็นจ านวนเตม็  
จะไดว้่า n2 และ 2n2 เป็นจ านวนเตม็ ดงันัน้ 4|a2  และ a2  เป็นจ านวนคู่ 
นัน่คอื ส าหรบัจ านวนเตม็ a  ใด ๆ  ถา้ a  เป็นจ านวนคู่ แลว้ 4|a2 และ a2  เป็นจ านวนคู่ ❏ 
  
ตวัอย่าง 1.28. จงพสิจูน์ว่า ส าหรบัจ านวนเตม็ a  ใด ๆ 
                 จะไดว้่า a2-a  เป็นจ านวนคู่ และ a2+a+3  เป็นจ านวนคี่ 
พิสจูน์  ท าเป็นแบบฝึกหดั 
 

1.4.3. การพิสจูน์ประพจน์ในรปู x[p(x)]  โดยข้อขดัแย้ง 
การพสิูจน์วธินีี้มเีคา้โครงการพสิจูน์ดงันี้ 
 

               สมมตวิ่าม ีt  เป็นสมาชกิในเอกภพสมัพทัธ ์ซึง่ ~p(t) 

                                   
  เพราะฉะนัน้ QQ  เกดิขอ้ขดัแยง้ 
  ดงันัน้ x[p(x)]   
 
ตวัอย่าง 1.29. จงพสิจูน์ว่า ส าหรบัจ านวนเตม็ a  ใด ๆ 
                 ถา้ a  เป็นจ านวนคี ่แลว้ a2  เป็นจ านวนคี ่
พิสจูน์ สมมตวิ่า มจี านวนจรงิ t ซึง่ t เป็นจ านวนคี ่และ t2 เป็นจ านวนคู่ 
จาก t เป็นจ านวนคี ่จะไดว้่า t = 2n + 1 ส าหรบับางจ านวนเตม็ n  
ดงันัน้ t2 = (2n + 1)2 = 4n2 + 4n + 1 = 2(2n2 + 2n) + 1 
เนื่องจาก n เป็นจ านวนเตม็ จะไดว้่า  2n2 +2n  เป็นจ านวนเตม็ 
ดงันัน้ t2 เป็นจ านวนคี ่ขดัแยง้กบัที ่ t2 เป็นจ านวนคู่ 
ดงันัน้สรปุไดว้่า ส าหรบัจ านวนเตม็ a ใด ๆ ถา้ a เป็นจ านวนคี ่แลว้ a2 เป็นจ านวนคี ่ ❏ 
                  
ตวัอย่าง 1.30.   จงพสิูจน์ว่า ส าหรบัจ านวนเตม็ a ใด ๆ 
                 ถา้ a2 เป็นจ านวนคี ่แลว้ a เป็นจ านวนคี ่
พิสจูน์  ท าเป็นแบบฝึกหดั 
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1.4.4. การพิสจูน์ประพจน์ในรปู x[p(x)]  ว่าเป็นเทจ็ 
การพสิูจน์ x[p(x)]  ว่าเป็นเทจ็ จะตอ้งแสดงว่าม ี t  ทีเ่ป็นสมาชกิในเอกภพสมัพทัธ ์ 

ซึง่ท าให ้ p(t)  เป็นเทจ็   ดงันัน้จะไดว้่า x[p(x)]  เป็นเทจ็ 
 
ตวัอย่าง 1.31. จงพสิจูน์ว่า x [ ถา้ x  เป็นจ านวนจรงิ แลว้ 2x >x ] เป็นเทจ็ 

พิสจูน์ ขอ้ความนี้เป็นเทจ็ เพราะม ีx = 1/2 เป็นจ านวนจรงิซึง่ x2 = (1/2)2 = 1/4 < 1/2 = x❏
  
 
ตวัอย่าง 1.32.  จงพสิจูน์ว่า x [ ถา้ x  เป็นจ านวนเฉพาะ แลว้ x  เป็นจ านวนคี ่] เป็นเทจ็ 

พิสจูน์ ขอ้ความนี้เป็นเทจ็ เพราะม ีx = 2 เป็นจ านวนเฉพาะ ซึง่ 2 เป็นจ านวนคู่  ❏ 
  

1.4.5. การพิสจูน์ประพจน์ในรปู !x[p(x)]  

การพสิูจน์ ประพจน์ในรปู !x[p(x)]  คอืการพสิจูน์ว่า ม ีa เพยีงตวัเดยีวเท่านัน้ใน 
เอกภพสมัพทัธซ์ึง่ p(a) เป็นจรงิ 

 การพสิูจน์วธินีี้มเีคา้โครงการพสิจูน์ดงันี้ 
 

               (i) พสิจูน์ว่า x[p(x)]   เป็นจรงิ 
  (ii) สมมตวิ่าม ีt1 และ t2 ในเอกภพสมัพทัธซ์ึง่ท าให ้p(t1)  และ p(t2) เป็นจรงิ 

                                         
  เพราะฉะนัน้ t1= t2 
  ดงันัน้ !x[p(x)]   
 
ตวัอย่าง 1.33. จงพสิจูน์ว่า มจี านวนนบั n เพยีงจ านวนเดยีวเท่านัน้ที ่ n2=9 
พิสจูน์ รปูสญัลกัษณ์ของประพจน์นี้คอื !(n เป็นจ านวนนบั และ n2=9)  

(i) เลอืก  n = 3  จะเหน็ว่า 3 เป็นจ านวนนับ และ n2 = 32 = 9 
(ii) ให ้n1 และ n2 เป็นจ านวนนับ และ n1

2 = 9 และ n2
2 = 9 

ดงันัน้ n1
2 =  n2

2   
เนื่องจาก n1 และ n2 เป็นจ านวนนับ จะไดว้่า n1 = n2 

จาก (i) และ (ii) สรปุไดว้่า มจี านวนนบั n  เพยีงจ านวนเดยีวเท่านัน้ที ่ 2n =9   ❏
  
ตวัอย่าง 1.34.  ให ้x เป็นจ านวนจรงิ จงพสิจูน์ว่า 
 มจี านวนเตม็ y เพยีงตวัเดยีวเท่านัน้ทีท่ าให ้ x-y=10 
พิสจูน์  ท าเป็นแบบฝึกหดั 
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1.4.6. การพิสจูน์ประพจน์ท่ีมีตวับ่งปริมาณมากว่าหน่ึงตวั  
 การพสิูจน์ประพจน์ทีม่ตีวับ่งปรมิาณมากว่าหนึ่งตวันัน้ใชห้ลกัการเดยีวกบั 
การพสิูจน์ประพจน์ทีม่ตีวับ่งปรมิาณหนึ่งตวั โดยพสิจูน์ตามล าดบัของตวับ่งปรมิาณทีป่รากฏใน
ขอ้ความนัน้  
  
ตวัอย่าง 1.35.  จงพสิจูน์ว่า มจี านวนจรงิ δ>0  ซึง่ส าหรบัทุก ๆ x  ถา้ |x-2|<δ  แลว้ 
|3x-6|<0.0001 
พิสจูน์ ให ้ δ  =  0.00003 ดงันัน้ δ>0  เป็นจรงิ และให ้ |x-2|<δ                                                                                                  
ดงันัน้ |x-2|< 0.00003 = 3(0.00003)/3 = (0.00009)/3 < (0.0001)/3 ท าให ้ 3 |x-2|< 0.0001 
เนื่องจาก 3 |x-2|=  |3x-6|  ดงันัน้ |3x-6|<0.0001 
สรปุไดว้่า มจี านวนจรงิ δ>0  ซึง่ส าหรบัทุก ๆ x  ถา้ |x-2|<δ  แลว้ |3x-6|<0.0001 ❏ 
 
ตวัอย่าง 1.36.  จงพสิจูน์ว่า ส าหรบัทุกจ านวนเตม็บวก n จะมจี านวนเตม็บวก m  
                   ซึง่ท าให ้2n<m 
พิสจูน์  ท าเป็นแบบฝึกหดั 
 
1.5.  หลกัอปุนัยเชิงคณิตศาสตร ์(The Principle of Mathematical Induction)  
ให ้n0 เป็นจ านวนนบัใด ๆ   
การพสิูจน์วธินีี้เป็นการพสิจูน์ประโยคเปิด p(n)  ว่าเป็นจรงิส าหรบัทุกจ านวนนับ nn0  
 พจิารณาขอ้ความต่อไปนี้ 1+2+…+n=(n(n+1))/2   ทุกจ านวนนับ n  1 
 การทีจ่ะแสดงว่าขอ้ความดงักล่าวเป็นจรงิ เราจะตอ้งน าจ านวนนับ n ทุกจ านวนแทนค่า
ในสมการ แลว้กพ็จิารณาว่าสมการเป็นจรงิหรอืไม ่ซึง่เราไมส่ามารถท าเช่นนัน้ไดเ้พราะว่า 
จ านวนนับทีม่ากกว่าหรอืเท่ากบั 1 มจี านวนเป็นอนันต ์ 

นกัคณติศาสตรจ์งึไดค้ดิวธิพีสิจูน์ขึน้มา เพื่อแสดงว่าขอ้ความดงักล่าวเป็นจรงิ ซึง่
เรยีกว่า “หลกัอุปนยัเชงิคณิตศาสตร”์ 
  

1.5.1. หลกัการท่ีหน่ึงของอปุนัยเชิงคณิตศาสตร ์ 
                      (The First Principle of Mathematical Induction)  
ให ้n0 เป็นจ านวนนบัใด ๆ  และให ้p(n) แทนประโยคเปิดทีเ่กีย่วขอ้งกบัจ านวนนับ n 
ถา้  1) p(n0)  เป็นจรงิ (ขัน้ฐาน) 
     2) ให ้k เป็นจ านวนนบั และ kn0  ถา้ p(k)  เป็นจรงิ แลว้ p(k+1) เป็นจรงิ (ขัน้อุปนยั) 
แลว้ p(n) ว่าเป็นจรงิส าหรบัทุกจ านวนนบั n ทีม่ากกว่าหรอืเท่ากบั n0 
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หมายเหต ุ 
กรณทีี ่n0=1 หมายถงึการพสิจูน์ว่า p(n) เป็นจรงิส าหรบัทุกจ านวนเตม็บวก n 
 
ตวัอย่าง 1.37.  จงพสิจูน์ว่า   21+3 +... + 2n -1 = n  ส าหรบัจ านวนเตม็บวก n ทุกจ านวน 
พิสจูน์ ให ้p(n)  แทนขอ้ความ   21+3+...+ 2n-1 =n ส าหรบัจ านวนเตม็บวก n  ทุกจ านวน 
ขัน้ฐาน ถา้ n =1 แลว้ p(1) แทนขอ้ความ 1=12 เป็นจรงิ  
ขัน้อุปนัย  ให ้ k  และp(k) เป็นจรงิ จะแสดงว่า p(k+1) เป็นจรงิ  
                   จาก p(k) เป็นจรงิ จะไดว้่า   21+3+...+ 2k-1 =k    พจิารณา 

                 
2 2

1+3+...+ 2(k+1)-1 =1+3+...+(2k+1)=1+3+...+(2k-1)+(2k+1)

                               =k +(2k+1)=(k+1)
 

                  ดงันัน้ p(k+1) เป็นจรงิ 
โดยหลกัการทีห่นึ่งของการอุปนยัเชงิคณติศาสตร ์สรปุไดว้่า  

  21+3+...+ 2n-1 =n ส าหรบัจ านวนเตม็บวก n  ทุกจ านวน    ❏ 

 
ตวัอย่าง 1.38.  จงพสิจูน์ว่า 2+4+...+2n=n(n+1)ส าหรบัจ านวนเตม็บวก 1n   
พิสจูน์  ท าเป็นแบบฝึกหดั 
 

1.5.2. หลกัการท่ีสองของอปุนัยเชิงคณิตศาสตร ์ 
                       (The Second Principle of Mathematical  Induction)  
ให ้n0 เป็นจ านวนนบัใด ๆ  และให ้p(n) แทนประโยคเปิดทีเ่กีย่วขอ้งกบัจ านวนนับ n 
ถา้  1) p(n0) เป็นจรงิ  (ขัน้ฐาน) 
 2) ถา้ p(t) เป็นจรงิส าหรบัทุกจ านวนเตม็บวก n0tk แลว้ p(k+1)เป็นจรงิ 
    ( ถา้ p(n0), p(n0+1), …,p(k) เป็นจรงิ แลว้ p(k+1) เป็นจรงิ ) (ขัน้อุปนัย) 
แลว้ p(n)  ว่าเป็นจรงิส าหรบัทุกจ านวนเตม็บวก n  ทีม่ากกว่าหรอืเท่ากบั 0n  
 
หมายเหต ุ  
กรณทีี ่ 0n =1 หมายถงึการพสิจูน์ว่า p(n)  เป็นจรงิส าหรบัทุกจ านวนเตม็บวก n  
ตวัอย่าง 1.39.  ส าหรบัจ านวนเตม็บวก n  ใด ๆ   
ก าหนดความสมัพนัธ ์ n n-1 n-2a = 6a - 9a โดยที ่ 0a =1 และ 1a =6   
จงพสิจูน์ว่า n n

na = 3 +n3  ทุกจ านวนเตม็บวก n  ทีม่ากกว่าหรอืเท่ากบั  2 
พิสจูน์ ให ้p(n)  แทนขอ้ความ n n

na = 3 +n3  
ขัน้ฐาน ถา้ n =2 จะไดว้่า 2 2

2 1 0a = 6a -9a = 6(6) -9(1) = 36 -9 = 27 = 9+18 = 3 +2×3  
            ดงันัน้ p(2) เป็นจรงิ 
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ขัน้อุปนัย ให ้p(k)เป็นจรงิส าหรบัทุกจ านวนเตม็บวก n0tk จะแสดงว่า p(k+1) เป็นจรงิ 
พจิารณา 

  

k k k-1 k-1

k+1 (k+1)-1 (k+1)-2 k k-1

k k 2 k-1 2 k-1 k+1 k+1 k+1 k+1

k+1 k+1 k+1 k+1 k+1

a =6a -9a =6a -9a =6(3 +k3 )-9(3 +(k-1)3 )

      =2(3×3 +3k3 )-3 3 -3 (k-1)3 =2(3 +k3 )-3 -(k-1)3

      =3 (2+2k-1-k+1)=3 (2+k)=3 (1+(k+1))=3 +(k+1)3

 

 ดงันัน้ p(k+1) เป็นจรงิ  
โดยหลกัการทีส่องของการอุปนยัเชงิคณติศาสตร ์สรปุไดว้่า n n

na =3 +n3  ทุกจ านวนเตม็บวก n  
ทีม่ากกว่าหรอืเท่ากบั 2         ❏ 
 
ตวัอย่าง 1.40.  ส าหรบัจ านวนเตม็บวก n  ใด ๆ  จงพสิจูน์ว่า n=1 หรอื n  เป็นจ านวนเฉพาะ 
หรอืผลคณูของจ านวนเฉพาะ 
พิสจูน์  ท าเป็นแบบฝึกหดั 
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แบบฝึกหดัท้ายบทท่ี 1 
1.  ก าหนดให ้a  และ b เป็นจ านวนเตม็ใดๆ  จงพสิจูน์โดยการพสิจูน์ตรง ว่า   
     ถา้ a เป็นจ านวนคู่ และ b เป็นจ านวนคี ่ แลว้ a+b เป็นจ านวนคี ่
2.  ก าหนดให ้a เป็นจ านวนเตม็ใดๆ  จงพสิจูน์โดยการแยง้สลบัทีว่่า 
 ถา้ 4|a2   แลว้ a  เป็นจ านวนคู่ 
3.  จงพสิจูน์โดยขอ้ขดัแยง้ว่า 2log  จ านวนอตรรกยะ 
4.  ก าหนดให ้x  เป็นจ านวนจรงิใด ๆ จงพสิจูน์โดยขอ้ขดัแยง้ว่า 
                ถา้ x= 2x+3   แลว้ x=3  
5.  .ก าหนดให ้m เป็นจ านวนเตม็ใดๆ  จงพสิจูน์ว่า   
       ถา้  2m  เป็นจ านวนคี ่กต่็อเมือ่  m   เป็นจ านวนคี ่
6.  ส าหรบัจ านวนจรงิ x  ใด ๆ ค่าสมับรูณ์ของ x  เขยีนแทนดว้ย |x|   

    นิยามโดย     x
|x|=

-x





     ,x 0

,x<0

                จงพสิูจน์โดยการแจงกรณวี่า |-x|=|x|           

7.  ส าหรบัจ านวนเตม็บวก m  และ n  ใด ๆ  
     จงพสิจูน์ว่า ถา้ n3-n<m   แลว้ n เป็นจ านวนคี ่หรอื m>6  
8.  จงพสิจูน์ว่า มจี านวนจรงิ x  ซึง่ 3x=1 
9.  จงพสิจูน์ว่า ส าหรบัจ านวนเตม็ a  ใด ๆ 
      จะไดว้่า 2a -a  เป็นจ านวนคู่ และ 2a +a+3  เป็นจ านวนคี ่ 
10. จงพสิูจน์ว่า ส าหรบัจ านวนเตม็ a ใด ๆ 
      ถา้ a2  เป็นจ านวนคี ่แลว้ a เป็นจ านวนคี ่ 
11. จงพสิูจน์โดยขอ้ขดัแยง้ว่า ส าหรบัจ านวนเต็ม a ใด ๆ 
                 ถา้ a2  เป็นจ านวนคี ่แลว้  a เป็นจ านวนคี ่ 
12. ให ้ x  เป็นจ านวนจรงิ จงพสิจูน์ว่า 
 มจี านวนเตม็ y  เพยีงตวัเดยีวเท่านัน้ทีท่ าให ้ x-y=10  
13. จงพสิูจน์ว่า ส าหรบัทุกจ านวนเตม็บวก n จะมจี านวนเตม็บวก m  
                   ซึง่ท าให ้2n<m  
14. จงพสิูจน์ว่า 2+4+...+2n=n(n+1)ส าหรบัจ านวนเตม็บวก n 2  
15. ส าหรบัจ านวนเตม็บวก n  ใด ๆ  จงพสิจูน์ว่า n=1 หรอื n  เป็นจ านวนเฉพาะ หรอืผลคณู    
     ของจ านวนเฉพาะ 
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การจดัการเรียนการสอน 
 

บทท่ี 2  เร่ือง เซต 
 

กระบวนวิชา แนวคดิหลกัมลูของคณติศาสตร ์ 
                  (Fundamental Concepts of Mathematics)   
 
ช่ือผูส้อน อาจารย ์ดร. สายญั ปนัมา 
 
เวลาท่ีใช้   6 ชัว่โมง 
 
วตัถปุระสงค ์

1. นกัศกึษาสามารถพสิจูน์กฏพืน้ฐานเกีย่วกบัเซตได้ 
2. นกัศกึษาสามารถพสิจูน์ขอ้ความทีเ่ป็นการวางนยัทัว่ไปของยเูนียนและอนิเอตรเ์ซกชนัได ้

 
กิจกรรมการเรียนการสอน 

1. บรรยาย 
2. แบ่งกลุ่มท าแบบฝึกหดั 
3. ตวัแทนแต่ละกลุ่มน าเสนอค าตอบหน้าชัน้เรยีน 

 
ส่ือการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนรายวชิา แนวคดิหลกัมลูของคณติศาสตร ์
2. กระดาษ และปากกา 
3. เครือ่งฉายทบึแสง 
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บทท่ี 2  

เซต (Sets) 
 ในบทน้ีเราจะใหน้ิยามเซตและเซตยอ่ย และศกึษาการด าเนินการบนเซตและพสิจูน์กฏ
พืน้ฐานต่าง ๆ และพสิจูน์การวางนัยทัว่ไปของยเูนียนและอนิเตอรเ์ซกชนั ซึง่จะเป็นความรูใ้น
การพสิูจน์ในบทต่อไป   
 
2.1.  เซตและเซตย่อย (Sets and Subsets) 

เซต เป็น กลุ่มของสิง่ของ(รปูหรอืนาม) ทีต่่างกนัซึง่จะตอ้งมกีารก าหนดอยา่งชดัเจน
เพื่อใหต้ดัสนิไดว้่าสิง่ใดสิง่หนึ่งเป็นสมาชกิของเซตทีก่ าลงัพจิารณาหรอืไม่ 
 สญัลกัษณ์    aS  อ่านว่า  a  เป็นสมาชกิของเซต S 
        aS  อ่านว่า  a  ไมเ่ป็นสมาชกิของเซต S 
ปกตจิะใชต้วัอกัษรภาษาองักฤษตวัใหญ่แทนเซต และอกัษรตวัเลก็แทนสมาชกิของเซต 
 
** ข้อควรระวงั ในการนิยามเซตอาจเกดิปญัหาเป็นขอ้ขดัแยง้ในเชงิตรรกศาสตรข์ึน้ ถา้เรา
ก าหนดประโยคเปิด P(x) ในเซต {x | P(x)} ไมร่ะมดัระวงั 
เช่น การพบปฏทิรรศน์รสัเซลล ์ (Russell’s Paradox) โดย เบอรแ์ทรนด ์ รสัเซลล ์ (Bertrand 
Russell) ไดแ้สดงใหเ้หน็ว่า ไมจ่รงิทีว่่าส าหรบัทุกประโยคเปิด P(x) จะมเีซต {x | P(x)} เกดิขึน้
เสมอ นัน่คอืถา้เราให ้A={x | xx} เราจะพบว่า   
ถา้ AA แลว้ AA  และ ถา้ AA แลว้ AA 
ท าใหส้รุปไดว้่า AA และ AA พรอ้มกนั ซึง่เป็นไปไมไ่ด ้ดงันัน้ A ไมเ่ป็นเซต 
 
บทนิยาม 2.1.  1. เรยีกเซตของสิง่ของทัง้หมดทีเ่ราก าลงักล่าวถงึหรอืสนใจอยูว่่า เอกภพ

สมัพทัธ ์(universal set) เขยีนแทนดว้ยสญัลกัษณ์  

2. เรยีกเซตซึง่ไม่มสีมาชกิ ว่า เซตว่าง (empty set) เขยีนแทนดว้ยสญัลกัษณ์  
 
บทนิยาม 2.2.  ให ้A และ B เป็นเซต จะกล่าวว่า 

A เป็น เซตย่อย (subset) ของ B เขยีนแทนดว้ย A  B  
กต่็อเมือ่ ทุกสมาชกิของ A เป็นสมาชกิของ B 
นัน่คอื                   A  B  x[xAxB]                                 
A ไมเ่ป็นเซตยอ่ยของ B เขยีนแทนดว้ย AB  
กต่็อเมือ่ มสีมาชกิบางตวัของ A ทีไ่มเ่ป็นสมาชกิของ B 
นัน่คอื                   A  B  x[xA  xB]                                                                    
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ตวัอย่าง 2.3. ให ้A={1,2,3} และ B={1,2,3,4,5} จะไดว้่า  

AB เพราะว่า 1 2 และ 3 ทีเ่ป็นสมาชกิทัง้หมดของ A เป็นสมาชกิของ B 
 แต่ BA เพราะว่า ม ี4 ทีเ่ป็นสมาชกิของ B แต่ 4 ไมเ่ป็นสมาชกิของ A 

 
การพสิูจน์ตรงว่า A  B มเีคา้โครงดงันี้ 
 
    ให ้    x  A  

                          
            x  B 
     ดงันัน้ A  B 
 
ทฤษฎีบท 2.4. ให ้A เป็นเซตใด  ๆ จะไดว้่า 

1.   A  2.  A  A 
พิสจูน์ 1. ให ้A เป็นเซต และให ้x เป็นสมาชกิใด ๆ  

เนื่องจากขอ้ความ x  เป็นเทจ็เสมอ         
ดงันั้น ประพจน์มีเง่ือนไข “x   x  A” เป็นจรงิเสมอ ท าให ้  A 
2. ให ้A เป็นเซต 
และให ้x เป็นสมาชกิใด ๆ ดงันัน้ ประพจน์มเีงือ่นไข “x  A  x  A” เป็นจรงิเสมอ 

ดงันัน้ A  A          ❏ 
 
ทฤษฎีบท 2.5. ให ้A B และ C เป็นเซตใด ๆ จะไดว้่า ถา้ A  B และ B  C แลว้ A  C 

พิสจูน์ กรณ ีA =  โดยทฤษฎบีท 2.4 จะไดว้่า A  C  

กรณ ีA   ให ้x เป็นสมาชกิใด ๆ สมมตวิ่า x  A 

เนื่องจาก A  B จะไดว้่า x  B และเนื่องจาก B  C จะไดว้่า x  C  ดงันัน้ A  C ❏
           
บทนิยาม 2.6.  ให ้A และ B เป็นเซต 

จะกล่าวว่า A เท่ากบั B เขยีนแทนดว้ย A = B กต่็อเมือ่ A  B และ B  A 
นัน่คอื A=B [A B B A]     
ดงันัน้ A=B [x A x B]     
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การพสิูจน์ตรงว่า A=B  มเีคา้โครงดงันี้ 
 
 (i) พสิจูน์ว่า A B  
 (ii) พสิจูน์ว่า B A  
 ดงันัน้ A B          
 
ตวัอย่าง 2.7.  ให ้A = {x | x เป็นจ านวนจรงิและเป็นค าตอบของสมการ x2 – 4 = 0} และ  
B = {2,-2} จงพสิจูน์ A = B 
พิสจูน์  เราตอ้งแสดงว่า (i) A  B และ (ii) B  A 

(i)  จะแสดงว่า A  B ให ้t  A ดงันัน้ t เป็นค าตอบสมการ x2 – 4 = 0  
นัน่คอื t2 – 4 = 0 จะไดว้่า (t + 2)(t – 2) = 0  
ท าให ้t + 2= 0 หรอื  t – 2 = 0 ดงันัน้ t = -2 หรอื t = 2 นัน่คอื t B ดงันัน้ A  B 
(ii)  จะแสดงว่า B  A โดยการแทนค่าจะเหน็ว่า 2 และ -2 เป็นค าตอบของสมการ x2 – 4 = 0 
ดงันัน้ 2,-2  A ท าให ้B  A 

จาก (i) และ (ii) จะไดว้่า A = B        ❏ 

 
บทนิยาม 2.8.  ให ้A และ B เป็นเซต จะกล่าวว่า A เป็น เซตย่อยแท้ (proper subset) ของ 

B เขยีนแทนดว้ย A  B กต่็อเมือ่ A เป็นเซตยอ่ยของ B และ A ไมเ่ท่ากบั B 
นัน่คอื A  B  (A  B  A  B) 
 
ตวัอย่าง 2.9.  ให ้S = { x |  x เป็นจ านวนเตม็ และ 6 | x } และ T = { x | x เป็นจ านวนเตม็คู่} 

จะไดว้่า S  T และ S  T ดงันัน้ S  T 
 
บทนิยาม 2.10. ให ้A เป็นเซต  
เซตก าลงั หรอืเพาเวอรเ์ซต (power set) ของ A คอื เซตซึง่สมาชกิเป็นเซตยอ่ยของ A เขยีน

ดว้ย P(A) ดงันัน้ P(A)={ X | X  A } 
 
ตวัอย่าง 2.11. ให ้A={1,2} จะไดว้่า P(A)={ , {1}, {2}, {1,2}} 
 
ทฤษฎีบท 2.12.  ให ้A และ B เป็นเซต จะได ้A  B กต่็อเมือ่ P(A)  P(B) 

พิสจูน์ (i) จะแสดงว่า ถา้ A  B แลว้ P(A)  P(B) 

สมมตใิห ้A  B และให ้X  P(A) ดงันัน้ X  A  
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จาก A  B โดยทฤษฎบีท 2.5 จะไดว้่า  X  B นัน่คอื X  P(B) 
ดงันัน้ P(A)  P(B) 
(ii) จะแสดงว่า ถา้ P(A)  P(B) แลว้ A  B 
สมมตใิห ้P(A)  P(B)  เนื่องจาก A  A ดงันัน้ A  P(A) 
จาก P(A)  P(B) ท าให ้A  P(B) นัน่คอื A  B 

จาก (i) และ (ii) จะไดว้่า A  B กต่็อเมือ่ P(A)  P(B)     ❏ 

 
2.2.  การด าเนินการบนเซตและการพิสจูน์กฏต่าง ๆ 
 ในหวัขอ้นี้เราจะกล่าวถงึการสรา้งเซตใหม่จากเซตเดมิทีก่ าหนดให ้และกฎต่าง ๆ ใน
ทฤษฎเีซต 
 
บทนิยาม 2.13.  ให ้A และ B เป็นเซต ก าหนด 

A  B  =  { x / x  A หรอื  x  B }  เรยีกว่า ยเูนียน (union) ของ A และ B 

A  B  =  { x/ x  A และ x  B } เรยีกว่า อินเตอรเ์ชกชนั (intersection) ของ A และ B 

A  -  B  =  { x / x  A และ  x  B } เรยีกว่า ผลต่าง (difference) ของ A และ B    
 
จากบทนิยามจะไดว้่า 

1. x A  B   xA หรอื xB 

 x A  B   xA และ  xB 

2. x A   B   xA และ xB 

x A  B   xA หรอื  xB 

3. x A  -  B  xA และ  xB  

x A  -  B  xA  หรอื xB  

** ในกรณีที ่A   B  =   เราจะกล่าวว่า A และ B ไม่มีส่วนร่วม (disjoint) 
** ก าหนดสญัลกัษณ์แทนเซตของจ านวนดงัต่อไปนี้ 

  = {1,2,3,…} แทนเซตของจ านวนนบั 

  = {…,-2,-1,0,1,2,…} แทนเซตของจ านวนเตม็ 

   แทน เซตของจ านวนตรรกยะ 

   แทน เซตของจ านวนจรงิ 
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ตวัอย่าง 2.14.  ให ้A={1,2,3,4} และ B={x|3x5}=[3,5 ) และ C={x|x6}=[6,) 

จะไดว้่า A  B  =  {1,2}  [3,5) 
B  C =[3,) 
A  C =  
A – B = {1,2} 

 
ทฤษฎีบท 2.15.  ให ้A, B และ C เป็นเซต จะไดว้่า 

1. A  AB และ B  AB 
2. ABA และ ABB 
3. A=A และ A= 
4. AA=A และ AA=A 
5. AB=BA และ AB=BA 
6. A-=A และ -A= 
7. A(BC)=(AB)C และ A(BC)=(AB)C 
8. A(BC)=(AB)(AC) 
9. A(BC)=(AB)(AB) 
10. AB กต่็อเมือ่ AB=B 
11. AB กต่็อเมือ่ AB=A 
12. ถา้ AB แลว้ AC  BC และ AC  BC 

พิสจูน์  จะพสิูจน์เพยีงขอ้ 1 3 5 และ 10 ทีเ่หลอืใหพ้สิจูน์เป็นแบบฝึกหดั 

1. จะแสดงว่า A  AB  ให ้ xA   
จะไดว้่าขอ้ความ “xA   xA  xB” เป็นจรงิเสมอ 
ดงันัน้ A  AB  ในท านองเดยีวกนั จะแสดงไดว้่า B  AB 
3. จะแสดงว่า   A=A  

นัน่คอืจะแสดงว่า (i) A  A และ (ii) A  A 
(i) ให ้x  A จะไดว้่า x  A หรอื x      

เนื่องจาก ขอ้ความ “ x   ” เป็นเทจ็เสมอ ดงันัน้ x  A 
นัน่คอื A  A 

(ii) โดยขอ้ 1. จะไดว้่า A  A 
จาก (i) และ (ii) จะไดว้่า A=A     
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ต่อไปจะแสดงว่า A =  
นัน่คอืจะแสดงว่า (i) A   และ (ii)   A 

(i) ให ้x  A จะไดว้่า x  A และ x      
เนื่องจาก ขอ้ความ “ x   ” เป็นเทจ็เสมอ  
ท าให ้ขอ้ความ “x  A  x   ” เป็นเทจ็ 
ดงันัน้ ขอ้ความ “x  A  x    x   ” เป็นจรงิเสมอ 
ท าให ้A   

(ii) โดย ทฤษฎบีท 2.4 ขอ้ 1 จะไดว้่า   A 
จาก (i) และ (ii) จะไดว้่า A =     
5.  จะแสดงว่า AB=BA            
ให ้x เป็นสมาชกิใด ๆ จะไดว้่า 

x  AB    x  A หรอื x  B 

   x  B หรอื x  A 

    x  BA            
ดงันัน้ AB=BA     
ในท านองเดยีวกนั จะแสดงไดว้่า AB=BA 
10. จะแสดงว่า   A  B กต่็อเมือ่ AB = B 
นัน่คอืจะแสดงว่า (i)  ถา้  A  B แลว้ AB = B  และ (ii)  ถา้ AB = B แลว้ A  B 

(i) ให ้A  B จะแสดงว่า AB = B   
โดยขอ้ 1 จะไดว้่า  B  AB  ต่อไปจะแสดงว่า AB  B   
ให ้ x  AB ดงันัน้ x  A หรอื x  B  
ถา้ x  A จาก A  B ท าให ้x  B ดงันัน้ AB  B   
ถา้ x  B จะไดว้่า AB  B   
สรปุไดว้่า AB = B   

(ii) ให ้AB = B จะแสดงว่า A  B  
      ให ้x  A สมมตวิ่า x B  
      จาก AB = B ท าให ้x AB  
      ดงันัน้ xA  เกดิขอ้ขดัแยง้ ท าให ้ x B  
               สรปุไดว้่า A  B 

จาก (i) และ (ii) จะไดว้่า A  B กต่็อเมือ่ AB = B     ❏ 
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บทนิยาม 2.16.  ให ้   เป็นเอกภพสมัพทัธ ์และ A เป็นเซต  
คอมพลีเมนต์ (complement ) ของ A แทนดว้ย Ac   

คอื ผลต่างของ  และ A  

นัน่คอื Ac=  -A  หรอื Ac= {x|xA}      

ดงันัน้  x Ac 
  xA 

 x Ac 
  xA 

ตวัอย่าง 2.17. ให ้ =  และ A={1,2,3,4} จะไดว้่า Ac= {5,6, …} 

  

ทฤษฎีบท 2.18. ให ้ เป็นเอกภพสมัพทัธ ์และ A,B เป็นเซตยอ่ยของ  จะไดว้่า 
1. (Ac)c = A 

2. AAc =  

3. AAc =  
4. A-B = ABc 
5. A  B กต่็อเมือ่ Bc  Ac 
6. (AB)c = Ac

 Bc 
7. (AB)c = Ac

 Bc 
8. AB =  กต่็อเมือ่ A  Bc 

พิสจูน์  จะพสิูจน์เพยีงขอ้ 1 2 4 และ 6 ส่วนทีเ่หลอืใหพ้สิจูน์เป็นแบบฝึกหดั 

1. ให ้x    จะไดว้่า x  (Ac)c   xAc 
 xA          

    ดงันัน้  (Ac)c  = A 

2. เนื่องจาก  A   และ Ac   ดงันัน้ AAc   

ต่อไปจะแสดงว่า     AAc  ให ้x     ดงันัน้ xA หรอื xA 

นัน่คอื xA หรอื xAc ดงันัน้ x AAc ท าให ้   AAc 

สรปุไดว้่า  = AAc 

4. ให ้ x     จะไดว้่า 

     x  A-B   x  A และ xB 
      x  A และ x Bc 

      x  A  Bc 
ดงันัน้ A-B =  A  Bc 
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6. ให ้x     จะไดว้่า 

          x  (AB)c    x AB 
             x  A และ x B 

             x  Ac  และ x  Bc 
             x  Ac  Bc 

ดงันัน้ (AB)c  = Ac  Bc        ❏ 
 
2.3. การวางนัยทัว่ไปของยเูนียนและอินเตอรเ์ซกชนั 
      (Generalization of Unions and Intersections) 

ให ้n และ A1, A2, … , An เป็นเซต  

เราเรยีก {1, 2, … , n} เป็น เซตดรรชนี (indexed set)  และเรยีกสมาชกิใน {1, 2, … , n} ว่า
ดรรชนี (indices)   เซตดรรชนีอาจเป็นเซตอื่นซึง่ไมใ่ช่เซต {1, 2, … , n} กไ็ด ้
เช่น พจิารณา I={a,b,c} และเซต Xa, Xb, Xc เป็นเซต 
ในกรณนีี้เราเรยีก I เป็นเซตดรรชนีเช่นกนั 
 
บทนิยาม 2.19. ให ้I   เป็นเซต และส าหรบัแต่ละ iI ม ีBi เป็นเซต 
เราจะเรยีก I ว่า เซตดรรชนี และเรยีก i ว่า ดรรชนี 
  
ตวัอย่าง 2.20. ให ้I={1,2,3,4} และส ารบัแต่ละ iI ให ้Bi={0, i2}      
จะไดว้่า I เป็นเซตดรรชนี และ B1={0,1}  B2={0,4}  B3={0,9}  B4={0,16}   
 
บทนิยาม 2.21. ให ้J  เป็นเซตดรรชนี และ B เป็นเซตทุก J  

และให ้X เป็นหมูข่องเซต B ทุก J นัน่คอื X ={ B | J }  ก าหนด 
X = JB={x | xB บาง J} และ X = JB={x | xB ทุก J } 
     
** ถา้ J ={j} แลว้ X= Bj  และ X= Bj  ถา้ J ={i,j} แลว้ X= BiBj  และ X= BiBj   
      
ทฤษฎีบท 2.22. ให ้J  เป็นเซตดรรชนี และ X ={ B | J } และ B เป็นเซต 

จะไดว้่า   1.  BJB  ทุก J 
  2. JB  B ทุก J 
  3. ถา้ BB ทุก J แลว้ JBB 



39 
 
  4. ถา้ B B ทุก J แลว้ BJB 
พิสจูน์ 1. ให ้J และ x B  

นัน่คอื x B บาง J ดงันัน้  xJB  ดงันัน้ BJB   
2. ท าเป็นแบบฝึกหดั 
3. สมมตใิห ้  BB ทุก J และให ้xJB จะไดว้่า x B บาง J 
จาก BB จะไดว้่า x B ดงันัน้ JBB 

4.  ท าเป็นแบบฝึกหดั           ❏ 

หมายเหต ุกรณทีีเ่ซตดรรชนีคอื   และ X={Bi| i} นิยมเขยีน 
i=1 iX= B   และ 

i=1 iX= B   และในกรณทีี ่J={1,2,…,n} โดยที ่n เป็นเซตดรรชนี เราจะเขยีน 
n

i=1 iX= B   และ n

i=1 iX= B   
 

ตวัอย่าง 2.23. ให ้ เป็นเซตดรรชนี Bi=[i,i+1]  และ X={Bi| i} จะไดว้่า 

1. 
i=1 iX= B  =[1,) 

2. 
i=1 iX= B  = 

3. 5

i=1 iB =[1,6] 
4. 5

i=1 iB = 
5. 5

i=4 iB ={5} 
 
ทฤษฎีบท 2.24. การวางนัยทัว่ไปของกฎเดอรม์อรแ์กน 
                         (Generalized de Morgan’s Laws) 

ให ้X ={ B | J } จะไดว้่า 
1.  (JB)c = J(B)c 
2.  (JB)c = J(B)c 

 
พิสจูน์ 1. ให ้x เป็นสมาชกิใด ๆ จะไดว้่า 

 x (JB)c   x  JB 
       x  B ทุก J 
        x  (B)c ทุก J 
        x  J(B)c  
ดงันัน้ (JB)c = J(B)c 
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2. ท าเป็นแบบฝึกหดั          ❏ 
 

บทนิยาม 2.25. ให ้J เป็นเซตดรรชนี และ X ={ B | J }  
จะกล่าวว่า X เป็นหมูข่องเซตทีไ่มม่สี่วนรว่มกนัทุกคู่ (pairwise disjoint) 
กต่็อเมือ่ BB= ทุก ,J 
 

ตวัอย่าง 2.26.  ให ้n ก าหนด An={x|nx<n+1}=[n,n+1) 

จะไดว้่า X={An| n }ไมม่สี่วนรว่มกนัทุกคู่ 

พิสจูน์ ให ้i,j  และ ij สมมตวิ่า i>j ดงันัน้ i = j +k  ส าหรบับางค่า k  

จะแสดงว่า Ai  Aj =   ให ้xAj ดงันัน้ jxj + 1 j + n ทุก n 

ดงันัน้ x  [i, i + 1)= Ai ดงันัน้สรปุไดว้่า ถา้ xAj  แลว้ xAi ท าให ้Ai  Aj =    ❏ 
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แบบฝึกหดัท้ายบทท่ี 2 
1. แต่ละขอ้ต่อไปนี้เป็นจรงิหรอืเทจ็ เพราะเหตุใด 
 1.1  {, {}}    1.2 {, {}} 
 1.3 {} A ทุกเซต A    1.4 {1,2,3,4,5}{1,2,3,4,{5}} 
2. จงยกตวัอยา่งทีท่ าใหข้อ้ความต่อไปนี้เป็นจรงิส าหรบับางเซต A B และ C (ถา้ม)ี 
 2.1 AB  BC และ A  C 
 2.2 AB  BC และ C  A 
 2.3 AB  BC และ C  A  
 2.4 AB  BC และ A  C 
3. จงเขยีนเพาเวอรเ์ซต P(X) เมือ่ก าหนด X ดงันี้ 
 3.1 X = {S,{S}} เมือ่ S เป็นเซต   3.2 X = {a,{a,{b}}}  
4. ให ้A = {x | P(x)} และ B = {x | Q(x)} 
  4.1 จงพสิูจน์ว่า ถา้ x[P(x)Q(x)] แลว้ AB 
 4.2 จงพสิูจน์ว่า ถา้ x[P(x)Q(x)] แลว้ A=B 
5. จงพสิูจน์ว่า ถา้ xB และ AB แลว้ xA 
6. ให ้X = {x | P(x)} ขอ้ความต่อไปนี้เป็นจรงิหรอืเทจ็ 
 6.1 ถา้ aX แลว้ P(a) 
 6.2 ถา้ P(a) แลว้ aX 
 6.3 ถา้ P(a) แลว้ aX 
7. จงพสิูจน์ว่า ถา้ AB และ BC และ CA แลว้ A=B และ B=C 
8. ให ้X ={x | x เป็นจ านวนเตม็ และ |x|  2} และ Y = {-2, –1, 0, 1, 2} จงพสิจูน์ว่า X=Y 
9. ให ้A, B และ C เป็นเซต จงพสิจูน์ว่า 

9.1ABA และ ABB 
9.2 AA=A และ AA=A 
9.3 A-=A และ -A= 
9.4 A(BC)=(AB)C และ A(BC)=(AB)C 
9.5 A(BC)=(AB)(AC) 
9.6 A(BC)=(AB)(AB) 
9.7 AB กต่็อเมือ่ AB=A 
9.8 ถา้ AB แลว้ AC  BC และ AC  BC 
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10. ให ้ เป็นเอกภพสมัพทัธ ์และ A,B เป็นเซตยอ่ยของ  จะไดว้่า 

10.1 AAc =  
10.2 A  B กต่็อเมือ่ Bc  Ac 
10.3 (AB)c = Ac

 Bc 
10.4 AB =  กต่็อเมือ่ A  Bc 

11.  ให ้J  เป็นเซตดรรชนี และ X ={ B | J } และ B เป็นเซต จงพสิจูน์ว่า 
 11.1  JB  B ทุก J 
 11.2 ถา้ B B ทุก J แลว้ BJB 
12. ให ้J เป็นเซตดรรชนี และ X ={ B | J } และ B เป็นเซตใด ๆ จงพสิจูน์ว่า 
 12.1 B(JB) = J (BB) 
 12.2 B(JB) = J (BB) 
13. ให ้J เป็นเซตดรรชนี และ X ={ B | J } จงพสิจูน์ว่า XX 
14. ให ้I และ J เป็นเซตดรรชนี และ X ={ B | J } จงพสิจูน์ว่า 
 14.1 IBJB 
 14.2 JBIB 
15. ให ้X ={ B | J } จงพสิจูน์ว่า (JB)c = J(B)c 
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การจดัการเรียนการสอน 

 
บทท่ี 3  เร่ือง ความสมัพนัธ ์

 
กระบวนวิชา แนวคดิหลกัมลูของคณติศาสตร ์ 
                  (Fundamental Concepts of Mathematics)   
 
ช่ือผูส้อน อาจารย ์ดร. สายญั ปนัมา 
 
เวลาท่ีใช้  9  ชัว่โมง 
 
วตัถปุระสงค ์

1. นกัศกึษาสามารถพสิจูน์กฏพืน้ฐานเกีย่วกบัความสมัพนัธไ์ด ้
2. นกัศกึษาสามารถพสิจูน์ว่าความสมัพนัธท์ีก่ าหนดใหเ้ป็นความสมมลู อนัดบับางส่วน

อนัดบัเชงิเสน้ได ้
 
กิจกรรมการเรียนการสอน 

1. บรรยาย 
2. แบ่งกลุ่มท าแบบฝึกหดั 
3. ตวัแทนแต่ละกลุ่มน าเสนอค าตอบหน้าชัน้เรยีน 

 
ส่ือการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนรายวชิา แนวคดิหลกัมลูของคณติศาสตร ์
2. กระดาษ และปากกา 
3. เครือ่งฉายทบึแสง 
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บทท่ี 3  
ความสมัพนัธ์ (Relations) 

 ในบทน้ีเรากล่าวถงึ ผลคณูคารท์เีซยีน บทนิยามและกราฟของความสมัพนัธ์   
ความสมัพนัธส์มมลูและผลแบ่งกัน้ อนัดบับางส่วน อนัดบัเชงิเสน้ และหลกัการจดัอนัดบัด ี  

3.1. ผลคณูคารที์เซียน (Cartesian Products) 

บทนิยาม 3.1. ให ้A  และ B  และ ให ้aA และ bB   
                   คู่อนัดบั  (a,b)  ก าหนดใหเ้ป็นเซต  {{a},{a,b}} 
          นัน่คอื (a,b) ={{a},{a,b}} 
          จะเรยีก a ว่า พิกดัท่ีหน่ึง (first coordinate)  
                    และเรยีก b ว่า พิกดัท่ีสอง (second coordinate) 

ให ้a,cA และ  b,dB  โดยบทนิยาม จะไดว้่า 
 (a,b)  = (c,d)   {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}} 
                    {a}={c} และ {a,b}={c,d} 
            a=c และ b=d 
 
บทนิยาม 3.2.  ให ้A และ B  เป็นเซต ผลคณูคารที์เซียน (cartesian product) ของ A และ B 

เขยีนแทนดว้ย AB  คอืเซตของคู่อนัดบัทัง้หมดซึง่พกิดัทีห่นึ่งของคู่อนัดบัเป็นสมาชกิของ A และ
พกิดัทีส่องของคู่อนัดบัเป็นสมาชกิของ B  นัน่คอื AB = (a ,b)| a  A และ b B 
 
ข้อสงัเกต 

 1.  ถา้ A มสีมาชกิ m ตวัและ B มสีมาชกิ n ตวั แลว้ AB จะมสีมาชกิ mn ตวั 
 2.  AB =  กต่็อเมือ่ A =  หรอื B =  
 
ทฤษฎีบท 3.3. ให ้A, B, C และ D เป็นเซต จะไดว้่า 

1.  A(B C)  = (AB)  (AC) 
2.  A(B C)  = (AB)  (AC) 
3. (AB) (CD)  = (AC)(BD) 
4. (AB)  (CD)  (AC)(BD) 
5. ถา้ A    และ AB  =  AC  แลว้  B = C 
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พิสจูน์ 1. ให ้(x,y) เป็นคู่อนัดบัใด ๆ จะไดว้่า 

(x,y) A(BC)    xA และ yBC 
    xA และ (yB หรอื yC) 
    (xA และ yB) หรอื (xA และ yC) 
    (x, y)AB หรอื (x, y)AC 
    (x, y)(AB)(AC) 

ดงันัน้ A(B C)=(AB)(AC) 
2. ท าเป็นแบบฝึกหดั 
3. ให ้(x,y) เป็นคู่อนัดบัใด ๆ จะไดว้่า 

(x,y) (AB) (CD)     (x,y)AB และ (x,y)CD 
     (xA และ yB) และ (xCและ yD) 
     (xA และ xC) และ (yB และ yD) 
     xAC และ yBD 
     (x, y) (AC)(BD) 

ดงันัน้ (AB) (CD)  = (AC)(BD) 
4.ท าเป็นแบบฝึกหดั                        

5.ท าเป็นแบบฝึกหดั         ❏ 

 
ข้อควรระวงั 
 ขอ้ความต่อไปนี้ไมจ่รงิ 
 1. AB  =  BA 
 2. A(BC) =  (AB)(AC) 
 3. A(BC) =  (AB)(AC) 
 
3.2.  บทนิยามและกราฟของความสมัพนัธ์ (Definition and Graph of Relations) 
บทนิยาม 3.4. ให ้A และ B เป็นเซต   

จะเรยีก r ว่าเป็น ความสมัพนัธ ์(relation) จาก A ไป B  เมือ่  r  AB 

ถา้ r เป็นความสมัพนัธจ์าก A ไป B และ (a,b)r จะเขยีนแทนดว้ย arb 
อ่านว่า a สมัพนัธ ์r กบั b 
และในกรณทีี ่(a,b)r จะเขยีนแทนดว้ย a r b 
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ข้อสงัเกต 

1.   เป็นความสมัพนัธจ์าก A ไป B (เนื่องจาก   AB) 
2. ถา้ AB มสีมาชกิ n ตวั จากความรูเ้รือ่งเซต จะไดว้่ามเีซตยอ่ยของ AB อยู ่2n เซตยอ่ย 
    ดงันัน้จะมคีวามสมัพนัธอ์ยู ่ 2n ความสมัพนัธ ์
    ** ถา้ r เป็นความสมัพนัธจ์าก A ไป A แลว้จะเรยีก r ว่าเป็นความสมัพนัธบ์น A 
 
บทนิยาม 3.5.  ให ้A และ B เป็นเซต และ r  AB   
โดเมน (domain) ของ  r  เขยีนแทนดว้ยสญัลกัษณ์  Dr   

คอืเซตของพกิดัทีห่นึ่งของทุกคู่อนัดบัทีอ่ยูใ่น r นัน่คอื Dr =  a  (a,b)  r A 
เรนจ ์(range) ของ  r เขยีนแทนดว้ยสญัลกัษณ์ Rr  

คอืเซตของพกิดัทีส่องของทุกคู่อนัดบัทีอ่ยูใ่น r นัน่คอื Rr =  b  (a,b)r B 
 
ตวัอย่าง 3.6.  ให ้A={1,3} และ B={2,4,6} และ r = {(x,y)AB | x + y  5} และ 

s = {(x,y) AB | x หาร y ลงตวั} จะไดว้่า r และ s เป็นความสมัพนัธจ์าก A ไป B 
และ r = {(1,2), (1,4), (3,2)} และ s = {(1,2), (1,4), (1,6), (3,6)} 
ดงันัน้ Dr = {1,3} และ Rr = {2,4} 
        Ds = {1,3} และ Rs = {2,4,6} 
จะเหน็ว่า rs = {(1,2),(1,4)} AB และ 
   rs = {(1,2),(1,4),(3,2),(1,6),(3,6)}  AB 
ดงันัน้ rs และ rs เป็นความสมัพนัธจ์าก A ไป B 

 
โดยทัว่ไปถา้ r และ s เป็นความสมัพนัธจ์าก A ไป B แลว้  

r  s และ r  s ยงัคงเป็นความสมัพนัธจ์าก A ไป B 
 เราสามารถแทนความสมัพนัธจ์าก A ไป B ไดห้ลายวธิ ี
 
ตวัอย่าง 3.7. ให ้A = 1, 3 และ B = 2, 4, 6 และ r = (1,2), (1,4), (3,4), (3,6) 
เราสามารถเขยีนแผนภาพแทนความสมัพนัธ ์r ดงัรปู 3.1  
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                      A                             B        
                    r             2        

    1                            4  
  3                            6 
 
    รปู 3.1 
 

หรอืเราอาจใชก้ราฟในระบบพกิดัเชงิตัง้ฉากแทนความสมัพนัธจ์าก A ไป B  

ถา้ A และ B เป็นเซตยอ่ยของ   ดงัรปู 3.2 

 
                          6                      
        4                    
                          2        
                                                                         
                                   1      2     3    4 
    รปู 3.2 
 

ตวัอย่าง 3.8.  ให ้f = {(x,y) | y = x2 } ไดว้่า f  เป็นความสมัพนัธบ์น  

และ Df =  และ Rf = { y | y 0} ไดก้ราฟของ f ดงัรปู 3.3  

                           Y 
 
 
 
                                                       X         
                    
                         รปู 3.3      
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หรอืเราอาจใชก้ราฟอกีชนิดหนึ่งแทนความสมัพนัธบ์น A  เรยีกกราฟชนิดนี้ว่า 
ไดกราฟ (digraph) โดยใหส้มาชกิของ A แทน จดุยอด (vertices)  
และสมาชกิของ r ซึง่เป็นความสมัพนัธบ์น A แทน เส้นเช่ือม (edge) จดุยอด 

โดยทีเ่สน้เชื่อมมทีศิทางก าหนดดงันี้ ถา้ (x,y)  r จะไดว้่ามเีสน้เชื่อมซึง่เป็นลกูศรพุ่งจาก x ไป y 
 
ตวัอย่าง 3.9.   ให ้A = 1, 3, 4, 7 และ r = (1,1), (1,4), (3,1), (3,7) เป็นความสมัพนัธบ์น A   
จะไดไ้ดกราฟทีส่มนยักบั r ดงัรปู 3.4 
                              1   7 
              
 
 

     
3   4 
           รปู 3.4 
 
 

3.3.  ความสมัพนัธส์มมลูและผลแบ่งกัน้ (Equivalence Relations and Partitions) 
 ความสมัพนัธบ์นเซต A มไีดห้ลายชนิดซึง่ถูกก าหนดขึน้ดว้ยสมบตับิางประการดงันี้ 
บทนิยาม 3.10. ให ้A เป็นเซต และ r เป็นความสมัพนัธบ์น A จะกล่าวว่า r มสีมบตั ิ

1. สะท้อน (reflexive) กต่็อเมือ่ x r x ทุก xA  

2. สมมาตร (symmetric) กต่็อเมือ่ ส าหรบัทุก x, yA  ถา้ x r y แลว้ y r x 

3. ถ่ายทอด (transitive) กต่็อเมือ่ ส าหรบัทุก x, y, zA  ถา้ x r y และ y r z แลว้ x r z 

4. ปฏิสมมาตร (antisymmetric) กต่็อเมือ่ ส าหรบัทุก x, yA  ถา้ x r y และ y r x แลว้ x=y 
 
ตวัอย่าง 3.11.  
1.   ให ้A={0,3,6,9} และ r={(0,0),(3,3),(3,6),(6,3),(3,9),(6,6),(9,9)} 
     จะเหน็ว่า r มสีมบตัสิะทอ้น เนื่องจาก  0r0 3r3 6r6  และ 9r9 
     เนื่องจาก 3r9 แต่ 9 r 3 ดงันัน้ r ไมม่สีมบตัสิมมาตร 
    จะเหน็ว่า r ไมม่สีมบตัถ่ิายทอด เพราะว่า 6r3 และ 3r9 แต่ 6 r 9 
     และ ว่า r ไมม่สีมบตัปิฏสิมมาตร เพราะว่า 6r3 และ 3r6  แต่ 63      
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2.  ให ้B ก าหนดความสมัพนัธบ์น P(B) ดงันี้ 
 r = {(X,Y)|XY} จะไดว้่า r มสีมบตั ิสะทอ้น ถ่ายทอด และปฏสิมมาตร 
 แต่ไมม่สีมบตัสิมมาตร 
 
บทนิยาม 3.12.  ให ้n เป็นจ านวนนับ a และ b เป็นจ านวนเตม็ 
เราจะกล่าวว่า a คอนกรเูอนทก์บั b มอดโูล n  (a is congruence to b modulo n) 
กต่็อเมือ่ n หาร a-b ลงตวั 
เขยีนแทนดว้ยสญัลกัษณ์ ab(mod n) อ่านว่า a คอนกรเูอนท ์b มอด n   

** ab(mod n)  n|(a-b)  a-b=nk k 

เช่น      71(mod 2)    150(mod 5)   และ  5-2(mod 3) 
  

ตวัอย่าง 3.13. ให ้n เป็นจ านวนนบั และ r เป็นความสมัพนัธบ์น  ดงันี้ a r b กต่็อเมือ่ ab(mod 

n) 
จะไดว้่า  r  มสีมบตัสิะทอ้น สมมาตร และถ่ายทอด 

พิสจูน์ ให ้a, b, c   

1.  จะแสดงว่า r มสีมบตัสิะทอ้น เนื่องจาก a-a = 0 = n0 ดงันัน้ n หาร a-a ลงตวั 
    นัน่คอื  aa(mod n) ดงันัน้ ara 
2. จะแสดงว่า r มสีมบตัสิมมาตร ให ้arb จะไดว้่า  ab(mod n) นัน่คอื n หาร a-b ลงตวั 
   เนื่องจาก b-a = (-1)(a-b) ดงันัน้ n หาร b-a ลงตวั นัน่คอื ba(mod n)  ดงันัน้ bra 
3. จะแสดงว่า r มสีมบตัถ่ิายทอด ให ้arb และ brc ดงันัน้ ab(mod n) และ bc(mod n) 
   นัน่คอื n หาร a-b ลงตวั และ n หาร b-c ลงตวั  
   เนื่องจาก a-c = (a-b) + (b-c)  ดงันัน้  n หาร a-c ลงตวั นัน่คอื ac(mod n) ดงันัน้ arc 

จาก 1 2 และ 3 จะไดว้่า r  มสีมบตัสิะทอ้น สมมาตร และถ่ายทอด    ❏ 
 
บทนิยาม 3.14. ให ้r เป็นความสมัพนัธบ์น A  
จะกล่าวว่า r เป็น ความสมัพนัธส์มมูล (equivalence relation) บน A กต่็อเมือ่ r มสีมบตัสิะทอ้น 
สมมาตร และถ่ายทอด 
เช่น ความสมัพนัธ ์r ในตวัอยา่ง 3.13 
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บทนิยาม 3.15.  ให ้A    และ J เป็นเซตดรรชนี และ 

P={ Ai | Ai    และ Ai  A ทุก iJ } 
จะกล่าวว่า P เป็น ผลแบ่งกนั (partition) ของ A กต่็อเมือ่  

1. A = iJAi  และ 
2. ส าหรบัทุก i,j J ไดว้่า  Ai  Aj =   หรอื Ai = Aj 
 
บทนิยาม 3.16. ให ้A    และ r เป็นความสมัพนัธส์มมลู บน  A และ aA 
ชัน้สมมูล (equivalence class) ของ a เขยีนแทนดว้ย [a]  
หมายถงึ เซตของสมาชกิทัง้หมดใน A ทีม่คีวามสมัพนัธ ์r กบั a  
นัน่คอื [a] = { xA | a r x} 
ให ้A|r แทนเซตของชัน้สมมลูทัง้หมดทีเ่กดิจากความสมัพนัธ ์r  
นัน่คอื A|r= { [a] | a A } 
 
ตวัอย่าง  3.17. 
1. ให ้A={a, b, c} และ r = {(a,a), (b,b), (c,c), (a,c), (c,a)} 
    จะไดว้่า r เป็นความสมัพนัธส์มมลูบน  A 
    [a] = {a,c} 
    [b] = {b} 
    [c] = {a,c} 
    A|r= {[a], [b]} 
    A = [a][b] 
2. ให ้B={a, b, c, d} และ s = {(a,a), (b,b), (c,c), (d,d), (a,d), (d,a), (b,c), (c,b)} 
     จะไดว้่า s เป็นความสมัพนัธส์มมลูบน  B 
      [a] = {a,d} 
     [b] = {b,c} 
     [c] = {b,c} 
     [d] = {a,d} 
     B|s= {[a], [b]} 
     B = [a][b] 
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ทฤษฏีบท 3.18.  ให ้A    และ และ r เป็นความสมัพนัธส์มมลูบน  A 
จะไดว้่า A|r เป็นผลแบ่งกัน้ของ A 
พิสจูน์ ให ้r เป็นความสมัพนัธส์มมลูบน A และ A|r= { [a] | a A } 

เนื่องจาก [a]A ทุก aA จะไดว้่า aA[a]A 
ให ้aA เนื่องจาก r เป็นความสมัพนัธส์มมลูบน A จะไดว้่า ara นัน่คอื a[a] ท าให ้aaA[a] 
ดงันัน้ A=aA[a] 
ให ้a,bA จะแสดงว่า [a]=[b] หรอื [a][b]= 
สมมตวิ่า [a][b] จะไดว้่าม ีx[a][b] ดงันัน้ x[a] และ x[b]  
นัน่คอื arx และ brx  และยงัไดอ้กีว่า xra และ xrb ท าให ้arb และ bra 
จะแสดงว่า [a]=[b] 
ให ้t[a] จะไดว้่า tra จาก arb ดงันัน้ trb นัน่คอื t[b] ท าให ้[a][b] 
ท านองเดยีวกนัจะไดว้่า [b][a]  สรปุไดว้่า [a]=[b] 

ดงันัน้ A|r เป็นผลแบ่งกัน้ของ A        ❏ 
 
ทฤษฎบีทต่อไปเป็น ทฤษฎบีทขัน้ตอนการหาร ซึง่สามารถดกูารพสิูจน์ไดใ้นหนงัสอืทฤษฎจี านวน
ทัว่ไป 
 

ทฤษฎีบท 3.19. ให ้a,b และ a0 จะไดว้่าม ีq,r เพยีงคู่เดยีวเท่านัน้ทีท่ าให ้b = aq + r 

โดยที ่0  r < |a| เรยีก q ว่าผลหาร เรยีก r ว่าเศษเหลอื 
 

ตวัอย่าง 3.20.  ให ้n เป็นจ านวนนบั และ r เป็นความสมัพนัธบ์น  ดงันี้ a r b กต่็อเมือ่  

a  b(mod n)  โดยตวัอยา่ง 3.13 จะไดว้่า r เป็นความสมัพนัธส์มมลูบน  

ดงันัน้ ชัน้สมมลูของ a คอื [a] = { x | x  a(mod n) } 

ให ้n แทนเซตของชัน้สมมลูทัง้หมดทีไ่ดจ้ากความสมัพนัธ ์r  นัน่คอื n = {[a] | a  }  

จงแสดงว่า n = { [0], [1], ..., [n-1] } 

พิสจูน์  ให ้x จะแสดงว่า [x] n นัน่คอืจะแสดงว่า [x]=[k] ส าหรบับาง k{0,1,2,…,n-1} 
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พจิารณาจ านวนเตม็ x และจ านวนเตม็บวก n  โดยทฤษฎบีท 3.19 จะไดว้่า ม ีq  และ 

k{0,1,2,…,n-1} ทีท่ าให ้x = nq + k หรอื x-k = nq นัน่คอื n หาร x-k ลงตวั 
ดงันัน้ x  k(mod n) และ k  x(mod n)  
ต่อไปจะแสดงว่า [x]=[k] 
ให ้a[x] ดงันัน้ a  x(mod n) จาก x  k(mod n) จะไดว้่า a  k(mod n) นัน่คอื a[k] 
ดงันัน้ [x][k] ท านองเดยีวกนัจะไดว้่า [k][x] สรปุไดว้่า [x]=[k] 
ต่อไปจะแสดงว่า [0], [1], ..., [n-1] ไมเ่ท่ากนัทุกเซต 
สมมตวิ่าม ีk,m {0,1,2,…,n-1} ซึง่ [k] = [m] และ km  
ดงันัน้ k[m] นัน่คอื m  k(mod n)  ดงันัน้ n หาร m-k ลงตวั  
เนื่องจาก 0 m-k  n-1 < n ดงันัน้ m-k = 0 ท าให ้m = k  

สรปุไดว้่า n = { [0], [1], ..., [n-1] }       ❏ 

 
3.4.  เซตอนัดบับางส่วน เซตอนัดบัเชิงเส้น และหลกัการจดัอนัดบัดี 
(Partially ordered set, Linearly ordered set and The well-ordering principle) 
 ความสมัพนัธท์ีม่คีวามส าคญัมากทางคณติศาสตรช์นิดหนึ่งคอื อนัดบับางส่วน (partial 
order) ซึง่เป็นความสมัพนัธท์ีท่ าใหเ้กดิการเปรยีบเทยี[สมาชกิในเซตได ้ในหวัขอ้นี้เราจะศกึษา
ความสมัพนัธด์งักล่าว 
 
บทนิยาม 3.21. ให ้A   และ r เป็นความสมัพนัธบ์น  A  
จะกล่าวว่า r  เป็น อนัดบับางส่วน บน A  
กต่็อเมือ่ r มสีมบตัสิะทอ้น ปฏสิมมาตร และถ่ายทอด  
และเรยีก (A,r) ว่า เซตอนัดบับางส่วน (partially ordered set) หรอื โพเซต (poset) 

เช่น 1.   เป็นอนัดบับางส่วนบน   

       2.   เป็นอนัดบับางส่วนบน  P(B)  เมือ่ B เป็นเซต 

       3. การหารลงตวั เป็นอนัดบับางส่วนบน  

หมายเหต ุส าหรบั เซตอนัดบับางส่วนใด ๆ  
สมาชกิในเซตอาจเปรยีบเทยีบกนัไมไ่ด ้ 
เช่น ให ้B={1,2,3} จะไดว้่า ( P(B),  ) เซตอนัดบับางส่วน 



 54 

จะเหน็ว่า {1,2},{1,3} P(B)  แต่  {1,2}  {1,3} และ{1,3}{1,2} 

 
บทนิยาม 3.22. ให ้(A,r) เป็นเซตอนัดบับางส่วน และ x,y A  
จะกล่าวว่า x และ y เปรียบเทียบกนัได้ (comparable) ถา้ x r y หรอื y r x 
และกล่าวว่า x และ y เปรียบเทียบกนัไม่ได้ (non-comparable) ถา้ x r y และ y r x  

หมายเหต ุ      ถา้ (A,r) เป็นเซตอนัดบับางส่วน และ (x,y) r แลว้  

                   เราจะกล่าวว่า x น้อยกว่าหรอืเท่ากบั y เขยีนแทนดว้ย  x  y  

                  และถา้ (x,y) r หมายความว่า x  y 

                  ถา้เขยีน x  y อ่านว่า x น้อยกว่า y  หมายความว่า x   y และ x  y 

 
 
บทนิยาม 3.23.  ให ้(A,r) เป็นเซตอนัดบับางส่วน และ BA 

ถา้สมาชกิทุกตวัใน B เปรยีบเทยีบกนัได ้นัน่คอื ทุก x,y B ไดว้่า x  y  หรอื y  x  

แลว้เราจะเรยีก (B,r) ว่า เซตย่อยอนัดบัเชิงเส้น (linearly ordered subset) ของ A 
        หรอืเรยีก B ว่า เป็นลกูโซ่ (chain) ของ A 
 

และถา้ทุกสมาชกิใน A เปรยีบเทยีบกนัได ้นัน่คอื ทุก x,y A ไดว้่า x  y  หรอื y  x 

แลว้เราจะเรยีก (A,r) เซตอนัดบัเชิงเส้น (linearly ordered set) 

เช่น  (, ),  (, ), (, ) เป็นอนัดบัเชงิเสน้  (P(), ) ไมเ่ป็นอนัดบัเชงิเสน้ 

      (, การหารลงตวั) ไมเ่ป็นอนัดบัเชงิเสน้ 

หมายเหต ุ  1. ให ้(A,r) เซตอนัดบัเชงิเสน้ จะไดว้่า ส าหรบัทุก x,y A  

                       ถา้ x  y แลว้  x   y  หรอื y  x เพยีงอยา่งใดอยา่งหนึ่งเท่านัน้ 
                   2. เราอาจกล่าวว่า (A,r)  เป็น เซตอนัดบั (ordered set)   
                       ถา้ (A,r) เป็นเซตอนัดบับางส่วน  
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บทนิยาม 3.24.  ให ้(A,r) เป็นเซตอนัดบับางส่วน และ m,nA จะกล่าวว่า 
1. m เป็น สมาชิกใหญ่สดุเฉพาะกลุ่ม (maximal element) ของ A กต่็อเมือ่  

    ทุก xA ถา้ m  x แลว้ x = m  (นัน่คอื ไม่มสีมาชกิตวัไหนของ A ทีม่ากกว่า  m ) 

2. n เป็น สมาชิกเลก็สดุเฉพาะกลุ่ม (minimal element) ของ A กต่็อเมือ่  

    ทุก xA ถา้ x  n แลว้ x = n (นัน่คอื ไมม่สีมาชกิตวัไหนของ A ทีน้่อยกว่า  n ) 

 
ตวัอย่าง 3.25.  ให ้A = {a,b,c,d,e,f,g,h} และ rAA โดยที ่

r = {(x,x) | xA}{(a,b),(a,c),(b,c),(a,d),(a,e),(d,e)}{(f,g),(f,h)(g,h)} 
จะไดว้่า r เป็นความสมัพนัธอ์นัดบับางส่วน  
ซึง่ถา้น า r เขยีน ไดกราฟโดยไมส่นใจเสน้ (x,x) ทุก xA จะไดแ้ผนภาพดงัรปู 3.5 
       
           c                                  e h 
              

                    b                  d  g 
 

                             a                            f 
          รปู 3.5 
 
จะเหน็ว่า a และ f เป็นสมาชกิเลก็สุดเฉพาะกลุ่มของ A  
             c, e และ h เป็นสมาชกิใหญ่สุดเฉพาะกลุ่มของ A 
 
บทนิยาม 3.26. ให ้(A,r) เป็นเซตอนัดบับางส่วน และ BA  และ mA จะกล่าวว่า 

1. m เป็น ขอบเขตบน (upper bound) ของ B  ถา้ ทุก ๆ bB ไดว้่า  bm    

2. m เป็น ขอบเขตบนน้อยสดุ (least upper bound หรอื supremum) ของ B   

    ถา้ m เป็นขอบเขตบนของ B  และ  mx  ส าหรบัทุก x ทีเ่ป็นขอบเขตบนของ B 

    และเขยีน sup B แทนขอบเขตบนน้อยสุดของ B  

3. m เป็น ขอบเขตล่าง (lower bound) ของ B  ถา้ ทุก ๆ bB ไดว้่า  m  b   
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4. m เป็น ขอบเขตล่างมากสดุ (greatest lower bound หรอื infimum) ของ B   

    ถา้ m เป็นขอบเขตล่างของ B  และ  x  m ส าหรบัทุก x ทีเ่ป็นขอบเขตล่างของ B 

    และเขยีน inf B แทนขอบเขตล่างมากสุดของ B 
 
ตวัอย่าง 3.27. ให ้A = {a,b,c,d,e,g} ดงันัน้  (P(A), )  เป็นเซตอนัดบับางส่วน 

ให ้B={{a,b}, {a,b,c}, {a,b,d}, {a,b,e}}P(A) 
จะเหน็ว่า D = {a,b,c,d,e} เป็นขอบเขตบนของ B เพราะว่าทุก ๆ XB ไดว้่า XD 
      และ E = {a,b} เป็นขอบเขตล่างของ B เพราะว่าทุก ๆ XB ไดว้่า EX  
ยิง่ไปกว่านัน้ยงัไดอ้กีว่า sup B = D และ inf B = E 
 

ทฤษฎีบท 3.28.  ให ้r เป็นอนัดบับางส่วนบน A และ BA  จะไดว้่า 
ถา้ B มขีอบเขตบนน้อยสุด(ขอบเขตล่างมากสุด)  
แลว้ ขอบเขตบนน้อยสุด(ขอบเขตล่างมากสุด) ของ B มเีพยีงค่าเดยีว  
พิสจูน์ ให ้x และ y เป็นขอบเขตบนน้อยสุดของ B  

ดงันัน้ x เป็นขอบเขตบนของ B และ y = sup B ท าให ้y  x  นัน่คอื yrx 

และ y เป็นขอบเขตบนของ B และ x = sup B ท าให ้ x  y นัน่คอื xry 

จาก r มสีมบตัปิฎสิมมาตร จะไดว้่า x = y ดงันัน้ ขอบเขตบนน้อยสุดของ B มเีพยีงค่าเดยีว 

ท านองเดยีวกนัจะไดว้่า ขอบเขตล่างมากสุดของ B มเีพยีงค่าเดยีว   ❏ 
 

บทนิยาม 3.29.  ให ้r เป็นอนัดบับางส่วนบน A และ BA   

1. ถา้ m เป็นขอบเขตบนน้อยสุดของ B และ mB  
   แลว้ จะเรยีก m ว่า ค่าสงูสดุ หรอืสมาชิกมากสดุ (maximum หรอื largest element) ของ B 

2. ถา้ m เป็นขอบเขตล่างมากสุดของ B และ mB  
   แลว้ จะเรยีก m ว่า ค่าต า่สดุ หรอืสมาชิกน้อยสดุ (minimum หรอื smallest element) ของ B 
 
บทนิยาม 3.30. ให ้r เป็นอนัดบัเชงิเสน้บน A จะกล่าวว่า A เป็น เซตอนัดบัดี (well ordered set) 
กต่็อเมือ่ ส าหรบัทุกเซตยอ่ยทีไ่มเ่ป็นเซตว่างของ A บรรจสุมาชกิน้อยสุด 
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ทฤษฏีบท 3.31. หลกัการจดัอนัดบัดี (The well-ordered principle) 

ทุกเซตยอ่ยทีไ่มเ่ป็นเซตว่างของ   มสีมาชกิน้อยสุดเสมอ (  เป็นเซตอนัดบัด)ี 

พิสจูน์ ให ้A   และ A จะแสดงว่า A มสีมาชกิน้อยสุด 

ให ้K={ k | km ทุก mA} เนื่องจาก 1 และ 1m ทุก mA ดงันัน้  1K 

จาก A ให ้tA เนื่องจาก t < t + 1 ดงันัน้ t + 1 K แต่ t + 1  ดงันัน้ K   

ดงันัน้จะม ีp K แต่ p +1  K  เพราะฉะนัน้ จะม ีm0A ซึง่ p + 1 > m0 ดงันัน้ p  m0  
จาก pK และ m0A  จะไดว้่า p  m0  สรปุไดว้่า p = m0 
ดงันัน้ pAK และ pm ทุก mA นัน่คอื p เป็นสมาชกิน้อยสุดของ A 

สรปุ A มสีมาชกิน้อยสุด         ❏ 

ตวัอย่าง 3.32.  เซตของจ านวนเตม็บวกคี ่เป็นเซตยอ่ยของ  

และม ี2 เป็นสมาชกิน้อยสุด 
 
ตวัอย่าง 3.33. จงพสิจูน์ว่า ไมม่จี านวนเตม็ทีอ่ยูร่ะหว่าง 0 และ 1  

พสิจูน์ ให ้T = {x | 0<x<1} จะไดว้่า T  

จะแสดงว่า T =  สมมตวิ่า T    โดย ทฤษฎบีท 3.31. จะไดว้่า T มสีมาชกิน้อยสุด m 
ดงันัน้ 0< m < 1  ท าให ้ 0 < m2 < m < 1 และ m2  T ขดัแยง้กบัที ่m เป็นสมาชกิน้อยสุดใน T 

ดงันัน้ T =  นัน่คอื ไมม่จี านวนเตม็ทีอ่ยูร่ะหว่าง 0 และ 1    ❏ 
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แบบฝึกหดัท้ายบทท่ี 3 

1.  ก าหนดเซต A และ B ต่อไปนี้ จงเขยีน AB และ BA แบบแจกแจงสมาชกิ 
      1.1 A = {a,b,{c}} และ B = {0,2} 
 1.2 A = {{1,2}, {3,4}} และ B = {7,6} 
2. ให ้A   และ B   จงพสิูจน์ AB = BA กต่็อเมือ่ A = B 
3. ให ้A, B, C และ D ไมเ่ป็นเซตว่าง จงพสิูจน์ว่า 
 3.1 A(B-C) = (AB)-(AC) 
 3.2 ถา้ AB =  แลว้ (AC)(BC) =  
 3.3 AB และ CD กต่็อเมือ่ AC  BD 
 3.4 AB = CD กต่็อเมือ่ A = C และ B = D 
 3.5 (AB)(Ac

D) =  
4. จงยกตวัอยา่งคา้นของ A, B และ C ซึง่ท าให ้
 4.1 (CC)-(AB)(C-A)(C-B) 
 4.2 A(BC)(AB)C 

5. จงหาโดเมนและเรนจข์องความสมัพนัธ ์r บน   ต่อไปนี้ 

 5.1 xry กต่็อเมือ่ y = x-3  
 5.2 xry กต่็อเมือ่ y  x2 

 5.3 xry กต่็อเมือ่ y  x + 1 
 5.4 xry กต่็อเมือ่ x = 1 หรอื |y|  1 
6. จะเขยีนกราฟของความสมัพนัธใ์นขอ้ 5 
7. จงพจิารณาว่าความสมัพนัธ ์r บนเซตซึง่ก าหนดใหต่้อไปนี้ ความสมัพนัธใ์ดมสีมบตัสิะทอ้น 
สมมาตร ถ่ายทอด ปฏสิมมาตร 

 7.1 r คอืความสมัพนัธน้์อยกว่าหรอืเท่ากบั บน  

 7.2 xry กต่็อเมือ่ x + y = 10 บน  

 7.3 xry กต่็อเมือ่ xy > 0 บน  

 7.4 xry กต่็อเมือ่ |x-y| = 3 บน  

 7.5 (a,b)r(c,d) กต่็อเมือ่ a  c บน  
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 7.6 (a,b)r(c,d) กต่็อเมือ่ a-c = b-d บน  

 7.7 xry กต่็อเมือ่ x2 = y2 บน  

8. ความสมัพนัธใ์ดในขอ้ 7 เป็นความสมัพนัธส์มมลู 
9. ให ้A = { a, b, c, d} จงยกตวัอยา่งความสมัพนัธบ์น A ทีม่สีมบตัดิงันี้ 
 9.1 สะทอ้นและสมมาตร แต่ไมถ่่ายทอด 
 9.2 สะทอ้นและถ่ายทอด แต่ไมส่มมาตร 
 9.3 สมมาตรและถ่ายทอด แต่ไมส่ะทอ้น 
10. จงยกตวัอยา่งเซต A และความสมัพนัธ ์r บน A ซึง่มสีมบตัปิฎสิมมาตร 
11. ให ้A และ r1 , r2 เป็นความสมัพนัธบ์น A ซึง่ r1  r2  
จงพจิารณาว่าขอ้ความต่อไปนี้เป็นจรงิหรอืเทจ็ ถา้เป็นจรงิจงพสิจูน์ ถา้เป็นเทจ็จงยกตวัอยา่งคา้น 
 11.1 ถา้ r1 มสีมบตัสิะทอ้น แลว้ r2 มสีมบตัสิะทอ้น 
 11.2 ถา้ r2 มสีมบตัสิะทอ้น แลว้ r1 มสีมบตัสิะทอ้น 
12. ให ้A และ r  เป็นความสมัพนัธบ์น A  ซึง่มสีมบตัสิะทอ้น จงพสิูจน์ว่า 

r เป็นความสมัพนัธส์มมลูบน A กต่็อเมือ่ ทุก a,b,c A ถา้ arb และ arc แลว้ brc 
13.ให ้s และ r เป็นความสมัพนัธส์มมลูบน A จงพจิารณาว่าขอ้ต่อไปนี้เป็นความสมัพนัธส์มมลู
หรอืไม ่เพราะเหตุใด 
 13.1 sr    13.2 sr 

14. การหารลงตวัเป็นอนัดบับางส่วนบน   หรอืไม ่จงใหเ้หตุผลประกอบ 

15. ให ้A = {1,2,6,30,210} และ r = {(a,b)AA | a หาร b ลงตวั} เป็นความสมัพนัธบ์น A 
   จงพสิจูน์ว่า (A,r) เป็นอนัดบัเชงิเสน้หรอืไมเ่พราะเหตุใด 

16. ให ้r เป็นความสมัพนัธบ์น  ก าหนดโดย arb กต่็อเมือ่ b = ak ส าหรบับางจ านวนเตม็ k0 

   จงแสดงว่า r เป็นอนัดบับางส่วนบน  

17. ให ้r เป็นความสมัพนัธบ์น   โดยที ่(x,y)r(a,b) กต่็อเมือ่ x  a และ y  b 

    จงแสดงว่า r เป็นอนัดบับางส่วนบน   

18. ให ้A และ (P(A),) เป็นเซตอนัดบับางส่วน และให ้  X  P(A) 
    จงพสิูจน์ว่า sup X = X และ inf X = X 
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19. ก าหนดความสมัพนัธ ์r บน  ดงัต่อไปนี้ จงพจิารณาว่าขอ้ใดเป็นอนัดบัเชงิเสน้  

     พรอ้มทัง้พสิจูน์ 
 19.1   mrn  กต่็อเมือ่ m < 2n 
 19.2  mrn  กต่็อเมือ่  (i) m เป็นจ านวนคี ่และ n เป็นจ านวนคู่  
     หรอื  (ii) m และ n เป็นจ านวนคู่ และ m<n 
     หรอื  (iii) m และ n เป็นจ านวนคี ่และ m<n 

 19.3  r = {(m,n)  | mn และ m5}{(m,5)| m} 
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การจดัการเรียนการสอน 
 

บทท่ี 4  เร่ือง ฟังกช์นั 
 

กระบวนวิชา แนวคดิหลกัมลูของคณติศาสตร ์ 
                  (Fundamental Concepts of Mathematics)   
 
ช่ือผูส้อน อาจารย ์ดร. สายญั ปนัมา 
 
เวลาท่ีใช้  9  ชัว่โมง 
 
วตัถปุระสงค ์

1. นกัศกึษาสามารถพสิจูน์กฏพืน้ฐานเกีย่วกบัฟงัก์ชนัได ้
2. นกัศกึษาสามารถพสิจูน์ว่าฟงักช์นัทีก่ าหนดใหเ้ป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง  

ฟงักช์นัทัว่ถงึ ฟงักช์นัคงสภาพอนัดบัได ้
 
กิจกรรมการเรียนการสอน 

1. บรรยาย 
2. แบ่งกลุ่มท าแบบฝึกหดั 
3. ตวัแทนแต่ละกลุ่มน าเสนอค าตอบหน้าชัน้เรยีน 

 
ส่ือการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนรายวชิา แนวคดิหลกัมลูของคณติศาสตร ์
2. กระดาษ และปากกา 
3. เครือ่งฉายทบึแสง 
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บทท่ี 4 
ฟังกช์นั (Functions) 

ในบทน้ีเราจะกล่าวถงึบทนิยาม และพสิจูน์สมบตัต่ิางๆ ของฟงักช์นั ฟงักช์นัประกอบ

และฟงักช์นัผกผนั อมิเมจและอนิเวอรส์อมิเมจของฟงัก์ชนั ฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง และฟงักช์นั

ทัว่ถงึ ฟงักช์นัคงสภาพ  

4.1.บทนิยามของฟังกช์นั 

 ฟงักช์นัเป็นความสมัพนัธจ์ากเซตหน่ึงไปยงัอกีเซตหน่ึง โดยก าหนดว่า ส าหรบัสมาชกิ

ในเซตแรกจบัคู่กบัสมาชกิเพยีงตวัเดยีวในเซตทีส่อง ซึง่เราสามารถนิยามในรปูสญัลกัษณ์ได้

ดงันี้ 

บทนิยาม 4.1. ให ้A และ B เป็นเซต และ f  A x B เรากล่าวว่า 

1. f  เป็น ฟังกช์นัหรือการส่ง( function หรอื mapping) กต่็อเมือ่  

    ส าหรบัทุก x  A และทุก y, zB  ถา้ (x , y) , (x , z) f  แลว้  y = z 
2. f  เป็นฟงักช์นัจาก A ไป B กต่็อเมือ่  
    (i) ส าหรบัทุก x  A และทุก y, zB ถา้ (x , y) , (x , z) f  แลว้  y = z 
    (ii) Df = A 
 
** ก าหนดสญัลกัษณ์ f : A B  แทน  f  เป็นฟงักช์นัจาก A ไป B  
 
ตวัอย่าง 4.2.  ให ้A = {1,2,3} และ B =  {a,b,c,d} และ 
 f  = {(1,a),(1,b),(2,c)} 
 g = {(1,a),(2,a)} 
 h = {(1,a),(2,a),(3,b)} 
จะไดว้่า  f  ไมเ่ป็นฟงัก์ชนั เพราะ (1,a), (1,b)f แต่ a  b 
              g เป็นฟงักช์นั แต่ไมเ่ป็นฟงัก์ชนั จาก A ไป B เพราะว่า DgA 
 h เป็นฟงักช์นัจาก A ไป B 
    
บทนิยาม 4.3.  ให ้f  A x B เป็นฟงัก์ชนั ถา้ (x , y) f  แลว้เราจะเขยีน y = f(x) 
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ตวัอย่าง 4.4.   ให ้f = {(x,y)| y = x2+ 2} จงแสดงว่า f เป็นฟงักช์นัจาก  ไป   

และจงหา Rf 

 1)  จะแสดงว่า f เป็นฟงัก์ชนัจาก  ไป  

            จาก f   ท าให ้Df   

      ให ้x   จะไดว้่าม ีy = x2+ 2   นัน่คอื (x,y)  f ท าให ้x  Df  

     ดงันัน้   Df  จะไดว้่า Df  =  

     ให ้(x,y),(x,z)f ดงันัน้ y = x2+ 2 และ z = x2+ 2 ท าให ้y = z 

     ดงันัน้ f เป็นฟงักช์นั สรุปไดว้่า f เป็นฟงักช์นัจาก  ไป  

2)  ให ้y  Rf ดงันัน้จะม ีx ซึง่ (x,y)f นัน่คอื y = x2+ 2 

    เนื่องจาก x2 
 0 ทุก x ดงันัน้ y  2 ท าให ้y[2, )  

    จะไดว้่า Rf  [2, )  ในทางกลบักนั ถา้ให ้y[2, )  
    จะไดว้่า y  2 หรอื y-2  0 เลอืก x = y - 2  

     จะไดว้่า x2 = y – 2  นัน่คอื y = x2+ 2 ท าให ้(x,y) f 

              ดงันัน้ yRf  สรปุไดว้่า [2, )Rf ดงันัน้ Rf = [2, )     ❏ 
 

** 1. ให ้ A  จะเรยีก f : A   ว่า ฟังกช์นัค่าจริง (real- valued function) 

          และถา้ A   จะเรยีก f : A   ว่า ฟังกช์นัค่าจริงของตวัแปรจริง 

                                                                          (real- valued function of real variable) 

      2. การก าหนด f  A x B  โดยก าหนด f(x) ในรปูพชีคณติของ x ใน A 
          ถา้ตรวจสอบไดว้่า f  เป็นฟงักช์นั แลว้เราจะกล่าวว่า การก าหนด f เป็นไปอยา่ง 
            แจ่มชดั (well - defined) 
             
 

ตวัอย่าง 4.5.   ให ้ เป็นเซตของจ านวนตรรกยะ ก าหนด f = {(m/n, y) x |  y = m-n} 

จงตรวจสอบว่า การก าหนด f  เป็นไปอย่างแจม่ชดัหรอืไม่ 
วิธีท า  จะเหน็ว่า ม ี(1/3, -2), (3/9, -6) f ซึง่ 1/3 = 3/9  แต่ -2  -6 
ดงันัน้ f ไมเ่ป็นฟงัก์ชนั นัน่คอื f ไมเ่ป็นไปอยา่งแจ่มชดั 
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ตวัอย่าง 4.6.   ให ้k  และ  f :    ก าหนดโดย  f(x) =k  ทุก x  จะไดว้่า 

f เป็นฟงักช์นัทีเ่ป็นไปอย่างแจม่ชดั เรยีกฟงัก์ชนัน้ีว่า ฟังกช์นัคงตวั (constant function) 
 

ตวัอย่าง 4.7  ให ้ แทนเอกภพสมัพทัธ ์A    นิยาม A:  {0,1} โดยที ่

    A(x) = 




0

1  ,x A

,x -A




 

เราเรยีก A ว่า ฟังกช์นัลกัษณะเฉพาะ (the characteristic function) ของ A  

เช่น ให ้ =  และ A = [0,1) จะได ้ฟงักช์นัลกัษณะเฉพาะของ A 

A:  {0,1}   โดยที ่    A(x) = 




0

1  
[0,1) x,

[0,1)x,



  

ตวัอย่าง 4.8.   ให ้x   

ก าหนดสญัลกัษณ์  x  คอื จ านวนเตม็ทีน้่อยทีสุ่ดซึง่มากกว่าหรอืเท่ากบั x 
                  และ x  คอื จ านวนเตม็ทีม่ากทีสุ่ดซึง่น้อยกว่าหรอืเท่ากบั x 
เช่น 2.5 =3 และ  2.5=2  

แต่ละ  x  ก าหนดให ้ f(x) =x    จะไดว้่า   f :   

             และก าหนดให ้ g(x) =x    จะไดว้่า   g :       

จะเรยีก  f  ว่า  เพดาน (ceiling)  และเรยีก g ว่า พื้น (floor) 
 
ตวัอย่าง 4.9.   ให ้A    และแต่ละ x  A   ก าหนดให ้iA(x)=x 
จะไดว้่า iA: A A   เรยีก iA ว่า ฟังกช์นัเอกลกัษณ์ (identity function) บน A 
 

บทนิยาม 4.10.  จะเรยีกฟงักช์นัทีม่โีดเมนเป็นเซตของจ านวนธรรมชาต ิ ว่า ล าดบั 

(sequences) และเรยีกฟงักช์นัทีม่โีดเมนเป็นเซตของจ านวนธรรมชาต ิ และมเีรนจเ์ป็นเซต

ยอ่ยของ  ว่า ล าดบัของจ านวนจริง (sequences of real number) 

 
บทนิยาม 4.11.  ให ้A  จะเรยีก f : A x AA ว่า การด าเนินการทวิภาค (binary 
operation) บน A 
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ตวัอย่าง 4.12.  ก าหนด f :   โดยที ่f(a,b) = a + b 

จะไดว้่า f เป็นไปอย่างแจ่มชดั นัน่คอื f เป็น การด าเนินการทวภิาค บน  

  
 
ทฤษฎีบท 4.13.  ให ้ f และ g เป็นฟงักช์นั  

จะไดว้่า f = g กต่็อเมือ่ Df = Dg และ f(x) = g(x) ทุก xDf 
พิสจูน์ ()สมมตใิห ้f = g จะแสดงว่า  Df = Dg และ f(x) = g(x) ทุก xDf 

ให ้xDf จะไดว้่าม ีy ซึง่ (x,y)f  จาก f = g จะไดว้่า (x,y)g ท าให ้xDg ดงันัน้ Df  Dg 
ท านองเดยีวกนัจะไดว้่า Dg  Df ดงันัน้ Df = Dg 

จาก (x,y)f  และ (x,y)g จะไดว้่า f(x) = y และ g(x) = y ท าให ้f(x) = g(x) 
() สมมตใิห ้Df = Dg และ f(x) = g(x) ทุก xDf จะแสดงว่า  f = g 
ให ้(x,y)f  ดงันัน้ f(x) = y และ xDf ท าให ้y = f(x) = g(x) ดงันัน้ (x,y)g ท าให ้f  g 

ท านองเดยีวกนัจะไดว้่า g  f  ดงันัน้ f = g      ❏ 

 

ตวัอย่าง 4.14.  ให ้f และ g เป็นเซตยอ่ยของ   และเป็นฟงักช์นัทีก่ าหนดโดย 

f(x) =1/(x - 1) และ g(x) =(x+1)/(x2-1)   จงแสดงว่า f = g 

วิธีท า จะเหน็ว่า Df = Dg = -{1} และ แต่ละ n-{1} จะไดว้่า  

g(n) =(n+1)/(n2-1)   
      = (n+1)/((n-1)(n+1)) 
      = 1/(n-1) 
      = f(n) 
ดงันัน้ f = g 
 

ตวัอย่าง 4.15.  ให ้f และ g เป็นเซตยอ่ยของ   x  และเป็นฟงักช์นัทีก่ าหนดโดย 

f(x) = x+1 และ g(x) = (x2 -1)/(x - 1)    
จงพจิารณาว่า  f = g หรอืไมเ่พราะเหตุใด 

วิธีท า เนื่องจาก Df =  แต่ Dg = -{1} ดงันัน้ Df  Dg
  ท าให ้f  g 
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4.2.  ฟังกช์นัประกอบและฟังกช์นัผกผนั (Composite Function and Inverse Function) 
 ในหวัขอ้น้ีเราจะกล่าวถงึการสรา้งฟงักช์นัใหม่จากฟงัก์ชนัทีก่ าหนดให ้ 
 
บทนิยาม 4.16. ให ้r  A x B และ s  B x C และ Rr Ds   
ก าหนด ความสมัพนัธ์ประกอบ (composite relation) ของ r และ s เขยีนแทนดว้ย  sor คอื 
เซตของคู่อนัดบั 
ทีก่ าหนดโดย  sor = {(a,c)  A x C | ม ีb  B ทีท่ าให ้(a,b)  r และ (b,c)  s } 
ดงันัน้ sor จะเป็นความสมัพนัธจ์าก A ไป C 
โดยที ่Dsor= {aA | ม ีcC ซึง่ (a,c)sor} 
หมายเหตุ Dsor   Dr   แต่ ไมจ่รงิเสมอไปที ่Dsor = Dr    
 
ตวัอย่าง 4.17.  ให ้A = {1, 2, 3, 4}, B ={x, y, z} และ C ={ p, q} 

ก าหนดความสมัพนัธ ์r  A x B และ s  B x C  ดงัแผนภาพในรปู 4.1.   จงหา Dsor 
 
                                                                                                                            
 
 
 
 
      รปู 4.1.        
   
วิธีท า   จากรปู จะไดว้่า r = {(1,x),(2,z), (3,z),(4,y)}  และ s = {(x,p),(y,q)} 
  และ   Dr = {1,2,3,4}    
                    และ   sor = {(1,p),(4,q)}  A x B  
 จะเหน็ว่า       Dsor = {1,4}  Dr 
 
หมายเหต ุสญัลกัษณ์ sor ถอื ล าดบัเป็นส าคญั     

ดงันัน้ ถา้เราพจิารณา (a,b)  sor นัน่หมายความว่า จะตอ้งม ีxB ซึง่ท าให ้
(a,x)r และ (x,b)s 
 
 
 
 

1 

2 
3 
4 

x 
y 

z 

p 
q 



 68 

 หมายเหต ุถา้ s และ r ในบทนิยาม 4.16  เป็นฟงักช์นั แลว้  sor  จะเป็นฟงักช์นั   

พิสจูน์    ให ้(a,c),(a,d) sor จะแสดงว่า c = d  

จาก (a,c) sor จะว่าม ีb1  B ซึง่ (a,b1)r และ (b1,c)s 
จาก (a,d) sor จะว่าม ีb2  B ซึง่ (a,b2)r และ (b2,d)s 
จาก r เป็นฟงัก์ชนั จะไดว้่า b1 = b2  

และจาก s เป็นฟงักช์นั จะไดว้่า c = d      ❏ 
 
บทนิยาม 4.18. ให ้f : AB และ g : BC  จะเรยีก gof ว่าเป็น ฟังกช์นัประกอบ 
(composite function) ของ f และ g 
 ให ้ (a,c) gof  นัน่คอื gof(a) = c 
           จาก  (a,c) gof   จะไดว้่าม ีbB ซึง่ (a,b)f และ (b,c)g 
 นัน่คอื f(a)=b และ g(b)=c ดงันัน้ c=g(b)=g(f(a)) 
 สรปุไดว้่า gof(a) = g(f(a)) 
 

ตวัอย่าง 4.19.  ให ้ f = {(x,y)  x   | y = x+3}  และ g = {(x,y)  x   | y = x2+1} 

จงหา gof  และ fog 

วิธีท า   เนื่องจาก Df = Dg =   จะไดว้่า Dgof  = {x | x Df  และ f(x)Dg} 

            = {x | x   และ f(x) } 

            =  

ท านองเดยีวกนัจะไดว้่า Dfog  =  

ส าหรบั x Dgof จะไดว้่า gof(x) = g(f(x)) = g(x+3) = (x+3)2 + 1 = x2 + 6x +10 
ดงันัน้ gof = {(x,y) | y= x2 + 6x +10 } 

ท านองเดยีวกนัจะไดว้่า fog = {(x,y) | y= x2 + 4 }     ❏ 
 
บทนิยาม 4.20. ให ้r  A x B ความสมัพนัธ์ผกผนั (inverse relation) ของ r  
เขยีนแทนดว้ย r-1  คอื ความสมัพนัธจ์าก B ไป A ซึง่ก าหนดโดย r-1 = {(y,x) | (x,y)  r } 
เช่น  ให ้A = {1,2,3} และ B = {a,b,c,d} และ r = {(1,a),(2,a),(3,d)} 
จะไดว้่า r-1 = {(a,1),(a,2),(d,3)}  
จะเหน็ว่า r เป็นฟงักช์นั แต่  r-1 ไมเ่ป็นตอ้งเป็นฟงักช์นั และ -1r 

D =  Rr  และ -1r 
R =  Dr 

** ถา้ r เป็นฟงักช์นัแลว้  r-1 ไมจ่ าเป็นตอ้งเป็นฟงักช์นั 
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บทนิยาม 4.21. ให ้ f  A x B เป็นฟงักช์นั และ f-1 เป็นความสมัพนัธผ์กผนัของ f  
ถา้ f-1 เป็นฟงักช์นัแลว้จะเรยีก f-1 ว่าเป็น ฟังกช์นัผกผนั (inverse function) ของ f   
 
 ทฤษฎีบท 4.22. ให ้r  A x B  s  B x C และ t  C x D จะไดว้่า 

1. to(sor) = (tos)or  2. iBor = r   และ roiA= r    
3. (r-1)-1 = r   4. (sor)-1 = r-1o s-1 
5. 1-r 

D =  Rr   6. 1-r 
R =  Dr 

พิสจูน์  จะพสิูจน์เพยีงขอ้ 4 ทีเ่หลอืใหท้ าเป็นแบบฝึกหดั 
4. จะแสดงว่า (sor)-1 = r-1o s-1 
    ให ้(x,y) เป็นคู่อนัดบัใด ๆ จะไดว้่า 
  (x,y) (sor)-1   (y,x) sor  
             ม ีbB ซึง่ (y,b)r และ (b,x)s 
     ม ีbB ซึง่ (b,y)r-1 และ (x,b)s-1 

     ม ีbB ซึง่ (x,b)s-1และ(b,y)r-1   
     (x,y) r-1o s-1 

    ดงันัน้ (sor)-1 = r-1o s-1        ❏ 
 
ตวัอย่าง 4.23.  ให ้A = {1, 2, 3, 4}, B ={x, y, z} และ C ={ p, q} 

และให ้r  A x B  และ s  B x C โดยที ่
r = { (1,x),(2,y),(3,y), (3,z)}  และ s = { (x,p),(y,p),(z,q)}    
จะไดว้่า r1 = {(x,1),(y,2),(y,3),(z,3)} และ s-1 = {(p,x),(p,y),(q,z)} 
และ sor = {(1,p),(2,p),(3,p),(3,q)}  
ดงันัน้ (sor)-1 = {(p,1),(p,2)(p,3),(q,3)} = r1o s-1 
 
ทฤษฎีบท 4.24.  ถา้ f เป็นฟงักช์นัจาก A ไป B และ  f-1 เป็นฟงักช์นัจาก Rf ไป A แลว้จะไดว้่า 
1.  f-1of =  iA                       2. fof-1 = 

fRi    

พิสจูน์   ให ้f : AB และ f-1 : RfA  

1.  D f
-1

of = {x A | xDf และ f(x)D f
-1} = A 

    ให ้ xA จะแสดงว่า  f-1of (x)= iA(x)  
    สมมตวิ่า f-1of (x)= y ดงันัน้   f-1(f (x))= y  นัน่คอื (f(x),y)f-1     
    จาก (x,f(x))f  ดงันัน้ (f(x),x)f-1   
    เนื่องจาก f-1 เป็นฟงักช์นั ดงันัน้ x=y นัน่คอื  f-1of (x)= iA(x) = x 
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    สรปุไดว้่า  f-1of =  iA 

2. ท าเป็นแบบฝึกหดั         ❏ 
                    

 ** โดยทฤษฎบีท 4.24  จะไดว้่า ถา้ f: AB และ  f-1 :Rf A   แลว้ 
 1. แต่ละ x A ไดว้่า f-1of (x) = x 

2. แต่ละ y Rf ไดว้่า f
-1of (y) = y 

 

ตวัอย่าง 4.25.   1. ให ้ f = {(x,y)  x   | y =1/(x+2) }   

                        จงแสดงว่า f-1 เป็นฟงัก์ชนั และจงหาค่า f-1 (x)  ทุก x  1- f
D             

            2. ให ้ g = {(x,y)  x   | y = x+(1/x)}   

                        จงหา g-1 และจงพจิารณาว่า g-1 เป็นฟงักช์นัหรอืไม่ 

วิธีท า 1. ให ้ f = {(x,y)  x   | y = 1/(x+2) }   จะไดว้่า Df = {x | x-2 }=-{2} 

และ Rf = {y | ม ีx  ซึง่ (x,y)f} 

ให ้y Rf จะไดว้่าม ีx   ซึง่ (x,y) f นัน่คอื y = 1/(x+2) จะได ้x = (1- 2y)/y  โดยที ่y0 

ในทางกลบักนั ถา้ y0 เลอืก x = (1- 2y)/y จะได ้xy = 1– 2y นัน่คอื y = 1/(x+2) โดยที ่x0 

ดงันัน้  Rf = -{0} จะไดว้่า  f : -{2}  และ f-1  Rf  Df  

ต่อไปจะแสดงว่า f-1 เป็นฟงักช์นั  
เนื่องจาก (x,y) f-1  (y,x)f   x = 1/(y+2) จะไดว้่า y = (1- 2x)/x 

ดงันัน้   f-1(x) =  y = (1- 2x)/x โดยที ่x0 และ  f-1 : -{0}  

2. ท าเป็นแบบฝึกหดั         ❏ 
            

บทนิยาม 4.26. ให ้f: AB และ D  A การก ากดั ( restriction) ของ f บน D  
เขยีนแทนดว้ย  f|D คอืเซตของคู่อนัดบัทีก่ าหนดโดย f|D={(x,y)  f |  x  D} 
และเราจะเรยีก f ว่าเป็น ภาคขยาย (extension) ของ f|D 
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ตวัอย่างให ้4.27. ให ้f :     ก าหนดโดย f(x) = x2   ทุก x     

จงเขยีนกราฟของ f|Dเมือ่  D=[-1,2]                          
 วิธีท า ได ้ f|D={(x,y)  f |  x  [-1,2]  }          Y 
                                                                            
 
 
                                                    
                                                                                      X 
                                                        -1           1      2         
 
      รปู 4.2. 
 
 
4.3.  ฟังกช์นัทัว่ถึง และฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง  
(Onto Functions and One-to-One Functions) 
 ในหวัขอ้น้ีเราจะกล่าวถงึฟงักช์นัทีม่ลีกัษณ์พเิศษเรยีกว่าฟงักช์นัทัว่ถงึ และฟงักช์นัหน่ึง
ต่อหนึ่ง ซึง่จะเป็นส่วนส าคญัในการศกึษาเซตจ ากดัและเซตอนนัตใ์นบทต่อไป 
 
บทนิยาม 4.28.  ให ้f : AB จะกล่าวว่า f เป็น ฟังกช์นัทัว่ถึง (onto function หรอื 
surjection)  กต่็อเมือ่ เรนจข์อง f  เท่ากบั B   นัน่คอื Rf = B 

เนื่องจาก Rf  B ดงันัน้จะไดว้่า f เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ กต่็อเมือ่ B  Rf 
นัน่คอืในการพสิจูน์ว่า f เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ  
เราจะแสดงว่า ส าหรบัทุก yB จะม ีx  A ซึง่ (x,y)f 
 

ตวัอย่าง 4.29.  ให ้f :     ก าหนดโดย f(x)= 6x-5  จงแสดงว่า f เป็นฟงัก์ชนัทัว่ถงึ 

พิสจูน์  ให ้y จะหา x  ซึง่ y = 6x -5  เลอืก x = (y+5)/6  จะไดว้่า x  และ  

f(x) = 6((y+5)/6) = y  ดงันัน้ y Rf ท าให ้B  Rf สรปุไดว้่า f เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ  ❏

    

ตวัอย่าง 4.30.  ให ้g :    ก าหนดโดย g(x) = |x +1|   

จงแสดงว่า g ไมเ่ป็นฟงัก์ชนัทัว่ถงึ  

พิสจูน์  จะเหน็ว่า |x+1|0 ทุก x เลอืก y = -1  ไดว้่า |x+1|>-1 ทุก x 
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ดงันัน้ g(x) = |x +1|-1 ทุก x จะไดว้่า g ไมเ่ป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ     ❏ 

 

ตวัอย่าง 4.31.  ให ้g :     ก าหนดโดย g(x,y) = |x +y|  จงแสดงว่า g  เป็นฟงัก์ชนั

ทัว่ถงึหรอืไม ่ 

พิสจูน์ ท าเป็นแบบฝึกหดั        ❏ 
 
บทนิยาม 4.32. ให ้f : AB จะกล่าวว่า f เป็น ฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง หรอื ฟังกช์นั 1-1  
(one-to-one function หรือ injection) กต่็อเมือ่ ส าหรบัทุก x, w  A  และทุก y  B   
ถา้ (x,y)  f  และ (w,y)  f   แลว้ x = w 
นัน่คอื f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง กต่็อเมือ่ ส าหรบัทุก x, w  A  ถา้ f(x)=f(w) แลว้ x=w 
 

ตวัอย่าง 4.33. ให ้f :    ก าหนดโดย f(x) = 6x-5 จงแสดงว่า f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 

พิสจูน์ ให ้x,w และ f(x)=f(w)   

จะไดว้่า 6x-5 = 6w-5  ดงันัน้ x = w  สรปุไดว้่า f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง   ❏ 

 
  ** จากนิยาม 4.32.  ส าหรบั f : AB จะไดว้่า 
1. f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง กต่็อเมือ่  ส าหรบัทุก x, w  A  ถา้ xw แลว้ f(x)f(w)  
2. f ไมเ่ป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง กต่็อเมือ่  ม ีx, w  A  ซึง่ xw แต่  f(x)=f(w)  
 

ตวัอย่าง 4.34.  ให ้g :   (0,1] ก าหนดโดย g(x)=
1x

1
2 

 

จงแสดงว่า g  ไมเ่ป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 
พิสจูน์  เลอืก x=1 และ y=-1 จะไดว้่า xy แต่ g(x)=g(1)=1/2 =g(-1)=g(y) 

ดงันัน้ g  ไมเ่ป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง       ❏ 
 

ตวัอย่าง 4.35.  ให ้g :    ก าหนดโดย g(x) = (x ,0)  จงแสดงว่า g  เป็นฟงักช์นั

ทัว่ถงึหรอืไม ่ 

พิสจูน์ ท าเป็นแบบฝึกหดั        ❏ 
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ทฤษฎีบท 4.36.  ให ้f : AB จะไดว้่า  
1. f-1:Rf A  กต่็อเมือ่ f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 
2. ถา้ f และ f-1 เป็นฟงักช์นั แลว้ f-1 เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 
พิสจูน์  1. ให ้f : AB  

()  สมมตใิห ้f-1:Rf A  จะแสดงว่า f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 
    ให ้(x,y),(w,y)f ดงันัน้ (y,x),(y,w) f-1 เนื่องจาก f-1 เป็นฟงักช์นั 
 จะไดว้่า x=w ดงันัน้ f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 
()  สมมตใิห ้f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง จะแสดงว่า f-1 เป็นฟงักช์นั 
 ให ้(x,y),(x,z)f-1 ดงันัน้ (y,x),(z,x)f เนื่องจาก f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 
 จะไดว้่า y=z ดงันัน้ f-1 เป็นฟงักช์นั 
2. ให ้f และ f-1 เป็นฟงักช์นั จะแสดงว่า f-1 เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 
    ให ้(x,y),(w,y)f-1 ดงันัน้ (y,x),(y,w) f- เนื่องจาก f เป็นฟงักช์นั จะไดว้่า x=w 

    สรปุไดว้่า f-1 เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง       ❏ 
บทแทรก 4.37.  ถ้า f : AB เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ และหน่ึงต่อหน่ึง  
แลว้ f-1: B A   เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ และหน่ึงต่อหน่ึง 
พิสจูน์  ให ้f : AB เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ และหน่ึงต่อหน่ึง จะไดว้่า  Rf = B 
โดย ทฤษฎบีท 4.36. ขอ้ 1  จะไดว้่า f-1:Rf A  นัน่คอื f-1: BA   
ดงันัน้ f : AB และ f-1: BA  โดยทฤษฎบีท 4.36. ขอ้ 2  
ท าใหไ้ดว้่า  f-1 เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 

จาก Df = R f
-1 ดงันัน้ R f

-1=A นัน่คอื f-1 เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ     ❏ 
 
ทฤษฏีบท 4.38.  
1. ถา้ f : AB เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ และ g: BC เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ  
     แลว้ gof: AC เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ 
2. ถา้ f : AB และ g: BC  และ gof: AC เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ 
     แลว้ g  เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ 
พิสจูน์  1. ให ้ f : AB เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ และ g: BC เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ  
จะแสดงว่า gof: AC เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ  
ให ้cC จาก g: BC เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ ดงันัน้จะม ีbB ซึง่ g(b)=c 
และจาก f : AB เป็นฟงัก์ชนัทัว่ถงึ จะไดว้่าม ีaA ซึง่ f(a)=b 
ดงันัน้จะม ี aA ซึง่ gof(a)=g(f(a))=g(b)=c ท าให ้gof: AC เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ 
2. ให ้f : AB และ g: BC  และ gof: AC เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ  
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จะแสดง g  เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ 
ให ้cC จาก gof: AC เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ จะไดว้่าม ีaA ซึง่ gof(a)= c 
นัน่คอื g(f(a))=c  จาก f : AB ท าให ้f(a)B  

จะไดว้่า  b = f(a) B  ซึง่  g(b)=g(f(a))=c  ดงันัน้ g  เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ   ❏ 
 
ทฤษฏีบท 4.39. 
1. ถา้ f : AB เป็นฟงักช์นั1-1  และ g: BC เป็นฟงักช์นั 1-1  
     แลว้ gof: AC เป็นฟงักช์นั 1-1 
2. ถา้ f : AB และ g: BC  และ gof: AC เป็นฟงักช์นั 1-1 
     แลว้ f  เป็นฟงักช์นั 1-1 

พิสจูน์ ท าเป็นแบบฝึกหดั        ❏ 
 
 
ทฤษฏีบท 4.40.  ให ้f : AB และ g: BA จะไดว้่า 
                       g = f-1  กต่็อเมือ่ gof = iA  และ  fog = iB 

พิสจูน์ ให ้f : AB และ g: BA 

() สมมตใิห ้g = f-1 จะแสดงว่า  gof = iA  และ  fog = iB 
จาก g = f-1 จะไดว้่า Dgof =Df =A  ให ้xA จะไดว้่า (x,f(x))f  ท าให ้(f(x),x)f-1   
ดงันัน้ (f(x),x)g ท าให ้g(f(x))=x ดงันัน้ gof(x)=g(f(x))=x=iA(x) สรปุไดว้่า gof = iA   
ในท านองเดยีวกนัจะไดว้่า fog = iB 
()สมมตใิห ้gof = iA และ fog = iB จะแสดงว่า g = f-1 
โดยจะแสดงว่า Dg=D f

-1 และ g(s)= f-1(s) ทุก s Dg=B 
เราจะเริม่ตน้โดยการแสดงว่า Dg=D f

-1 
ให ้xDg=B จะไดว้่าม ีwA ซึง่ g(x)=w และ fog(x)=iB(x)=x นัน่คอื f(g(x))=x 
จะไดว้่า f(w)=x ดงันัน้ (x,w) f-1 ไดว้่า x D f

-1 สรปุไดว้่า DgD f
-1 

ในท านองเดยีวกนัจะไดว้่า D f
-1
 Dg ดงันัน้ Dg=D f

-1 
ต่อไปจะแสดงว่า g(s)= f-1(s) ทุก s Dg 
ให ้s Dg =B จะไดว้่าม ีtA ซึง่ g(s)=t ดงันัน้ fog(s)=iB(s)=s  
นัน่คอื f(t)=s จะไดว้่า (t,s)f ท าให ้(s,t) f-1 นัน่คอื f-1(s)=t=g(s) 

สรปุไดว้่า g = f-1         ❏ 
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ตวัอย่าง 4.41.  ให ้f(x) = 2x และ g(x) = 
2

x  ทุก x   จงแสดงว่า g = f-1   

วิธีท า ให ้f(x) = 2x และ g(x) = 
2

x  ทุก x   จะแสดงว่า g = f-1   

โดยทฤษฎบีทที ่4.40. เราจะแสดงว่า gof = iA  และ  fog = iB โดยที ่A=B= 

ให ้x จะไดว้่า gof(x)=g(f(x))=g(2x)=(2x)/2=x 

                 และ  fog(x)=f(g(x))=f(x/2)=2(x/2)=x 
จะไดว้่า gof = iA  และ  fog = iB สรปุว่า g = f-1   
 

ตวัอย่าง 4.42.  ให ้f :     ก าหนดโดย  f(x) = 








0 xif  x-1

0 xifx  1

2
 และ 

                          g :     ก าหนดโดย  g(x) = 








1 xif  x-1

1 xifx    1
   จงแสดงว่า g = f-1   

วิธีท า ท าเป็นแบบฝึกหดั 
บทนิยาม 4.43.  ให ้f : AB  
จะกล่าวว่า f เป็น การสมนัยหน่ึงต่อหน่ึง หรอื หน่ึงต่อหน่ึงทัว่ถึง 
( one - to- one correspondece หรือ bijection) กต่็อเมือ่ f  เป็นฟงักช์นั 1-1 และทัว่ถงึ 

ตวัอย่าง 4.44.   ให ้f :     โดยที ่f(x)= 6x-5   

วิธีท า จากตวัอยา่ง 4.27 และ 4.31 จะไดว้่า f  เป็นฟงักช์นั 1-1 และทัว่ถงึ 
ดงันัน้ f เป็นการสมนยัหนึ่งต่อหนึ่ง 
 
ทฤษฏีบท 4.45. ให ้f :AB เป็นการสมนัยหน่ึงต่อหนึ่งและ g : BC เป็นการสมนยัหนึ่งต่อ
หนึ่ง แลว้จะไดว้่า 1. gof :  AC เป็นการสมนยัหนึ่งต่อหนึ่ง 
    2. f-1: B A    เป็นการสมนัยหน่ึงต่อหนึ่ง 

พิสจูน์  ใชบ้ทแทรก 4.37. และ ทฤษฎบีท 4.38. และ 4.39.    ❏ 
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4.4. อิมเมจ และอินเวอรส์อิมเมจของฟังกช์นั  
(Image and Inverse Image of Functions) 

บทนิยาม 4.46.  ให ้ f : AB  และ  XA และ  YB 
อิมเมจของ X ภายใต้ f (image of X under f) เขยีนแทนดว้ย f(X) คอืเซต 
f(X) = { b B |  x X ซึง่ f(x) = b} 
อินเวอรส์อิมเมจของ Y ภายใต้ f ( inverse image of Y under f) เขยีนแทนดว้ย f-1(Y)  
คอืเซต f-1(Y) = { a A |  f(a) Y } 
ดงันัน้จะไดว้่า   f(X)  Rf    และ  f(A) = Rf  และ f

-1(Y) Df   และ  f
-1(B) = A 

 

ตวัอย่าง 4.47. ให ้f :    โดยที ่ f(x)= |x+1|-1 และให ้X=[-2,3] และ Y=[-1,0] 

จงหา f(X),  f-1(Y), f({2,-4}) และ f-1({-
2

1 }) 

วิธีท า ให ้bf(X) จะไดว้่าม ีxX=[-2,3] ซึง่ f(x)=b นัน่คอื |x+1|-1=b 
พจิารณาแยกเป็น 2 กรณดีงันี้ 
กรณทีี ่1. -1x3  จะไดว้่า b=|x+1|-1=x+1-1=x ดงันัน้ b[-1,3] 
กรณทีี ่2. -2x<-1  จะไดว้่า b=|x+1|-1= -x-1-1 = -x-2 ดงันัน้ b(-1,0] 
นัน่คอื b[-1,3] (-1,0]= [-1,3] จะไดว้่า f(X) [-1,3] 
ในทางกลบักนัให ้b[-1,3] จะไดว้่า f(b)=|b+1|-1=b ดงันัน้ bf(X) ท าให ้
 [-1,3]  f(X) สรปุไดว้่า f(X) = [-1,3] ท านองเดยีวกนัจะไดว้่า f-1(Y)=[-2,0]   

และ f({2,- 4})={f(2),f(-4)}={2} และ f-1({-
2

1 })={(-1)/2, (-3)/2}    ❏

      
ทฤษฎีบท 4.48. ก าหนดให ้f : AB   

1. ถา้ EFA  แลว้ f(E)  f(F)    2. ถา้ C DB แลว้ f-1(C)  f-1(D)   
พิสจูน์  ให ้f : AB   

1. สมมตใิห ้ EFA  จะแสดงว่า  f(E)  f(F) 
   ให ้yf(E) จะไดว้่าม ีxE ซึง่ f(x)=y 
   เนื่องจาก EF ดงันัน้ xF และ yf(F) ไดว้่า f(E)  f(F) 
2. สมมตใิห ้C DB จะแสดงว่า  f-1(C)  f-1(D)   
    ให ้x f-1(C) ดงันัน้ f(x)CD จะไดว้่า x f-1(D)   

    สรปุไดว้่า f-1(C)  f-1(D)          ❏ 
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ทฤษฎีบท 4.49.  ก าหนดให ้f : AB  และส าหรบัแต่ละ  I ให ้ A  A จะไดว้่า 
1. 

II

)f(A)Af(









  

2. 
II

)f(A)Af(









  

พิสจูน์   ให ้f : AB  และส าหรบัแต่ละ  I ให ้ A  A 
1. จะแสดงว่า 

II

)f(A)Af(









   

    ให ้y เป็นสมาชกิใด ๆ จะไดว้่า 
                 y

I

f( A )



    ม ี x
I

A



ซึง่ f(x)=y 

                                        ม ี x βA  ส าหรบับาง I  ซึง่ f(x)=y                                                  
    

 

       y=f(x)f( βA ) ส าหรบับาง I   

       y
I

f(A )



 

    สรปุไดว้่า 
II

)f(A)Af(









  

2. ท าเป็นแบบฝึกหดั         ❏ 
 
ทฤษฎีบท 4.50.  ก าหนดให ้f : AB  และส าหรบัแต่ละ  I ให ้ B  B จะไดว้่า 
1. 

I

-1

I

-1 )(Bf)B(f









  

2. -1 -1

I I

f ( B )= f (B ) 

  

 

พิสจูน์   ให ้f : AB  และส าหรบัแต่ละ  I ให ้ B  B 
1.  จะแสดงว่า 

I

-1

I

-1 )(Bf)B(f









  

    ให ้x เป็นสมาชกิใด ๆ จะไดว้่า 
                 x -1

I

f ( B )



  f(x) 
I

B



 

                                       f(x) βB  ส าหรบับาง I   

     xf-1( βB ) ส าหรบับาง I   

     x -1

I

f (B )



 

    สรปุไดว้่า 
I

-1

I

-1 )(Bf)B(f









  

2. ท าเป็นแบบฝึกหดั         ❏ 
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4.5.  ฟังกช์นัคงสภาพอนัดบั (Order Preserving Functions)  
 ในหวัขอ้นี้เราจะศกึษาความสมัพนัธร์ะหว่างเซตอนัดบัสองเซต 
 

บทนิยาม 4.51.  ให ้(A,) และ (B,) เป็นเซตอนัดบับางส่วน และให ้f:AB จะกล่าวว่า 

1. f เป็น ฟังกช์นัคงสภาพอนัดบั(order preserving functions) หรอื ฟังกช์นัเพ่ิม 

    ( increasing functions )  กต่็อเมือ่ ส าหรบั x, y ใด ๆ ใน A ถา้ xy แลว้ f(x)f(y) 

2. f เป็น ฟังกช์นัเพ่ิมโดยแท้ (strictly increasing functions) กต่็อเมือ่  

   ส าหรบั x, y ใด ๆ ใน A ถา้ xy แลว้ f(x)f(y) 
 
ตวัอย่าง 4.52. ให ้A={a,b,c,d} และ B={u,v,w} และก าหนด 

 = {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(c,a),(c,b),(d,c),(d,a),(d,b)}AA 

= {(u,u),(v,v),(w,w),(u,w),(u,v),(v,w)}BB 

จะไดว้่า  เป็นอนัดบับางส่วนบน A และ เป็นอนัดบับางส่วนบน B 

     ก าหนด f ={(a,w),(b,v),(c,u),(d,u)}  จะไดว้่า f:AB ดงัรปู 4.3. 
 
                                         
                  a         b               w                      
                                                      f  
                       c           v 
 
              d                             u 
     รปู 4.3.  

จะเหน็ว่า ส ากรบั x, y ใด ๆ ใน A ถา้ xy แลว้ f(x)f(y) 

ดงันัน้ f เป็นฟงักช์นัคงสภาพอนัดบั 
 
ตวัอย่าง 4.53. ให ้A={a,b,c} และ B={u,v,w} 

 ={(a,a),(b,b), (c,c),(c,a),(c,b)} 

 ={(u,u),(v,v), (w,w),(w,u),(w,v)} 

จะไดว้่า (A, ) และ (B, ) เป็นอนัดบับางส่วน 
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ให ้f:AB ทีก่ าหนดโดย f={(a,v),(b,c), (c,w)} 
จะเหน็ว่า f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหนึ่ง ทัว่ถงึ และเป็นฟงักช์นัคงสภาพอนัดบั  

และมสีมบตัวิ่า ส ากรบั x, y ใด ๆ ใน A ถา้ f(x)f(y) แลว้ xy 

 

บทนิยาม 4.54. ให ้(A,) และ (B,) เป็นเซตอนัดบับางส่วน และให ้f:AB  

จะกล่าวว่า f เป็น สมสณัฐานอนัดบั (order isomorphism) กต่็อเมือ่ f เป็นฟงักช์นั 1-1 ทัว่ถงึ 

และ ส าหรบั x, y ใด ๆ ใน A ถา้ xy แลว้ f(x)f(y) 

และในกรณีนี้เราจะกล่าวว่า A สมสณัฐานอนัดบั (order isomorphic) กบั B 

เขยีนแทนดว้ย AB 
 

ตวัอย่าง 4.55.  ให ้P={(a,b)|a,b}และก าหนด  บน P ดงันี้  

ส าหรบัทุก ๆ (a,b), (c,d)P   (a,b)(c,d) กต่็อเมือ่ a+db+c 

จะไดว้่า (P,) เป็นอนัดบับางส่วน 

พจิารณาอนัดบับางส่วน (,) และก าหนด f :P ดงันี้ f((a,b))=a-b 

จะไดว้่า f เป็นฟงักช์นั 1-1 ทัว่ถงึ 

และ ส าหรบั x, y ใด ๆ ใน A ถา้ xy แลว้ f(x)f(y) 

ดงันัน้ f เป็นสมสณัฐานอนัดบั และ PA 
 

ทฤษฎีบท 4.56.  ให ้(A,) และ (B,) เป็นเซตอนัดบับางส่วน และให ้f:AB เป็นฟงักช์นั

หนึ่งต่อหนึ่ง ทัว่ถงึ  จะไดว้่า f เป็นสมสณัฐานอนัดบั กต่็อเมือ่ f และ f-1 เป็นฟงักช์นัคงสภาพ
อนัดบั 

พิสจูน์   ให ้(A,) และ (B,) เป็นเซตอนัดบับางส่วน และให ้f:AB เป็นฟงักช์นัหนึ่งต่อ

หนึ่ง ทัว่ถงึ จะไดว้่า f-1 (f(x))=x ทุก xA  
() สมมตใิห ้f เป็นสมสณัฐานอนัดบั จะไดว้่า f เป็นฟงักช์นัคงสภาพอนัดบั 

จะแสดงว่า f-1 เป็นฟงักช์นัคงสภาพอนัดบั ให ้x,yB และ xy จะแสดงว่า f-1(x) f-1(y) 

จาก f:AB เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ จะไดว้่า ม ีu,vA ซึง่ f(u)=x และ f(v)=y 
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ดงันัน้ f(u) f(v) จาก f เป็นสมสณัฐานอนัดบั ท าให ้uv  

ดงันัน้  f-1(x) =f-1 (f(u))=u v= f-1 (f(v))= f-1(y)  นัน่คอื f-1(x) f-1(y) 
สรปุไดว้่า f-1 เป็นฟงัก์ชนัคงสภาพอนัดบั 
() สมมตใิห ้f และ f-1 เป็นฟงักช์นัคงสภาพอนัดบั 

จะแสดงว่า f เป็นสมสณัฐานอนัดบั ให ้x,yA จะไดว้่า xy กต่็อเมือ่ f(x)f(y) 

ดงันัน้ f เป็นสมสณัฐานอนัดบั        ❏ 
 
ทฤษฎีบท 4.57.  ให ้A, B และ C เป็นเซตอนัดบับางส่วน จะไดว้่า 
1.  iA  เป็นสมสณัฐานอนัดบั  
2.  ถา้ f:AB เป็นสมสณัฐานอนัดบั แลว้ f-1:BA เป็นสมสณัฐานอนัดบั 
3.  ถา้ f:AB และ g:BC เป็นสมสณัฐานอนัดบั แลว้ g๐f :AC เป็นสมสณัฐานอนัดบั 
พิสจูน์  ท าเป็นแบบฝึกหดั 
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แบบฝึกหดัท้ายบทท่ี 4 
1. จงหาโดเมนและเรจน์ของความสมัพนัธต่์อไปน้ี พรอ้มทัง้ใหเ้หตุผลว่าเป็นฟงักช์นัหรอืไม่ 

     1.1 r = {(x,y)  x   | |x| + |y| = 1} 

 1.2 r = {(x,y)  x   | y2 
 x} 

 1.3 r = {(x,y)  x   | y = x2 +2x} 

 1.4 r = {(x,y)  | x = y2 +1} 

 1.5 r = {(,{}), ({},), (,)} 
2. จงแสดงว่าความสมัพนัธต่์อไปน้ีเป็นฟงัก์ชนัพรอ้มทัง้หาโดเมนและเรนจ ์

 2.1 r = {(x,y)  x   | y = 2 - x } 

 2.2 r = {(x,y)  x   | y = x/(x-1)} 

 2.3 r = {(x,y)  x   | y = |x+1|} 

3. ให ้A = {-1,0,1} และ  B = {2,4} จงยกตวัอย่างความสมัพนัธ ์  r  AB  
   ซึง่มสีมบตัต่ิอไปนี้ 
 3.1 r ไมเ่ป็นฟงักช์นั 
 3.2 r เป็นฟงัก์ชนั แต่ไมเ่ป็นฟงักช์นัจาก A ไป B 
 3.3 r เป็นฟงัก์ชนัจาก A ไป B โดยที ่Rr = B 
 3.4 r เป็นฟงัก์ชนัจาก A ไป B โดยที ่Rr  B 
4. จงแสดงว่าความสมัพนัธต่์อไปน้ี ไมเ่ป็นฟงัก์ชนั 

 4.1 r = {(x,y)   | x2 = y2} 

 4.2 r = {(x,y)   | (y-8)2 = x-1} 

5.ให ้  เป็นเอกภพสมัพทัธ ์และ   A    และ A เป็นฟงักช์นัลกัษณะเฉพาะบน A 
จงหา 

 5.1  {x  | A(x) = 1} 

 5.2  {x  | A(x) = 0} 

 5.3  {x  | A(x) = 2} 

6. ให ้f,g   x  จงอธบิายว่าท าไมฟงักช์นั f  g เมือ่ก าหนดให ้

 f(x) = (1-x2)/((x2+1)(x+1))  และ  g(x) = (1-x)/(x2+1) 
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7. จงหา fog และ gof  ส าหรบัแต่ละขอ้ต่อไปน้ี พรอ้มทัง้หาโดเมนของฟงักช์นัประกอบดว้ย 
 7.1 f(x) = 2x+7 และ g(x) = 7-5x  
 7.2 f(x) = (x+1)/(x+2) และ g(x) = x+1 

8. ให ้f และ g เป็นฟงัก์ชนัจาก  ไป  และก าหนด f+g และ fg ดงันี้ 

 f+g = {(a,c+d) | (a,c)f และ(a,d)g} และ 
 fg = {(a,cd)| (a,c)f และ(a,d)g } 
   จงพสิจูน์ว่า 8.1 f + g และ fg เป็นฟงักช์นั 
  8.2 (f+g)(x) = f(x) + g(x) และ (fg)(x) = f(x)g(x) 
9. จงยกตวัอยา่งฟงักช์นัต่อไปน้ี 
 9.1 ฟงักช์นั f และ g ทีซ่ึง่ fog(x) = (3x-6)3 
 9.2 ฟงักช์นั f และ g ทีซ่ึง่ fog(x) = cos(x3+1) 

10. ให ้ g = {(x,y)  x   | y = x+(1/x) }   

    จงหา g-1 และจงพจิารณาว่า g-1 เป็นฟงัก์ชนัหรอืไม่ 

11. ให ้f(x) = 2-(1/x) ทุก x จงเขยีนกราฟของฟงักช์นั f|[1,3]   และ f|{1,3} 

12. จงพสิูจน์ว่า ถา้ f และ g เป็นฟงักช์นั และ fg   แลว้ fg เป็นฟงักช์นั  
13. ให ้f : AB และ g : CD และ AC = E 
      จงพสิจูน์ว่า fg เป็นฟงักช์นัจาก AC ไป   BD กต่็อเมือ่ f|E = g|E 
14. จงพจิารณาว่าฟงักช์นัในขอ้ใดต่อไปน้ีเป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ ฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 
   พรอ้มทัง้พสิจูน์  

 14.1 f :     โดยที ่f(x)=(x/2) +3 

 14.2 f :   โดยที ่f(x)= -x +10 

 14.3 f :  โดยที ่f(x)=(x,x+1) 

 14.4 f :     โดยที ่f(x,y) = x+y 

 14.5 f : [2,) โดยที ่f(x) = x2+2 

 14.6 f : [2,3)[0,) โดยที ่f(x) = (x-2)/(3-x) 
15. ให ้f : AB  g : CA  และ h : CA จงพสิจูน์ว่า 
   ถา้ f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง และ fog = foh แลว้  g = h 
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16. ให ้f : AB และ g : BC จงพจิารณาว่าขอ้ความต่อไปนี้เป็นจรงิหรอืไม ่ 
    ถา้เป็นจรงิจงพสิจูน์ถา้เป็นเทจ็จงยกตวัอย่างคา้น 
     16.1 ถา้ gof : AC เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง แลว้ g : BC เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหนึ่ง 
     16.2 ถา้ gof : AC เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ แลว้ g : BC เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ 
17. จงพสิูจน์ว่า ถา้ h : AC เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ และ g : BD เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ และ   
    AB= แลว้ hg : ABCD เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ 
18. จงพสิูจน์ว่าถา้ h : AC เป็นฟงัก์ชนัหน่ึงต่อหน่ึงและ g : BD เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 
    และ AB= และ CD=  แลว้ hg : ABCD เป็นฟงัก์ชนัหนึ่งต่อหนึ่ง 
19. จงยกตวัอยา่งเซต A เซต B ฟงักช์นั f : AB  และ g : BA 
   ทีซ่ึง่ gof = iA และ gf-1 
20. ให ้f : AB  เป็นฟงัก์ชนัหน่ึงต่อหน่ึง ทัว่ถงึ  
   จงพสิจูน์ว่า ถา้ gof = iA หรอื fog = iB แลว้ g = f-1 

21.  21.1 ให ้f : AB   และ TB จงพสิจูน์ว่า f(f-1(T))T  
      21.2 ยกตวัอยา่งคา้นซึง่ T f(f-1(T)) 
22. 22.1 ให ้f : AB   และ SA จงพสิจูน์ว่า S f-1(f(S))  

     22.2 ยกตวัอยา่งคา้นซึง่ f-1(f(S))S 

23. ขอ้ความต่ไปนี้เป็นจรงิหรอืเทจ็ ถา้จรงิจงพสิูจน์ ถา้เทจ็ใหย้กตวัอยา่งคา้น 
 23.1 ถา้ f : AB เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ และ TB แลว้ f(f-1(T))=T  
 23.2 ถา้ f : AB  เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง และ SA แลว้ S= f-1(f(S)) 
24. ให ้f : AB และ CA และ DA  จงพสิจูน์ว่า 
     f(CD)=f(C)f(D) กต่็อเมือ่ f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 

25. ให ้(A,) และ (B,) เป็นเซตอนัดบับางส่วน จงพสิจูน์ 

      ถา้ f:AB เป็นฟงักช์นัหนึ่งต่อหนึ่ง และ เป็นฟงัก์ชนัคงสภาพอนัดบั 
      แลว้ f เป็นฟงักช์นัเพิม่โดยแท ้

26. ให ้(A,) และ (B,) เป็นเซตอนัดบับางส่วน จงพสิจูน์ 

      ถา้ f:AB เป็นฟงักช์นัคงสภาพอนัดบั และ  g : BC เป็นฟงักช์นัคงสภาพอนัดบั 
      แลว้ gof เป็นฟงักช์นัคงสภาพอนัดบั 
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การจดัการเรียนการสอน 
 

บทท่ี 5  เร่ือง เซตจ ากดัและเซตอนันต์ 
 

กระบวนวิชา แนวคดิหลกัมลูของคณติศาสตร ์ 
                  (Fundamental Concepts of Mathematics)   
 
ช่ือผูส้อน อาจารย ์ดร. สายญั ปนัมา 
 
เวลาท่ีใช้  6  ชัว่โมง 
 
วตัถปุระสงค ์

1. นกัศกึษาสามารถพสิจูน์สมบตัเิบือ้งตน้ของเซตจ ากดัและเซตอนนัตไ์ด้ 
2. นกัศกึษาสามารถตรวจสอบว่าเซตทีก่ าหนดใหเ้ป็นเซตจ ากดัหรอืเซตอนันตไ์ด้ 

 
กิจกรรมการเรียนการสอน 

1. บรรยาย 
2. แบ่งกลุ่มท าแบบฝึกหดั 
3. ตวัแทนแต่ละกลุ่มน าเสนอค าตอบหน้าชัน้เรยีน 

 
ส่ือการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนรายวชิา แนวคดิหลกัมลูของคณติศาสตร ์
2. กระดาษ และปากกา 
3. เครือ่งฉายทบึแสง 
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บทท่ี 5 
เซตจ ากดัและเซตอนันต ์(Finite and Infinite Sets) 

 ในบทน้ีเราจะกล่าวถงึ บทนิยามของเซตจ ากดัและเซตอนนัต์ ซึง่เป็นการแบ่งเซต
ออกเป็น 2 ชนิดคอื เซตจ ากดัและเซตอนนัต์ จากนัน้เราจะศกึษาสมบตัขิองเซตจ ากดัและเซต
อนนัต ์ดงักล่าว  
  
5.1.  บทนิยามของเซตจ ากดัและเซตอนันต์ (Definitions of Finite and Infinite Sets) 
 ในบทที ่2 เราไดศ้กึษาการเปรยีบเทยีบเซตในรปูของการเท่ากนั 
นัน่คอื A=B [x A x B]      ส่วนการเปรยีบเทยีบเซตสองเซตอกีแบบหนึ่ง คอืการสม
นยัหนึ่งต่อหนึ่ง ซึง่มนีิยามดงันี้ 
 
บทนิยาม 5.1. ให ้A และ B เป็นเซต จะกล่าวว่า 
1. A สมนัยหน่ึงต่อหน่ึง (one-to-one correspondence) กบั B  
   กต่็อเมือ่ มฟีงักช์นั f จาก A ไป B ทีเ่ป็นฟงัก์ชนั 1-1 ทัว่ถงึ 
   เขยีนแทนดว้ยสญัลกัษณ์ A  B 
   นัน่คอื  AB  f : AB เป็นฟงัก์ชนั 1-1 ทัว่ถงึ  
2. A ม ีจ านวนเชิงการนับ (cardinal number) เท่ากบั B กต่็อเมือ่ AB 
 
** A ไมส่มนยัหนึ่งต่อหนึ่งกบั B กต่็อเมือ่ ไมม่ฟีงักช์นั f จาก A ไป B ทีเ่ป็นฟงักช์นั 1-1 ทัว่ถงึ 
     เขยีนแทนดว้ย AB 
 
ตวัอย่าง 5.2.  พจิารณาเซตต่อไปนี้ 
1. A={1,2,3,4}  B={a,b,c,d} 
    ให ้f : AB ก าหนดโดย f(1)=a f(2)=b f(3)=c และ f(4)=d 
    จะไดว้่า f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง ทัว่ถงึ ดงันัน้ AB 
2. A={1,2,3,4}  B={a,b,c} 
   จะเหน็ว่า ถา้ f : AB เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึแลว้ f ไมเ่ป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง  
    ดงันัน้ AB 
3. A={1,2,3,4,...,20}  B={2,4,6,8,...,40} 
    ให ้ให ้f : AB ก าหนดโดย f(n)=2n จะไดว้่า เป็นฟงักช์นัหนึ่งต่อหนึ่ง ทัว่ถงึ 
    ดงันัน้ AB 
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ตวัอย่าง 5.3.  ให ้E เป็นเซตของจ านวนเตม็บวกคู่ จงแสดงว่า E 

วิธีท า  ให ้E เป็นเซตของจ านวนเตม็บวกคู่   

ก าหนด f : E โดยที ่f(n)=2n ทุก n 

นัน่คอื  f(1)=21=2 
 f(2)=22=4 
 f(3)=23=6 
       
 f(n)=2n 
        
จะแสดงว่า  f เป็นฟงัก์ชนัหน่ึงต่อหน่ึง  

ให ้m,n และ f(m)=f(n) จะไดว้่า 2m=2n ท าให ้m=n  

ดงันัน้ f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 
ต่อไปจะแสดงว่า f เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ  
ให ้yE จะไดว้่า  y เป็นจ านวนคู่  

ดงันัน้จะมจี านวนเตม็ k ซึง่ y=2k  

นัน่คอืจะม ีk ซึง่ f(k)=2k=y  

ดงันัน้  f เป็นฟงัก์ชนัทัว่ถงึ        ❏

  

** ท านองเดยีวกนัถ้าให ้D เป็นเซตของจ านวนเตม็คี ่แลว้  D 

 
ตวัอย่าง 5.4.   1. ให ้r เป็นจ านวนจรงิ และ r>0  และให ้g:(0,1) (0, r)  
โดยที ่g(x)=rx  ทุก x(0,1)           
จงแสดงว่า  g  เป็นฟงักช์นัหนึ่งต่อหนึ่ง ทัว่ถงึ  (นัน่คอื (0,1)  (0, r) ทุก r  R+ ) 
วิธีท า  ให ้r เป็นจ านวนจรงิ และ r>0  และให ้g:(0,1) (0, r) โดยที ่g(x)=rx ทุก x(0,1) 

ให ้x,w(0,1) และ g(x)=g(w) ดงันัน้ rx=rw  
เนื่องจาก r0 ท าให ้x=w 
ดงันัน้ g  เป็นฟงักช์นัหนึ่งต่อหนึ่ง 
ต่อไปจะแสดงว่า g  เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ 
ให ้y(0,r) เลอืก x =y/r  
จะไดว้่า 0<x<1 และ g(x)=g(y/r)=r(y/r)=y 
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ดงันัน้ g  เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ 
สรปุว่า g  เป็นฟงักช์นัหนึ่งต่อหนึ่ง ทัว่ถงึ   
นัน่คอื (0,1)  (0, r)          

2. จงแสดงว่า [01] [2,5] 

วิธีท า ก าหนดฟงักช์นั f : [0,1][2,5] โดยที ่f(x) = 3x+2 ทุก x[0,1] 
จะแสดงว่า f เป็นฟงักช์นั 1-1 ทัว่ถงึ 
ให ้a,b[0,1] และ f(a)=f(b) 
จะไดว้่า 3a+2=3b+2 
ดงันัน้ a=b 
ต่อไปจะแสดงว่า f เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ 
ให ้y[2,5]  
เลอืก x = (y-2)/3  จะไดว้่า x[0,1] 
และจะเหน็ว่า f(x)= f((y-2)/3)=3((y-2)/3)+2= y 
ดงันัน้จะม ีx [0,1] ซึง่ f(x)=y 

นัน่คอื f เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ        ❏ 
 
ทฤษฎีบท 5.5. ให ้A, B และ C เป็นเซต จะไดว้่า 
1. AA 
2. ถา้ AB แลว้ BA       
3. ถา้ AB และ BC  แลว้ AC 
พิสจูน์  

1. จะเหน็ว่า iA : AA เป็นฟงักช์นัหนึ่งต่อหนึ่ง ทัว่ถงึ   
   ดงันัน้ AA 
2. ให ้AB ดงันัน้จะม ีf : AB เป็นฟงัก์ชนัหนึ่งต่อหนึ่ง ทัว่ถงึ   
   จะไดว้่า f-1 :BA เป็นฟงักช์นัหนึ่งต่อหนึ่ง ทัว่ถงึ   
    นัน่คอื BA       
3. ให ้AB และ BC   
   ดงันัน้จะม ีf : AB เป็นฟงักช์นัหนึ่งต่อหนึ่ง ทัว่ถงึ   
   และ g : BC เป็นฟงัก์ชนัหนึ่งต่อหนึ่ง ทัว่ถงึ  ท าให ้gof : AC  

   ดงันัน้ AC         ❏  
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ตวัอย่าง 5.6.   จาก E  ดงันัน้  E 

    จาก E และ D จะไดว้่า ED 

 
 โดยสามญัส านึก เราคุน้เคยกบัเซตจ ากดัและเซตอนันตเ์ป็นอย่างด ีแต่เรายงัไมไ่ด้
ก าหนดนิยามตามหลกัการของเซตออกมา ในทีน่ี้เราจะไดค้ าจ ากดัความของเซตจ ากดัและเซต
อนนัต ์ 
 
บทนิยาม 5.7.  ส าหรบัแต่ละ k N  ก าหนด 

kN ={1,2,...,k} เราจะกล่าวว่า 

1. A เป็น เซตจ ากดั กต่็อเมือ่ A = หรอื มจี านวนเตม็บวก k ทีท่ าให ้A 
kN  

2. A เป็น เซตอนันต ์กต่็อเมือ่ A ไมเ่ป็นเซตจ ากดั 
 
** ถา้ A 

kN  แลว้ เราจะกล่าวว่า A ม ีจ านวนเชิงการนับ (cardinal number) k  
    หรอืกล่าวว่า A ม ีภาวะเชิงการนับ (cardinality) k เขยีนแทนดว้ย card(A)=k 

     ส าหรบัเซตว่างเราก าหนดให ้มภีาวะเชงิการนบั 0 นัน่คอื card() = 0 
 
5.2.สมบติัของเซตจ ากดัและเซตอนันต์ (Properties of Finite and Infinite Sets) 
  
ทฤษฎีบท 5.8. ให ้A เป็นเซตจ ากดั และ B เป็นเซตใด ๆ จะไดว้่า 
ถา้ A  B แลว้ B เป็นเซตจ ากดั และ card(A)= card(B) 
พิสจูน์ ให ้A  และ A เป็นเซตจ ากดั และ A  B  

ดงันัน้จะม ีk ซึง่ ANk จาก A  B จะไดว้่า BNk  

ดงันัน้ B เป็นเซตจ ากดั และ card(A)=k= card(B)      ❏ 
 
** โดย ทฤษฎบีท 5.8.  ส าหรบัเซตจ ากดั A   และเซตใด ๆ B   
เราจะไดว้่า ถา้ B ไมเ่ป็นเซตจ ากดั หรอื card(A)card(B) แลว้ AB 
 
บทตัง้ 5.9.  ถา้ A เป็นเซตจ ากดั และ xA  
แลว้ A{x} เป็นเซตจ ากดั card(A{x})= card(A)+1 
พิสจูน์  ให ้A เป็นเซตจ ากดั และ xA  

ถา้ A= จะไดว้่า card(A)=0 และ A{x}={x}N1  
ดงันัน้ A{x} เป็นเซตจ ากดั card(A{x}) = 1= card(A)+1 
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ถา้ A   จะไดว้่าม ีk ซึง่ ANk ท าให ้card(A)=k 

และมฟีงักช์นั f : ANk เป็นฟงักช์นัหนึ่งต่อหนึ่ง ทัว่ถงึ   
ก าหนด g : A{x} Nk+1 โดยที ่ 
 

 g(t) =





f(t)     , t A

k+1    , t=x  
 

 
จะแสดงว่า g เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง  
ให ้u,vA{x} และ uv   
ถา้ u,vA จาก f เป็นฟงัก์ชนัหน่ึงต่อหน่ึง จะไดว้่า f(u)f(v)  
นัน่คอื g(u)g(v)   
ถา้ uA และ v=x จะไดว้่า g(u)=f(u) Nk และ g(v)=k+1  
ดงันัน้ g(u)g(v)              
สรปุไดว้่า g เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 
ต่อไปจะแสดงว่า g เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ ให ้n Nk+1  
ถา้ n Nk จาก f เป็นฟงัก์ชนัทัว่ถงึ จะไดว้่าม ีtA A{x}  ซึง่ g(t)=f(t)=n 
ถา้ n=k+1 จะไดว้่าม ีxA{x} ซึง่ g(x)=k+1= n 
ดงันัน้ g เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ  
สรปุไดว้่า g เป็นฟงักช์นัหนึ่งต่อหนึ่ง ทัว่ถงึ  ท าให ้A{x}Nk+1 

ดงันัน้ A{x} เป็นเซตจ ากดั card(A{x})=k+1= card(A)+1    ❏ 

 

บทตัง้ 5.10. ส าหรบัแต่ละ m ถา้ ANm แลว้ A เป็นเซตจ ากดั และ card(A)  m 

พิสจูน์  เราจะพสิูจน์โดยใชห้ลกัอุปนยัเชงิคณติศาสตรบ์น m 

ส าหรบั m ก าหนด P(m) แทนขอ้ความ ถา้ ANm แลว้ A เป็นเซตจ ากดั และ card(A)m 

ขัน้ฐาน จะแสดงว่า P(1) เป็นจรงิ 

  จะเหน็ว่า ถา้ AN1 แลว้ A= หรอื A={1}  
  ดงันัน้จะไดว้่า A เป็นเซตจ ากดั และ card(A)  1 
           ท าให ้P(1) เป็นจรงิ 
ขัน้อปุนัย จะแสดงว่า ถา้ P(k) เป็นจรงิแลว้ P(k+1) เป็นจรงิ 

   สมมตใิห ้P(k) เป็นจรงิ นัน่คอื ถา้ ANk แลว้ A เป็นเซตจ ากดั และcard(A)  k 
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   จะแสดงว่า ถา้ ANk+1 แลว้ A เป็นเซตจ ากดั และcard(A)  k+1 
   ให ้ANk+1 จะไดว้่า A-{k+1} Nk 
   จาก P(k) เป็นจรงิ ท าให ้A-{k+1} เป็นเซตจ ากดั และcard(A-{k+1})  k 
   เราจะแยกพจิารณาเป็น 2 กรณดีงันี้ 
   กรณีท่ี 1. ถา้ k+1A จะไดว้่า A=(A-{k+1}){k+1} 

   โดยบทตัง้ 5.9 จะไดว้่า A เป็นเซตจ ากดั และcard(A)= card(A-{k+1})+1 k+1 
    กรณีท่ี 2. ถ้า k+1A จะไดว้่า A=A-{k+1}Nk 

    โดยสมมตฐิานจะไดว้่า A เป็นเซตจ ากดั และcard(A) k k+1 
    สรปุไดว้่า P(k+1) เป็นจรงิ 

ดงันัน้ ขอ้ความ P(m) เป็นจรงิทุก m 

นัน่คอื ส าหรบัแต่ละ m ถา้ ANm แลว้ A เป็นเซตจ ากดั และ card(A)  m  ❏

  
ทฤษฎีบท 5.11. ถา้ S เป็นเซตจ ากดั และ A  S  
แลว้ A เป็นเซตจ ากดั และ card(A)  card(S) 
พิสจูน์ ให ้S เป็นเซตจ ากดั และ A  S  

ถา้ A= แลว้ A เป็นเซตจ ากดั และ card(A)=0  card(S) 
ถา้ A  จาก A  S  ท าให ้ S  

เนื่องจาก S เป็นเซตจ ากดั จะไดว้่าม ีk ซึง่ SNk 

ดงันัน้ card(S)=k และม ีf : SNk เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง ทัว่ถงึ 
เนื่องจาก A  S  ดงันัน้ f(A) Nk 
ก าหนด  g : Af(A) โดยที ่g(x)=f(x) ทุก xA 
อนัดบัแรกจะแสดงว่า g เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง  
ให ้x,yA และ g(x)=g(y)  
โดยการก าหนดฟงักช์นั g จะไดว้่า f(x)=f(y) 
เนื่องจาก f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง จะไดว้่า x=y 
ดงันัน้ g เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 
ต่อไปจะแสดงว่า g เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ 
ให ้yf(A) ดงันัน้จะม ีaA ซึง่ f(a)=y  
นัน่คอื g(a)=y ท าให ้g เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ 
สรปุไดว้่า g เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง ทัว่ถงึ   
ดงันัน้ Af(A) เนื่องจาก f(A) Nk  
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โดยบทตัง้ 5.10 จะไดว้่า  f(A) เป็นเซตจ ากดั และcard(f(A))  k 

โดยทฤษฎบีท 5.8 จะไดว้่า A เซตจ ากดั และ card(A)=card( f(A))  k= card(S)  ❏ 
 
 จากบทตัง้ 5.3 เราทราบว่า ถา้เราเตมิสมาชกิภายนอกเซตเขา้ไปในเซตจ ากดั 1 ตวั จะ
ท าใหเ้พิม่จ านวนเชงิการนบัอกี 1 ตวั และบทแทรกต่อไปบอกใหเ้ราทราบว่า ถา้เราน าสมาชกิ
หนึ่งตวัออกจากเซตจ ากดัจะท าใหจ้ านวนเชงิการนบัลดลงหนึ่งดว้ย 
 
บทแทรก 5.12.  ถา้ A เป็นเซตจ ากดัและ xA  
แลว้ A-{x}เป็นเซตจ ากดัและ card(A-{x})= card(A)-1 
พิสจูน์ ให ้A เป็นเซตจ ากดัและ xA  ดงันัน้ A-{x}A  
โดยทฤษฎบีท 5.11 จะไดว้่า A-{x} เป็นเซตจ ากดั  
เนื่องจาก x A-{x} โดยบทตัง้ 5.9 จะไดว้่า  
card(A)=card((A-{x}){x})=card(A-{x})+1  

ดงันัน้ card(A-{x})= card(A)-1        ❏

        
บทแทรก 5.13.  ถา้ A เป็นเซตจ ากดั แลว้ AB  ส าหรบัทุก BA 
พิสจูน์ ให ้A เป็นเซตจ ากดั และ BA  

เนื่องจาก BA ดงันัน้จะม ีxA-B นัน่คอื BA-{x}  
โดยทฤษฎบีท 5.11 จะไดว้่า card(B)card(A-{x})=card(A)-1 
ดงันัน้ card(B) < card(A)   

โดยทฤษฎบีท 5.8 จะไดว้่า AB         ❏ 
 
ทฤษฎีบท 5.14. (The Piegeonhole Principle) ให ้A และ B เป็นเซตจ ากดั  
ถา้ card(A) > card(B) แลว้ ส าหรบัทุกฟงัก์ชนั f: AB ไมเ่ป็นฟงักช์นัหนึ่งต่อหนึ่ง 
พิสจูน์ ให ้A และ B เป็นเซตจ ากดั และ card(A) > card(B) 
จะพสิูจน์โดยการแยง้สลบัที ่ 
นัน่คอืจะแสดงว่า ถา้ม ีf : AB เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง แลว้ card(A)card(B) 
สมมตใิห ้f : AB เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 
ก าหนด g : Af(A) โดยที ่g(x)=f(x) ทุก xA 
ท านองเดยีวกนักบัการพสิูจน์ในทฤษฎบีท 5.11  
จะไดว้่า g เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง ทัว่ถงึ 
ดงันัน้ Af(A) ท าให ้card(A)=card(f(A)) 
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จาก f(A)B  จะไดว้่า card(f(A))card(B)  
ท าให ้card(A)card(B) 
สรปุ ถา้ม ีf : AB เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง แลว้ card(A)card(B) 

นัน่คอื ถา้ card(A) > card(B) แลว้ ส าหรบัทุกฟงักช์นั f: AB ไมเ่ป็นฟงักช์นัหนึ่งต่อหนึ่ง ❏ 

 
บทแทรก 5.15.  ถ้ามเีซตย่อยแท ้B ของ A  ซึง่  A  B แลว้ A เป็นเซตอนนัต์ 
พิสจูน์ ให ้B เป็นเซตยอ่ยแทข้อง A ซึง่ A  B จะแสดงว่า A เป็นเซตอนนัต์ 
สมมตวิ่า A เป็นเซตจ ากดั 
โดย บทแทรก 5.13 จะไดว้่า AB   
เกดิขอัขดัแยง้  

ดงันัน้ A เป็นเซตอนนัต์         ❏ 

 

ตวัอย่าง 5.16  1. จาก ตวัอยา่ง 5.3.  เราทราบว่า  E และ E 

      โดยบทแทรก 5.15. จะไดว้่า  เป็นเซตอนนัต์ 

  2. จาก ตวัอยา่ง 5.4 ทราบว่า (0,1) (0,1/3) และ (0,1/3) (0,1) 
     โดยบทแทรก 5.15 จะไดว้่า (0,1) เป็นเซตอนนัต์ 
 
ทฤษฎีบท 5.17. ให ้A และ B เป็นเซต จะไดว้่า 
1. ถา้ A เป็นเซตอนันต ์และ AB แลว้ B เป็นเซตอนันต ์
2. ถา้ A เป็นเซตอนันต ์และ AB แลว้ B เป็นเซตอนนัต ์
พิสจูน์ ให ้A และ B เป็นเซต จะ 
1. ให ้A เป็นเซตอนันต ์และ AB  
   จะแสดงว่า B เป็นเซตอนันต ์
   สมมตวิ่า B เป็นเซจจ ากดั จาก AB  
   โดยทฤษฎบีท 5.8 จะไดว้่า A เป็นเซตจ ากดั 
   เกดิขอ้ขดัแยง้ ดงันัน้ B เป็นเซตอนันต ์
2. ให ้A เป็นเซตอนนัต ์และ AB  
    จะแสดงว่า B เป็นเซตอนนัต์ 
   สมมตวิ่า B เป็นเซจจ ากดั จาก AB  
    โดยทฤษฎบีท 5.11 จะไดว้่า A เป็นเซตจ ากดั 

    เกดิขอ้ขดัแยง้ ดงันัน้ B เป็นเซตอนันต ์      ❏ 
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ตวัอย่าง 5.18. 1. จากทีเ่ราทราบว่า  E และ D และ  เป็นเซตอนันต ์

                         โดยทฤษฎบีท 5.17 ขอ้ 1  จะไดว้่า D และ E เป็นเซตอนนัตด์ว้ย 

2. เนื่องจาก  และ  และ  และ  เป็นเซตอนันต ์

                        โดยทฤษฎบีท 5.17 ขอ้ 2  ดงันัน้  และ  และ  เป็นเซตอนนัต์ 
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แบบฝึกหดัท้ายบทท่ี 5 
1. ให ้a,b,c และ d เป็นจ านวนจรงิ จงพสิจูน์ว่า ช่วงเปิด (a,b)(c,d)  

2. ให ้A  และ x  จะพสิูจน์ว่า A{x}A 
3. ให ้A,B,C และ D เป็นเซต จงพสิจูน์ 
 3.1 ถา้ AB และ CD แลว้ ACBD 
 3.2 ถา้ AB และ CD และ AC= และ BD= แลว้ ACBD 
4. จงแสดงว่าเซตต่อไปนี้เป็นเซตจ ากดั 
 4.1 {(x,1-3x) | xN5} 
 4.2 {(x,x2) | x{-2,-1,0,1}} 
 4.3 {a,b,c}{-1,1} 
5. จงแสดงว่า ถา้ A เป็นเซตจ ากดั และ B เป็นเซตใด ๆ แลว้ AB เป็นเซตจ ากดั 
6. จงพสิูจน์ AB เป็นเซตจ ากดั กต่็อเมือ่ A และ B เป็นเซตจ ากดั 

7. จงพสิูจน์ว่า NmNn เป็นเซตจ ากดั ทุก ๆ m,n 

9. ให ้A และ B เป็นเซต จงพสิจูน์ว่า 
 9.1 ถา้ A หรอื B เป็นเซตอนนัต ์แลว้ AB เป็นเซตอนนัต์ 
 9.2 ถา้ A เป็นเซตอนนัต ์และ B เป็นเซตจ ากดั แลว้ A-B เป็นเซตอนนัต์ 
10. จงแสดงว่าเซตต่อไปนี้เป็นเซตอนันต์ 
 10.1 เซตของจ านวนเตม็ทัง้หมดทีห่ารดว้ย 5 ลงตวั 

 10.2 {(m,n)  | m+n=100} 

11. ให ้B และ b จงพสิจูน์ว่า 

     ถา้ B เป็นเซตอนนัต ์แลว้จะม ีxB ซึง่ x>b 
12. ให ้B เป็นเซตจ ากดั และ f : BA เป็นฟงัก์ชนัทัว่ถงึ 
    จงพสิจูน์ว่า มฟีงักช์นั h : AB ทีท่ าให ้foh=iA และ h เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 
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การจดัการเรียนการสอน 
 

บทท่ี 6  เรื่อง เซตนับได้และเซตนับไม่ได้ 
 

กระบวนวิชา แนวคดิหลกัมลูของคณติศาสตร ์ 
                  (Fundamental Concepts of Mathematics)   
 
ช่ือผูส้อน อาจารย ์ดร. สายญั ปนัมา 
 
เวลาท่ีใช้  6  ชัว่โมง 
 
วตัถปุระสงค ์

1. นกัศกึษาสามารถพสิจูน์สมบตัเิบือ้งตน้ของเซตนบัไดแ้ละเซตนบัไมไ่ด้ 
2. นกัศกึษาสามารถตรวจสอบว่าเซตทีก่ าหนดใหเ้ป็นเซตนบัไดห้รอืเซตนบัไมไ่ดไ้ด้ 

 
กิจกรรมการเรียนการสอน 

1. บรรยาย 
2. แบ่งกลุ่มท าแบบฝึกหดั 
3. ตวัแทนแต่ละกลุ่มน าเสนอค าตอบหน้าชัน้เรยีน 

 
ส่ือการเรียนการสอน 

1. เอกสารประกอบการสอนรายวชิา แนวคดิหลกัมลูของคณติศาสตร ์
2. กระดาษ และปากกา 
3. เครือ่งฉายทบึแสง 
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บทท่ี 6 
เซตนับได้และเซตนับไม่ได้  

(Countable Sets and Uncountable Sets ) 
 ในบทน้ีเราจะใหบ้ทนิยามของเซตนบัไดแ้ละเซตนบัไมไ่ด้และศกึษาสมบตัขิองเซตนับได ้
และใหต้วัอยา่งของเซตนบัไมไ่ดแ้ละภาวะเชงิการนบัของเซตนบัไมไ่ด้ดงักล่าว  
 
6.1.  บทนิยามของเซตนับได้และเซตนับไม่ได้  
(Definitions of Countable and Uncountable Sets) 
 ในหวัขอ้นี้เราจะแบ่งเซตออกเป็นสองชนิดคอื เซตนับได้ (Countable Set) และ 
เซตนบัไมไ่ด ้(Uncountable Set)  

บทนิยาม 6.1. จ านวนเชงิการนบัหรอืภาวะเชงิการนบัของเซต  ก าหนดโดย 0  

(อ่านว่า อเลบ็ศนูย ์aleph zero) ดงันัน้ card(N) = 0       
 
บทนิยาม 6.2. ให ้A เป็นเซต เรากล่าวว่า 

1. A เป็น เซตอนันตนั์บได้ (Countable infinite set) ถา้ A  

    กรณีนี้เราเขยีน card(A) = 0     
2. A เป็น เซตนับได้ ถ้า A เป็นเซตจ ากดัหรอืเซตอนนัตน์บัได้ 
3. A เป็น เซตนับไม่ได้ ถา้ A ไมเ่ป็นเซตจ ากดัและไมเ่ป็นเซตอนันตน์บัได้ 
 
ตวัอย่าง 6.3.  ให ้E เป็นเซตจ านวนเตม็บวกคู่ และ D เป็นเซตของจ านวนเตม็บวกคี ่ 

เนื่องจาก E และD ดงันัน้ E และ D เป็นเซตอนนัตน์บัได ้และ  

card(D) = card(E) = 0     
  

ตวัอย่าง 6.4.  เซตของจ านวนเตม็  เป็นเซตอนนัตน์ับได ้

พิสจูน์ ให ้E แทนเซตของจ านวนคู่ และ D แทนเซตของจ านวนคี ่ 

ก าหนด f :  โดยที ่ 

 

f(n) =








n/2       , n E

(1-n)/2   , n D  
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นัน่คอื  f(1)=0, f(3) = -1, f(5)= -2 , f(7) = -3, … 
และ f(2)=1, f(4) = 2,  f(6)= 3  ,f(8)=4, … 
จะเหน็ว่า ถา้ nE จะไดว้่า f(n)>0 และ ถา้ nD จะไดว้่า f(n)0 
อนัดบัแรกจะแสดงว่า f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 

ให ้m,n และ f(m)=f(n)  

ดงันัน้จะไดว้่า m,nE หรอื m,nD เพราะถา้ไมเ่ช่นนัน้แลว้จะท าให ้f(m)f(n) 
ถา้ m,nE จาก f(m)=f(n) จะไดว้่า (m/2)=(n/2) ท าให ้m=n 
ถา้ m,nD จาก f(m)=f(n) จะไดว้่า ((1-m)/2)=((1-n)/2) ท าให ้m=n 
สรปุ f เป็นฟงัก์ชนัหน่ึงต่อหน่ึง 
ต่อไปจะแสดงว่า f เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ 

ให ้y จะพจิารณาแยกเป็น 2 กรณดีงันี้ 

กรณี 1. ถา้ y>0 จะไดว้่า 2yE เลอืก x=2y จะไดว้่า f(x)=f(2y)=(2y)/2=y 

กรณี 2. ถา้ y0 จะไดว้่า -2yE ดงันัน้ 1-2y= -2y+1D เลอืก x= 1-2y 
           จะไดว้่า f(x)= f(1-2y)=(1-(1-2y))/2=y 
จากทัง้ 2 กรณจีะไดว้่า f เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ 

สรปุไดว้่า f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง ทัว่ถงึ ท าให ้ 

ดงันัน้  เป็นเซตอนนัตน์ับได ้        ❏ 

 

ตวัอย่าง 6.5.  เซต Nk โดยที ่k เป็นเซตอนันตน์บัได ้และเป็นเซตจ ากดั 

 

ตวัอย่าง 6.6.  เซต , , D, E เป็นเซตนบัได ้และเป็นเซตอนนัต์ 
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ทฤษฎีบท 6.7.  เซตของจ านวนตรรกยะบวก + เป็นเซตอนนัตน์บัได้ 

พิสจูน์ พจิารณาแผนภาพจ านวนตรรกยะใน 2  มติ ิดงัตารางต่อไปนี้ 

   1  2  3  4  5  6    
1 1/1 2/1 3/1 4/1 5/1 6/1  

  
 2 1/2 2/2  3/2  4/2 5/2 6/2   
 
 3 1/3 2/3 3/3 4/3 5/3 6/3  
 
 4 1/4 2/4 3/4 4/4 5/4 6/4  
 
 5 1/5 2/5 3/5 4/5 5/5 6/5  
 
 6 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 6/6  
  

              

ให ้f : + ก าหนดตามลกูศร เริม่จากมุมดา้นซา้ยสุดของแถวที ่1  

แลว้เลื่อนไปตามลกูศรตามล าดบั  
1. ให ้f(1)=1/1 (ผลบวกของเศษส่วนเป็น 2) 
2. ให ้f(2)= 2/1 และ f(3)= 1/2 (ผลบวกของเศษสว่นเป็น 3) 
3. ให ้f(4)=1/3  f(5)=3/1 ขา้ม 2/2 เพราะ 2/2=1/1 (ผลบวกเศษส่วนเป็น 4 ) 
    เราจะขา้มเศษส่วนทีไ่มอ่ยูใ่นรปูเศษส่วนอยา่งต ่า  
    ท าเช่นนี้ไปเรือ่ย ๆ จะไดว้่า f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง ทัว่ถงึ 

ดงันัน้ + และ card(+)=0    ท าให ้+ เป็นเซตอนนัตน์บัได้   ❏ 
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6.2 สมบติัของเซตนับได้ (Properties of Countable Sets) 
 

ทฤษฎีบท 6.8.  ถา้ A เป็นเซตอนนัตน์บัได ้แลว้ A{x} เป็นเซตอนนัต์นบัได้ 

พิสจูน์ ให ้A เป็นเซตอนันต์นบัได ้จะไดว้่ามฟีงักช์นั f : A เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง ทัว่ถงึ 

เราจะพจิารณาแยกเป็น 2 กรณ ีดงันี้ 
กรณีท่ี 1. ถา้ xA จะไดว้่า A{x}=A เป็นเซตอนนัตน์ับได ้

กรณีท่ี 2. ถา้ xA ก าหนด g : A{x} โดยที ่ g(n) =




x          , n=1

f(n-1)     , n>1  
 

             จะไดว้่า g เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง ทัว่ถงึ ดงันัน้ A{x} 

             จะไดว้่า A{x}  เป็นเซตอนันตน์บัได้      ❏ 
 
ทฤษฎีบท 6.9.  ถา้ A เป็นเซตอนนัตน์บัได ้และ B เป็นเซตจ ากดั  

แลว้ AB เป็นเซตอนนัตน์ับได ้
พิสจูน์  ท าเป็นแบบฝึกหดั 
 

ทฤษฎีบท 6.10.  ถ้า A และ B เป็นเซตอนนัตน์บัได ้และ AB= 

แลว้ AB เป็นเซตอนนัตน์ับได ้
พิสจูน์ ให ้A และ B เป็นเซตอนนัตน์บัได ้และ AB=  

จาก  A และ B เป็นเซตอนันตน์บัได ้จะไดว้่าม ีf : A เป็นฟงัก์ชนัหน่ึงต่อหน่ึง ทัว่ถงึ 

และ g : B เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง ทัว่ถงึ 

ก าหนด h : AB โดยที ่h(n)=

 









f((n+1)/2)  , n D

g(n/2)       , n E  
 

จะไดว้่า h เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง ทัว่ถงึ  

ดงันัน้ AB ท าให ้AB เป็นเซตอนันตน์บัได ้     ❏ 
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ทฤษฎีบท 6.11. ทุกเซตยอ่ยของ  เป็นเซตนับได ้

พิสจูน์  ให ้A เป็นเซตยอ่ยของ   จะแสดงว่า A เป็นเซตนบัได ้

ถา้ A เป็นเซตจ ากดั จะไดว้่า A เป็นเซตนับได ้

สมมตวิ่า A เป็นเซตอนนัต ์ก าหนด g : A โดยที ่ 

g(1)=สมาชกิน้อยสุดของ A  
g(2)=สมาชกิน้อยสุดของ A-{g(1)}  
g(3)=สมาชกิน้อยสุดของ A-{g(1),g(2)} 
       
g(n)=สมาชกิน้อยสุดของ A-{ g(1),g(2),…,g(n-1)} 
       

เนื่องจาก A เป็นเซตอนนัต์จะไดว้่า A-{ g(1),g(2),…,g(n)}   ทุก n   

และโดยทฤษฎบีท 3.31 จะไดว้่า A-{ g(1),g(2),…,g(n)} มสีมาชกิน้อยสุด  ทุก n 

ขัน้แรกจะแสดงว่า g เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 

ให ้m,n และ m<n จะไดว้่า g(m){g(1),g(2),…,g(n-1)} และ  

g(n)=สมาชกิต ่าสุดของ A-{ g(1),g(2),…,g(n-1)} ดงันัน้ g(m)g(n) 
จะไดว้่า g เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 
ต่อไปจะแสดงว่า g เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ 

ให ้aA  ถา้ a เป็นสมาชกิน้อยสุดของ B แลว้จะไดว้่าม ี1 ซึง่ f(1)=a 

ถา้ a ไมเ่ป็นสมาชกิน้อยสุดของ B  จะไดว้่า K={xB | x<a} เป็นเซตจ ากดั 

ดงันัน้ card(K)=m บาง m และเราสามารถเรยีงสมาชกิของ K จากน้อยไปมาก 

เป็น k1<k2<…<km<a จะไดว้่า g(i)=ki ทุก i=1,2,…,m  
จะไดว้่า a=สมาชกิน้อยสุดของ A-{ g(1),g(2),…,g(m+1)} 

นัน่คอืม ีm ซึง่ g(m) =สมาชกิน้อยสุดของ A-{ g(1),g(2),…,g(m+1)}=a 

 สรปุไดว้่า g เป็นฟงัก์ชนัทัว่ถงึ 

ดงันัน้ g เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง ทัว่ถงึ ท าให ้A เป็นเซตนบัได ้    ❏ 
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ทฤษฎีบท 6.12. ถา้ A เป็นเซตนบัได ้และ BA แลว้ B เป็นเซตนบัได ้
พิสจูน์ ให ้A เป็นเซตนบัได ้และ BA 
ถา้ B เป็นเซตจ ากดั จะได ้B เป็นเซตนบัได ้
สมมตวิ่า B เป็นเซตอนนัต ์จะแสดงว่า B เป็นเซตนบัได ้
จาก BA จะไดว้่า A เป็นเซตอนนัตน์บัได ้ 

จะไดว้่าม ีf : A เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง ทัว่ถงึ  

จาก BA จะไดว้่า Bf(B) และ f(B)  

จาก B เป็นเซตอนนัต ์จะไดว้่า f(B) เป็นเซตอนนัต์นบัได ้ 

ดงันัน้ B เป็นเซตอนนัตน์ับได ้นัน่คอื B เป็นเซตนบัได ้     ❏

      
 
6.3. ตวัอย่างของเซตนับไม่ได้ และภาวะเชิงการนับ  
      (Examples of Uncountable Sets and Cardinality) 
 

ส าหรบัจ านวนจรงิ a(0,1) สามารถเขยีนในรปู 
ทศนิยม  a = 0. a1a2a3a4... โดยที ่ai เป็นจ านวนเตม็ซึง่ 0ai9   

เช่น 5
12

=0.416666...  

      5
26

= 0.192230769230769230769... 

 จ านวนจรงิบางจ านวนเขยีนเป็นทศนิยมไดม้ากกว่าหนึ่งแบบ 
เช่น 0.2 = 0.200000... = 0.1999999...    (พสิจูน์ไดโ้ดยอนุกรมเรขาคณติ) 
** จะเรยีกทศนิยม 0. a1a2a3a4... ว่าทศนิยมแบบบรรทดัฐาน กต่็อเมือ่ ไมม่ ีk ทีท่ าให ้an=9 ทุก 
n>k 
เช่น  0.199999... ไมเ่ป็นทศนิยมแบบบรรทดัฐาน  
ดงันัน้จ านวนจรงิทีแ่ทนดว้ยทศนิยมแบบบรรทดัฐาน 2 จ านวนเท่ากนักต่็อเมือ่ จ านวนทัง้สองมี
ทศนิยมต าแหน่งเดยีวกนัเท่ากนั 
 
ทฤษฎีบท 6.13. ช่วงเปิด (0,1) เป็นเซตนบัไมไ่ด้ 
พิสจูน์ เนื่องจาก {1/2, 1/3, 1/4, 1/5,…} เป็นเซตยอ่ยของ (0,1) ดงันัน้ (0,1) เป็นเซตอนนัต์ 
จะแสดงว่า (0,1) เป็นเซตนับไมไ่ด ้ 

นัน่คอืจะแสดงว่าไมม่ฟีงัก์ชนั f : (0,1) ทีเ่ป็น หนึ่งต่อหนึ่งและทัว่ถงึ  



 104 

สมมตใิห ้f: (0,1) เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง จะแสดงว่า f  ไมท่ัว่ถงึ 

โดยแสดงว่ามสีมาชกิใน b (0,1) ทีไ่ม่ม ีn ซึง่ f(n)=b 

เนื่องจาก f: (0,1) เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง ดงันัน้ แต่ละ n จะไดว้่า  

f(n)(0,1) เขยีนเป็นทศนิยมแบบบรรทดัฐานไดด้งันี้ 
f(1)=0.a11a12a13a14a15…. 
f(2)=0.a21a22a23a24a25…. 
f(3)=0.a31a32a33a34a35…. 

       
f(n)=0.an1an2an3an4an5…. 

       

ก าหนด b=0.b1b2b3b4b5… โดยที ่แต่ละ k ก าหนด 










2   , a 2kk
b =k 3   , a 2kk

   จะเหน็ว่า 

f(1)= 0.a11a12a13a14a15….b เพราะ a11b1 

f(2)=0.a21a22a23a24a25…. b เพราะ a22b2 
f(3)= 0.a31a32a33a34a35…. b เพราะ a33b3 

       

f(n)= 0.an1an2an3an4an5…. b เพราะ annbn 

       

ดงันัน้ f(n)  b ทุก n  จะไดว้่าทุกฟงัก์ชนัหน่ึงต่อหน่ึง f: (0,1) ไมเ่ป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ 

นัน่คอืไม่มฟีงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึงทัว่ถงึจาก  ไป (0,1) ดงันัน้ (0,1) เป็นเซตนบัไมไ่ด ้ ❏ 

 
**ก าหนดจ านวนเชงิการนบัของ (0,1) คอื c 
บทนิยาม 6.14. จะกล่าวว่า เซต A มจี านวนเชงิการนับ c ถา้ A(0,1) 
 
ทฤษฎีบท 6.15. ให ้a และ b เป็นจ านวนจรงิ ซึง่ a<b จะไดว้่า (a,b) เป็นเซตนับไม่ได ้
และ card((a,b))=c 
พิสจูน์ ให ้a และ b เป็นจ านวนจรงิ ซึง่ a<b จะไดว้่า b-a>0 

 โดย ตวัอยา่ง 5.4.  จะไดว้่า (0,1)(0,b-a) และเราสามารถพสิจูน์ไดไ้มย่ากว่า 
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(0,b-a)(a,b) ดงันัน้ (0,1)(a,b)  นัน่คอื card((a,b))=c  
จะแสดงว่า (a,b) เป็นเซตนับไมไ่ด ้สมมตุวิ่า (a,b) เป็นเซตนบัได ้ 
ดงันัน้ (a,b) เป็นเซตอนนัต์นบัได้ 

นัน่คอื (a,b) ท าใหไ้ดว้่า (0,1)  ขดัแยง้กบั (0,1) เป็นเซตนับไมไ่ด ้

ดงันัน้ (a,b) เป็นเซตนบัไมไ่ด ้        ❏

   

ทฤษฎีบท 6.16. เซตของจ านวนจรงิ  เป็นเซตนบัไมไ่ด ้และมจี านวนเชงิการนับ c 

พิสจูน์ ให ้f: (  -
,

2 2
) ก าหนดโดย f(x)=tan x ทุก x(  -

,
2 2

) 

จะไดว้่า f เป็นฟงักช์นั 1-1 และทัว่ถงึ ดงันัน้ (  -
,

2 2
)   

จะแสดงว่า  เป็นเซตนับไมไ่ด ้สมมตวิ่า  เป็นเซตนับได ้นัน่คอื  

ท าใหไ้ดว้่า (  -
,

2 2
) ขดัแยง้กบั (  -

,
2 2

) เป็นเซตนบัไมไ่ด ้ดงันัน้  เป็นเซตนับไมไ่ด ้ ❏ 

    
ทฤษฎีบท 6.17. ทฤษฎีบทคนัเตอร ์(Cantor’s Theorem) 
ส าหรบัทุกเซต A ไดว้่า A และ P(A) มจี านวนเชงิการนับไมเ่ท่ากนั  
พิสจูน์ ให ้A เป็นเซต ถา้ A= จะไดว้่า P(A)={} ดงันัน้ card(P(A))=10=card(A) 

สมมตวิ่า A ให ้f : AP(A) จะแสดงว่า f ไมเ่ป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ 

นัน่คอืจะแสดงว่า ม ีSP(A) ทีไ่มม่ ีtA ซึง่ f(t)=S   

ก าหนด S={xA | xf(x)}จะไดว้่า SA นัน่คอื SP(A) จะแสดงว่าไมม่ ีtA ซึง่ f(t)=S   

สมมตวิ่าม ีtA ซึง่ f(t)=S จะแยกพจิารณาแยกเป็น 2 กรณี 

1. ถา้ tS={xA | xf(x)} จะไดว้่า t f(t)  

จาก f(t)=S จะไดว้่า t  S  สรปุ ขดัแยง้  

2. ถา้ tS จาก f(t)=S จะไดว้่า t f(t) ดงันัน้ tS สรปุ ขดัแยง้ 

ดงันัน้จะไดว้่า  ทีไ่มม่ ีtA ซึง่ f(t)=S   
ท าใหไ้ดว้่า f ไมเ่ป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ นัน่คอืไมม่ฟีงัก์ชนัหน่ึงต่อหน่ึงทัว่ถงึจาก A ไป P(A) 

ดงันัน้ AP(A) และ card(P(A))  card(A)      ❏ 
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บทแทรก 6.18. P() เป็นเซตอนนัตแ์ละเป็นเซตนบัไมไ่ด้ 

พิสจูน์ เนื่องจาก M={{1},{2},{3},…}P() เนื่องจาก M เป็นเซตอนันตจ์ะไดว้่า 

P() เป็นเซตอนันต ์จากทฤษฎบีท 6.17. จะไดว้่า P()  

ดงันัน้ P() เป็นเซตอนนัต์และเป็นเซตนบัไมไ่ด้      ❏ 

 
ข้อสงัเกตเก่ียวกบัเซตนับไม่ได้ 

1. เนื่องจากเราทราบว่า  เป็นเซตนับไมไ่ด ้และมภีาวะเชงิการนับ c  

และโดยบทแทรก 6.18. เราทราบว่า P() เป็นเซตนบัไมไ่ดเ้ช่นกนั 

และ P() มภีาวะเชงิการนับ c เช่นกนั สามารถพสิูจน์โดยใชท้ฤษฎบีทต่อไปนี้ 

 
ทฤษฎีบท 6.19. (เชรอเดอร-์เบริน์สไตน์) ให ้a และ B เป็นเซต ถา้มฟีงักช์นั f : AB  

และ g :AB ซึง่เป็นฟงัก์ชนั 1-1 แลว้ AB 
 

2.  โดยทฤษฎบีท 6.19. เราสามารถแสดงไดว้่า [0,1](0,1) 

3.  จาก card() = 0  และ card(P()) =1  = card() = c     

          ยงัมเีซตอนนัตอ์ื่น ๆ  อกีทีม่จี านวนเชงิการนับไมเ่ท่ากบั 0  และ 1  = c   

     ดงันี้  card(P(P())) = 2   

         card(P(P(P()))) = 3   
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แบบฝึกหดัท้ายบทท่ี 6 
1. จงแสดงว่า เซตต่อไปนี้เป็นเซตอนันตไ์ด้ 

 1.1 เซตของจ านวนเตม็คี่  1.4  -{10,11} 

 1.2 {a,b,c}    1.5 {(x,y) | x และ y และ xy=1 }    

   1.3 {n | n  และ n>5 }  1.6 {1/(3n) | n} 

2. จงยกตวัอยา่งฟงักช์นั g : D ทีเ่ป็นฟงัก์ชนัหน่ึงต่อหน่ึง ทัว่ถงึ โดยที ่g(1)=21 

   เมือ่ D เป็นเซตของจ านวนคี ่
3. ให ้A เป็นเซตนบัได ้และ BA จงพสิจูน์ ถา้ B เป็นเซตอนนัต ์แลว้ A เป็นเซตอนนัตน์ับได้ 

4. จงพสิูจน์ว่า ถา้ A เป็นเซตจ ากดั แลว้ A เป็นเซตอนนัตน์บัได้ 

5. ก าหนด f :  โดยที ่f(m,n)=2m-1(2n-1) 

 5.1 จงแสดงว่า f เป็นฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง  
 5.2 จงแสดงว่า f เป็นฟงักช์นัทัว่ถงึ 
6.จงพสิูจน์ว่า เซตของจ านวนตรรกยะระหว่าง 0 และ 1 เป็นเซตอนันตน์บัได้ 
7.จงพสิูจน์ว่า ถา้ A เป็นเซตอนนัตน์บัได ้และ B เป็นเซตจ ากดั แลว้ A-B เป็นเซตอนนัตน์บัได้ 
8. ให ้A และ B เป็นเซตทีไ่มเ่ป็นเซตว่าง จงยกตวัอยา่งคา้นขอ้ความต่อไปนี้ 
 8.1 ถา้ A เป็นเซตอนนัตน์บัได ้แลว้ A เป็นเซตอนนัต์ 
 8.2 ถา้ A เป็นเซตอนนัตน์บัได ้แลว้ A เป็นเซตนบัได ้
 8.3 ถา้ A เป็นเซตนบัไมไ่ด ้แลว้ A เป็นเซตอนนัต์ 

 8.4 ถา้ ANk ส าหรบับาง k แลว้ A เป็นเซตนบัไมไ่ด้ 

 8.5 ถา้ A เป็นเซตนบัได ้แลว้ A-B เป็นเซตนบัได ้
 8.6 ถา้ A เป็นเซตนบัไมไ่ด ้แลว้ AB เป็นเซตนบัไมไ่ด ้
 8.7 AB เป็นเซตนับได ้กต่็อเมือ่ A และ B เป็นเซตนับได ้  
9. ให ้ f : [0,1][0,1)  โดยที ่

       f(x)=
 







 1/(n+1)   , x =1/n  n
=

x           ,             
 

  9.1 จงหา f(0), f(1), f(1/2), f(1/4) และ f(1/5) 
 9.2 จงพสิูจน์ว่า [0,1][0,1)  
 
 

, x เป็นอยา่งอื่น 
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10. ให ้f : [0,1)(0,1)  โดยที ่

     f(x)=
 









 

1/2            , x=0

= 1/(n+1)       , x =1/n  n

x               ,             

 

 
10.1 จงหา f(0), f(1/2), f(1/3), f(1/4) และ f(1/5) 

 10.2 จงพสิจูน์ว่า [0,1)(0,1)  
11. จงพสิูจน์ว่า [0,1] และ [0,1) เป็นเซตนบัไมไ่ด ้และมภีาวะเชงิการนบั c 

12. ให ้a จงพสิจูน์ว่าเซตต่อไปนี้มเีซตต่อไปนี้มจี านวนเชงิการนบั c 

 12.1 (0,)   12.3 -{0} 

 12.2 (a,)   12.4 -{a} 

13. เซตของจ านวนอตรรกยะ เป็นเซตนับไดห้รอืไม ่จงพสิจูน์ 
14.จงพสิจูน์ว่า ถา้ A เป็นเซตนบัไมไ่ด ้และ AB แลว้ B เป็นเซตนบัไมไ่ด้ 
15.  15.1 จงหาฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง f : (0,1)[0,1) 
 15.2 จงหาฟงักช์นัหน่ึงต่อหน่ึง f : [0,1](-1,2) 
 15.3 จงใชท้ฆษฎบีทเชรอเดอร-์เบริน์สไตน์ พสิจูน์ว่า [0,1] (0,1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, x เป็นอยา่งอื่น 
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