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บทคัดยอ 

 จำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝐺𝐺 (achromatic number of 𝐺𝐺) คือจำนวนสีท่ีมากท่ีสุด ท่ีสามารถกำหนด

ใหกับแตละจุดยอดของกราฟ 𝐺𝐺 ได โดยที่จุดยอดที่ประชิดกันตองใชสีตางกัน และทุกคูของสีที่ตางกันตองถูก

กำหนดใหกับจุดยอดที่ประชิดกัน ซี่งในการคนควาอิสระในครั้งผูคนควาไดศึกษาแนวคิดและบทนิยาม รวมถึง

สมบัติบางประการของกราฟปลาดาวบริบูรณ 𝑛𝑛 และกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1) โดยที่ 𝑛𝑛 เปนจำนวนนับที่ 𝑛𝑛 ≥ 3 จาก

การศึกษาพบวากราฟปลาดาวบริบูรณ 𝑛𝑛 มีสมบัติบางประการ คือ มีจำนวนจุดยอดทั้งหมดเทากับ 2𝑛𝑛 จุด          

มีจำนวนเสนเชื่อมทั้งหมดเทากับ 
𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2
  เสน และจำนวนอโครมาติกของกราฟปลาดาวบริบูรณ 𝑛𝑛 คือ 𝑛𝑛 + 1 

นอกจากนั้นผูคนควายังสามารถหาขอบเขตของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1) ได 

 

Abstract 
 Achromatic number of a graph 𝐺𝐺 is the largest number of colors that can be assigned to 
each vertices of the graph 𝐺𝐺 such that adjacent vertices are assigned different colors and any two 
different colors are assigned to some pair of adjacent vertices. In this independent study, we study 
the concepts and definitions including some properties of 𝑛𝑛 − complete starfish graphs and 
𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1) graphs when 𝑛𝑛 is a natural number and 𝑛𝑛 ≥ 3. We found that every 𝑛𝑛 −complete starfish 
graph has some properties that the number of its vertices is 2𝑛𝑛 and the number of its edges is 
 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2
, and the achromatic number of 𝑛𝑛 −complete starfish graphs is 𝑛𝑛 + 1.  Additionally, we 

could find the bounds of the achromatic numbers of 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1) graphs.  
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บทท่ี 1  

บทนำ (Introduction) 
 

 ทฤษฎีกราฟนั้น มีจุดเริ่มจากผลงานตีพิมพของ เลออนฮารด ออยเลอร ภายใตช่ือ Solutio problematis 

and geometriam situs pertinentis ในป ค.ศ. 1736 (พ.ศ. 2279) หรือที่รูจักกันในนาม ปญหาสะพานทั้งเจ็ด

แหงเมืองโคนิกสเบิรก (Seven Bridges of Königsberg) เขาสนใจวิธีที่จะขามสะพานทั้ง 7 แหงนี้ โดยขามแต

ละสะพานเพียงครั ้งเดียวเทานั้นแลวกลับมายังจุดเริ่มตน ผลงานนี้ยังถือวาเปนงานแนวทอพอโลยีชิ้นแรกใน

เรขาคณิต กลาวคือเปนงานท่ีสนใจเฉพาะโครงสรางของรูปเรขาคณิตท่ีไมข้ึนกับขนาด ระยะ หรือการวัดใดๆ งาน

ช้ินสำคัญนี้ยังไดแสดงความเกี่ยวของอยางลึกซึ้งระหวางทฤษฎีกราฟและทอพอโลย ี[7] 

 ตอมาในป ค.ศ. 1852 (พ.ศ. 2395) ฟรานซิส กัทธรี ไดตั้งปญหาสี่สี (Four color problem) เพื่อศึกษา

ถึงความเปนไปไดท่ีจะใชสีเพียง 4 สี เพื่อระบายใหกับประเทศตาง ๆ บนแผนท่ีใด ๆ โดยท่ีประเทศเพื่อนบานจะไม

ถูกระบายดวยสีเดียวกัน ปญหานี้ไดถูกศึกษาอีกมากกวา 100 ปถัดมา ในป ค.ศ. 1976 (พ.ศ. 2519) โดย เคนเนธ 

แอปเพล และวูลฟกัง ฮาเคน ดวยการใชคอมพิวเตอรเขาชวยในการพิสูจน ซึ่งทำใหไดรับการวิพากษวิจารณอยาง

กวางขวาง อยางไรก็ตามจากความพยายามในการแกปญหา 4 สีนี้ ทำใหมีการสรางแนวคิดและนิยามพื้นฐานใน

ทฤษฎีกราฟข้ึนอยางมากมาย จนอาจจะกลาวไดวาจุดเริ่มตนของทฤษฎีกราฟเกิดจากปญหาส่ีสีนี้เอง [3] และในป 

ค.ศ. 1967 (พ.ศ. 2510) จำนวนอโครมาติกไดถูกนิยามขึ้นครั้งแรก โดย Frank Harary, Stephen Hedetniemi 

และ Geert Prins [2] 

 จากการศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของกับทฤษฎีกราฟเรื่องจำนวนอโครมาติกของกราฟ ผูศึกษาพบวาจำนวน 

อโครมาติกสำหรับกราฟใด ๆ ยังไมสามารถหาได จึงมีผูท่ีสนใจศึกษาการหาจำนวนอโครมาติกของกราฟบางกราฟ 

เชน กราฟตนไมที่มีขอบเขตจำกัด (bounded degree trees graph)  กราฟหนังสือ (book graph) กราฟลูกกบ 

(tadpole graph) กราฟใยแมงมุม (spider graph) กราฟวงลอ (wheel graph) กราฟเฟรนดชิพ (friendship 

graph) กราฟฮาลฟ (half graph) และกราฟลอลลิพอพ (lollipop graph) [2] 

 ในงานคนควาอิสระฉบับนี้ผูคนควาจึงสนใจศึกษาจำนวนอโครมาติกของกราฟชนิดอื่นท่ียังไมมีผูศึกษา คือ 

กราฟปลาดาวบริบูรณ 𝑛𝑛 และกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1)  

 

วัตถุประสงค (Objectives) 

 1. เพื่อศึกษาแนวคิดและบทนิยามของทฤษฎีกราฟ เรื่องจำนวนอโครมาติก 

 2. เพื่อหาจำนวนอโครมาติกของกราฟเชิงเดียวบางกราฟ 



2 

 

ขอบเขตของศึกษา 

  ศึกษาแนวคิดและบทนิยามของทฤษฎีกราฟ เรื่องจำนวนอโครมาติก และศึกษาเกี่ยวกับจำนวนอโครมาติก

ของกราฟเชิงเดียวบางกราฟ 

 

วิธีการดำเนินการศึกษา 

 1. ศึกษาเอกสารท่ีเกี่ยวของกับทฤษฎีกราฟ  

 2. ศึกษาเกี่ยวกับแนวคิดและบทนิยามของจำนวนอโครมาติกของกราฟ พรอมหาตัวอยางประกอบ 

 3. ศึกษาสมบัติบางประการของกราฟ เชน จำนวนจุดยอด จำนวนเสนเชื่อม จำนวนอโครมาติกของกราฟ

พรอมท้ังแสดงการพิสูจน 

 4. จัดทำรูปเลม พรอมการตรวจสอบความถูกตอง 

 

ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 

 1. ทราบถึงแนวคิดและบทนิยามของทฤษฎีกราฟ เรื่องจำนวนอโครมาติก 

 2. ทราบถึงจำนวนอโครมาติกของกราฟเชิงเดียวบางกราฟ 
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บทท่ี 2  

ความรูพ้ืนฐาน (Preliminaries) 

 

บทนิยาม 2.1 [4] กราฟ (เชิงเดียว) 𝐺𝐺 (simple graph G) ประกอบดวยเซต 2 เซตคือ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) และ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) โดยท่ี 

𝑉𝑉(𝐺𝐺) เปนเซตจำกัดที่ไมเปนเซตวางและ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) เปนเซตของคูไมอันดับ (unordered pairs) ของสมาชิกของ 

𝑉𝑉(𝐺𝐺) เรียกสมาชิกของ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) วา จุดยอด (vertices) และเรียกสมาชิกของ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) วา เสนเชื ่อม (edges)        

จะเขียนสัญลักษณแทนกราฟ 𝐺𝐺 ดวย 𝐺𝐺(𝑉𝑉,𝐸𝐸) 

    ถา 𝑒𝑒 เปนเสนเชื่อมในกราฟ G แลว 𝑒𝑒 เขียนไดในรูป 𝑒𝑒 = {𝑢𝑢, 𝑣𝑣} สำหรับบางสมาชิก 𝑢𝑢 และ 𝑣𝑣 ที่เปน

สมาชิกของ ( )V G  และจะเรียก 𝑢𝑢 และ 𝑣𝑣 วาจุดยอดปลายของเสนเชื่อม 𝑒𝑒 เพื่อความสะดวกจะแทนเสนเชื่อม 

𝑒𝑒 = {𝑢𝑢, 𝑣𝑣} ดวย 𝑢𝑢𝑣𝑣 โดยท่ีเสนเช่ือม 𝑢𝑢𝑣𝑣 และเสนเช่ือม 𝑣𝑣𝑢𝑢 หมายถึงเสนเดียวกัน 

บทนิยาม 2.2 [4] ให 𝑢𝑢𝑣𝑣 เปนเสนเช่ือมในกราฟ 𝐺𝐺 จะกลาววา จุดยอด 𝑢𝑢 และจุดยอด 𝑣𝑣 ตกกระทบ (incident) 

กับเสนเช่ือม 𝑢𝑢𝑣𝑣 และเสนเช่ือม 𝑢𝑢𝑣𝑣 ตกกระทบกบัจุดยอด 𝑢𝑢 และจุดยอด 𝑣𝑣   

บทนิยาม 2.3 [4] ใหจุดยอด 𝑢𝑢 และจุดยอด 𝑣𝑣 เปนจุดยอดในกราฟ 𝐺𝐺 จะกลาววาจุดยอดสองจุด ประชิด 

(adjacent) กัน ถาจุดยอดทั้งสองเปนจุดยอดปลายของเสนเชื ่อมเสนเดียวกัน ในทำนองเดียวกันจะกลาววา      

เสนเช่ือมสองเสนประชิดกัน ถาเสนเช่ือมท้ังสองเสนมีจุดยอดปลายรวมกันหนึ่งจุด   

บทนิยาม 2.4 [4] ดีกรี (degree) ของจุดยอด 𝑣𝑣 หมายถึง จำนวนเสนที่ตกกระทบกับจุดยอด 𝑣𝑣 เขียนแทนดวย

สัญลักษณ deg(𝑣𝑣) จะเรียกจุดยอด 𝑣𝑣 วา จุดยอดคู (even vertex) ถา deg(𝑣𝑣) เปนจำนวนคู และจะเรียกจุด

ยอด 𝑣𝑣 วา จุดยอดค่ี (odd vertex) ถา deg(𝑣𝑣) เปนจำนวนค่ี 

บทนิยาม 2.5 [7] สำหรับจุดยอดท่ีมีดีกรี 1 จะเรียกวา จุดยอดเพนแดนต (pendant vertex) และเสนเช่ือมท่ีตก

กระทบกับจุดยอดเพนเดนต เรียกวา เสนเช่ือมเพนแดนต (pendent edge) 

 

ตัวอยาง 2.1 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟที่ประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑤𝑤, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧} และเซตของเสนเชื่อม 

𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑤𝑤𝑦𝑦, 𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑥𝑥𝑧𝑧, 𝑦𝑦𝑧𝑧} จะสามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 
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 โดยที่จุดของแผนภาพคือสมาชิกของ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) และเสนของแผนภาพคือสมาชิกของ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) นั่นคือถา 

𝑢𝑢𝑣𝑣𝑣𝑣𝐸𝐸(𝐺𝐺)  แลวจะลากเสนเช่ือมระหวางจุดยอด 𝑢𝑢 และจุดยอด 𝑣𝑣 

 จากตัวอยาง 2.1 จะกลาวไดวา 

 -จุดยอด 𝑥𝑥 และจุดยอด 𝑦𝑦 ตกกระทบกบัเสนเช่ือม 𝑥𝑥𝑦𝑦 

 -เสนเช่ือม 𝑤𝑤𝑦𝑦 ตกกระทบกบัจุดยอด 𝑤𝑤 และจุดยอด 𝑦𝑦 

 -จุดยอด 𝑧𝑧 ประชิดกับจุดยอด 𝑥𝑥 และ 𝑦𝑦 

 -เสนเช่ือม 𝑧𝑧𝑥𝑥 ประชิดกับเสนเช่ือม 𝑥𝑥𝑦𝑦 และ 𝑧𝑧𝑦𝑦 

 -จุดยอด 𝑤𝑤, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 และ 𝑧𝑧 มีจำนวนดีกรีเทากับ 1, 2, 3 และ 2 ตามลำดับ หรือเขียนแสดงในเชิง

สัญลักษณไดวา deg(𝑤𝑤) = 1 , deg(𝑥𝑥) = 2 ,  deg(𝑦𝑦) = 3 และ  deg(𝑧𝑧) = 2 

 -จาก deg(𝑤𝑤) = 1 โดยบทนิยาม 2.5 จะเรียกจุดยอด 𝑤𝑤 วา จุดยอดเพนแดนต และเรียกเสนเช่ือม 𝑤𝑤𝑦𝑦 

วา เสนเช่ือมเพนแดนต                     # 

 

บทนิยาม 2.6 [1] แนวเดิน (walk) ในกราฟ คือลำดับสลับของจุดยอดและเสนเช่ือม ซึ่งเริ่มตนและส้ินสุดดวยจุด 

โดยท่ีเสนเช่ือมแตละเสนจะตกกระทบกับจุดยอดกอนหนาและจุดยอดตามหลังท่ีอยูถัดกันในลำดับ 

บทนิยาม 2.7 [1] จะเรียกกราฟ G วาเปน กราฟเช่ือมโยง (connected graph) ถาทุก ๆ สองจุดท่ีแตกตางกันใน 

𝐺𝐺 มีแนวเดินระหวางกัน  

บทนิยาม 2.8 [2] กราฟวัฏจักร (cycles) คือกราฟเชื่อมโยง ซึ่งประกอบดวยจุดยอด 𝑛𝑛 จุด โดยที่ 𝑛𝑛 ≥ 3 และ

เสนเช่ือม 𝑛𝑛 เสน โดยแตละจุดยอดจะมีดีกรีเทากับสอง แทนกราฟวัฏจักรท่ีมี 𝑛𝑛 จุดยอด ดวย 𝐶𝐶𝑛𝑛 

 

ตัวอยาง 2.2 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟท่ีประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑒𝑒, 𝑓𝑓}  และเซตของเสน

เช่ือม 𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎𝑏𝑏, 𝑏𝑏𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑑𝑑, 𝑑𝑑𝑒𝑒, 𝑒𝑒𝑓𝑓, 𝑓𝑓𝑎𝑎}  สามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 
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 จากรูป กลาวไดวา กราฟ 𝐺𝐺 เปนกราฟวัฏจักร เนื ่องจากกราฟ 𝐺𝐺 เปนกราฟเชื่อมโยงที่ทุกสองจุดท่ี

แตกตางกันใน 𝐺𝐺 มีแนวเดินระหวางกัน และทุกจุดยอดมีดีกรีเทากับสอง แทนกราฟ 𝐺𝐺 ดวย 𝐶𝐶6   

 ซึ่ง 𝐶𝐶6 มีจำนวนจุดยอดท้ังหมดคือ 6 จุด และมีจำนวนเสนเช่ือมท้ังหมดคือ 6 เสน             # 

 

บทนิยาม 2.9 [4] จะเรียกกราฟเชิงเดียวที่ประกอบดวยจุดจอดจำนวน 𝑛𝑛 จุด และทุกคูของจุดประชิดกัน         

วา กราฟแบบบริบูรณ (complete graph) เขียนแทนดวยสัญลักษณ 𝐾𝐾𝑛𝑛 

หมายเหตุ กราฟแบบบริบูรณท่ีมีจุดยอดท้ังหมด 𝑛𝑛 จุด จะมีจำนวนเสนเช่ือมจำนวน 𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)
2

 เสน 

 

ตัวอยาง 2.3 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟที่ประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑤𝑤, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧} และเซตของเสนเชื ่อม 

𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑤𝑤𝑥𝑥,𝑤𝑤𝑦𝑦,𝑤𝑤𝑧𝑧, 𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑥𝑥𝑧𝑧,𝑦𝑦𝑧𝑧} จะสามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 

 
𝐺𝐺 

 จากรูป กลาวไดวา 

 - กราฟ 𝐺𝐺 เปนกราฟบริบูรณ ท่ีมีจำนวนจุดยอดจำนวน 4 จุด หรือแทนดวยสัญลักษณ 𝐾𝐾4            # 

บทนิยาม 2.10 กราฟปลาดาวบริบูรณ 𝑛𝑛 (𝑛𝑛 − complete starfish graph) คือกราฟที่เกิดจากการเชื่อมแต

ละจุดยอดของกราฟแบบบริบูรณ 𝐾𝐾𝑛𝑛 กับจุดยอดเพนแดนต จำนวน 𝑛𝑛 จุด ดวยเสนเชื่อมเพนแดนตที ่สมนัยกัน 

จำนวน 𝑛𝑛 เสน และสามารถเขียนแทนกราฟปลาดาวบริบูรณ 𝑛𝑛 ดวยสัญลักษณ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1  เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจำนวนนับท่ี 

𝑛𝑛 ≥ 3   
หมายเหตุ กราฟปลาดาวบริบูรณ 𝑛𝑛 มีจำนวนจุดยอดเทากับ 2𝑛𝑛 จุดและมีจำนวนเสนเช่ือมท้ังหมดเปน 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2
 เสน 

 

ตัวอยาง 2.4 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟท่ีประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑒𝑒, 𝑓𝑓, 𝑢𝑢1,  𝑢𝑢2, 𝑢𝑢3, 𝑢𝑢4,

𝑢𝑢5, 𝑢𝑢6}  และเซตของเสนเช่ือม  𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎𝑏𝑏, 𝑎𝑎𝑐𝑐, 𝑎𝑎𝑑𝑑, 𝑎𝑎𝑒𝑒, 𝑎𝑎𝑓𝑓, 𝑏𝑏𝑐𝑐, 𝑏𝑏𝑑𝑑, 𝑏𝑏𝑒𝑒, 𝑏𝑏𝑓𝑓, 𝑐𝑐𝑑𝑑, 𝑐𝑐𝑒𝑒, 𝑑𝑑𝑒𝑒, 𝑑𝑑𝑓𝑓,

𝑒𝑒𝑓𝑓, 𝑎𝑎𝑢𝑢1, 𝑏𝑏𝑢𝑢2, 𝑐𝑐𝑢𝑢3,𝑑𝑑𝑢𝑢4, 𝑒𝑒𝑢𝑢5,𝑓𝑓𝑢𝑢6 }  สามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 
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𝐺𝐺 

 จากรูป กลาวไดวา กราฟ 𝐺𝐺 เปนกราฟปลาดาวบริบูรณ 6 เนื่องจากกราฟ 𝐺𝐺 เกิดจากการเชื ่อมแตละ    

จุดยอดของกราฟแบบบริบูรณ 𝐾𝐾6 กับจุดยอดเพนแดนต ดวยเสนเชื ่อมเพนแดนตที ่สมนัยกัน จำนวน 6 เสน     

โดยสามารถเขียนแทนกราฟปลาดาวบริบูรณ 6 ดวยสัญลักษณ 𝐾𝐾6⨀𝐾𝐾1 ซึ่งมีจำนวนจุดยอด 12 จุด และมีจำนวน

เสนเช่ือม 21 เสน                              # 

บทนิยาม 2.11 [4] กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1) คือกราฟที่เกิดจากการเชื่อมแตละจุดยอดของกราฟวัฏจักร 𝐶𝐶𝑛𝑛 กับจุดยอด

เพนแดนต จำนวน 𝑛𝑛 จุด ดวยเสนเช่ือมเพนแดนตท่ีสมนัยกัน จำนวน 𝑛𝑛 เสน เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจำนวนนับท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3   

หมายเหตุ กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1) มีจำนวนจุดยอดเทากับ 2𝑛𝑛 จุดและมีจำนวนเสนเช่ือมท้ังหมดเปน 2𝑛𝑛 เสน 

 

ตัวอยาง 2.5 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟท่ีประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑢𝑢1,𝑢𝑢2,𝑢𝑢3, 𝑢𝑢4} และเซตของ

เสนเช่ือม 𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑢𝑢1,𝑏𝑏𝑐𝑐,𝑏𝑏𝑢𝑢2, 𝑐𝑐𝑑𝑑, 𝑐𝑐𝑢𝑢3 ,𝑑𝑑𝑎𝑎,𝑑𝑑𝑢𝑢4} จะสามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 

 
𝐺𝐺 

 จากรูป กลาวไดวา 

 - กราฟ 𝐺𝐺 เปนกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(4, 1) ท่ีมีจำนวนจุดยอดจำนวน 8 จุด และจำนวนเสนเช่ือมจำนวน 8 เสน     # 
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บทนิยาม 2.12 [4] การใหสีจุดยอด 𝑘𝑘 สี (𝑘𝑘 - vertex coloring) ของกราฟ หมายถึง การกำหนดสี 𝑘𝑘 สีใหกับจุด

ยอดของกราฟโดยจุดยอดท่ีประชิดกันตองใชสีท่ีตางกัน 

หมายเหตุ การใหสีจุดยอด 𝑘𝑘 สีของกราฟ 𝐺𝐺 สามารถเขียนในรูปของฟงกชันท่ัวถึง 𝑓𝑓:𝑉𝑉(𝐺𝐺) → {1, 2, … , 𝑘𝑘}  โดยท่ี 

 𝑓𝑓(𝑢𝑢)  ≠ 𝑓𝑓(𝑣𝑣) ,   ∀𝑢𝑢𝑣𝑣𝑣𝑣𝐸𝐸(𝐺𝐺)  
และจำนวนนับ 1, 2, … , 𝑘𝑘 แทนสีที ่ตางกัน เรียกฟงกชัน 𝑓𝑓 วาเปนฟงกชันการใหสีจุดยอด 𝑘𝑘 สี (𝑘𝑘 - vertex 

coloring function) และถากราฟ 𝐺𝐺 มีฟงกชันการใหสีจุดยอด 𝑘𝑘 สี จะกลาววากราฟ 𝐺𝐺 มีความสามารถในการ

ระบายสีจุดยอด 𝑘𝑘 สี (𝑘𝑘 - colorable) 

 ขอสังเกต 𝑘𝑘 ≤ |𝑉𝑉(𝐺𝐺)| 
 

ตัวอยาง 2.6 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟที ่ประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐} และเซตของเสนเ ช่ือม 

𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑐𝑐, 𝑏𝑏𝑐𝑐} จะสามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 

 
𝐺𝐺 

 กำหนดให 𝑓𝑓: {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐} → {1, 2}  

 โดยท่ี 𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 1, 𝑓𝑓(𝑏𝑏) = 1 และ 𝑓𝑓(𝑐𝑐) = 2 

 จะไดวา 𝑓𝑓 ไมเปนฟงกชันการใหสีจุดยอด 2 สี ของกราฟ 𝐺𝐺  

 เนื่องจาก 𝑎𝑎𝑏𝑏 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) และ 𝑓𝑓(𝑎𝑎) =  𝑓𝑓(𝑏𝑏)                # 

 
𝐺𝐺 

 กำหนดให 𝑔𝑔: {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐} → {1, 2, 3}  

 โดยท่ี 𝑔𝑔(𝑎𝑎) = 1, 𝑔𝑔(𝑏𝑏) = 2 และ 𝑔𝑔(𝑐𝑐) = 3 

 จะไดวา 𝑔𝑔 เปนฟงกชันการใหสีจุดยอด 3 สี ของกราฟ 𝐺𝐺  

 ดังนั้น กราฟ 𝐺𝐺  มีความสามารถในการใหสีจุดยอด 3 สี                # 
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บทนิยาม 2.13 [8] การระบายสีสมบูรณ 𝑘𝑘 สี (complete 𝑘𝑘 − coloring) คือ การใหสีจุดยอด 𝑘𝑘 สี ลงบนจุด

ยอดของกราฟ โดยท่ีสำหรับสองสีท่ีตางกัน 𝑖𝑖 และ 𝑗𝑗 ใด ๆ จะมีจุด 2 จุดท่ีประชิดกันในกราฟ โดยท่ีจุดหนึ่งระบาย

สี 𝑖𝑖 และอีกจุดหนึ่งระบายสี 𝑗𝑗  

หมายเหตุ ในการระบายสีสมบูรณ 𝑘𝑘 สีใหกับกราฟ 𝐺𝐺 กราฟดังกลาวจะตองมีเสนเชื่อมอยางนอย �𝑘𝑘2� เสน เพื่อท่ี

ทุกคูของสีจะมีจุดที่ประชิดกันถูกระบายสองสีนั้นได และไดบทกลับวา ถา �𝑘𝑘2� > |𝐸𝐸(𝐺𝐺)| แลวกราฟ 𝐺𝐺 ไมมี

ความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑘𝑘 สีได 

เชน กราฟ 𝐺𝐺 มีจำนวนเสนเช่ือมเทากับ 7 เสน และ �52� = 10   

ดังนั้นกราฟ 𝐺𝐺 ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 5 สีได เนื่องจาก �52� = 10 > 7 = |𝐸𝐸(𝐺𝐺)| 
 

ตัวอยาง 2.7 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟที่ประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑒𝑒} และเซตของเสนเชื่อม 

𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑐𝑐, 𝑏𝑏𝑑𝑑,𝑑𝑑𝑒𝑒, 𝑒𝑒𝑎𝑎, 𝑒𝑒𝑏𝑏, 𝑒𝑒𝑐𝑐} จะสามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 

 
𝐺𝐺 

 กำหนดให 𝑓𝑓: {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑒𝑒} → {1, 2, 3}  

 โดยท่ี 𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 1, 𝑓𝑓(𝑏𝑏) = 2, 𝑓𝑓(𝑐𝑐) = 2, 𝑓𝑓(𝑑𝑑) = 1 และ 𝑓𝑓(𝑒𝑒) = 3 

 จะไดวา  𝑓𝑓 เปนฟงกชันการใหสีจุดยอด 3 สี ของกราฟ 𝐺𝐺  

 นั่นคือ กราฟ 𝐺𝐺  มีความสามารถในการใหสีจุดยอด 3 สี และทุกคูของสีท่ีตางกันจะถูกระบายใหกับจุด 2 

จุดท่ีประชิดกันในกราฟ 

 ดังนั้น กราฟ 𝐺𝐺 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 3 สีได              # 
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ตัวอยาง 2.8 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟที่ประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑒𝑒} และเซตของเสนเชื่อม 

𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎𝑐𝑐, 𝑎𝑎𝑑𝑑, 𝑏𝑏𝑑𝑑, 𝑏𝑏𝑒𝑒, 𝑒𝑒𝑐𝑐} จะสามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 

 
𝐺𝐺 

 กำหนดให 𝑔𝑔: {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑒𝑒} → {1, 2, 3, 4}  

 โดยท่ี 𝑔𝑔(𝑎𝑎) = 1, 𝑔𝑔(𝑏𝑏) = 2, 𝑔𝑔(𝑐𝑐) = 3, 𝑔𝑔(𝑑𝑑) = 4 และ 𝑔𝑔(𝑒𝑒) = 1 

 จะไดวา  𝑔𝑔  เปนฟงกชันการใหสีจุดยอด 4 สี ของกราฟ 𝐺𝐺  

 นั่นคือ กราฟ 𝐺𝐺  มีความสามารถในการใหสีจุดยอด 4 สี 

 เนื่องจาก มีบางคูของสีท่ีตางกันไมไดถูกระบายใหกับจุดยอดท่ีประชิดกันของกราฟ 

 ดังนั้น กราฟ 𝐺𝐺 ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 4 สีได                  # 

 

บทนิยาม 2.14 [8] จำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝐺𝐺 (achromatic number of 𝐺𝐺) คือจำนวนนบั 𝑘𝑘 ท่ีมากท่ีสุด 

ซึ่งทำใหกราฟ 𝐺𝐺 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑘𝑘 สีได โดยใชสัญลักษณแทนจำนวนอโครมาติดของกราฟ 

𝐺𝐺 ดวย 𝜓𝜓(𝐺𝐺)  

 

ตัวอยาง 2.9 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟที่ประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑤𝑤, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧} และเซตของเสนเชื ่อม 

𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑤𝑤𝑥𝑥,𝑤𝑤𝑦𝑦,𝑤𝑤𝑧𝑧, 𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑦𝑦𝑧𝑧, 𝑧𝑧𝑥𝑥} จะสามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 

 
𝐺𝐺 
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 กำหนดให 𝑓𝑓: {𝑤𝑤, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧} → {1, 2, 3, 4}  

 โดยท่ี 𝑓𝑓(𝑤𝑤) = 1, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2, 𝑓𝑓(𝑦𝑦) = 3 และ 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 4 

 จะไดวา 𝑓𝑓 เปนฟงกชันการใหสีจุดยอด 4 สี ของกราฟ 𝐺𝐺  

 นั่นคือ กราฟ 𝐺𝐺  มีความสามารถในการใหสีจุดยอด 4 สี 

 จาก ทุกคูของสีท่ีตางกันจะมีจุดยอด 2 จุดท่ีประชิดกันของกราฟท่ีถูกระบายดวย 2 สีดังกลาว 

 นั่นคือ กราฟ 𝐺𝐺 มีสามารถระบายสีสมบูรณดวย 4 สีได 

 จาก |𝐸𝐸(𝐺𝐺)| = 6 < 10 = �52� 

 จาก หมายเหตุ ในบทนิยาม 2.14  

 นั่นคือ กราฟ 𝐺𝐺 ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 5 สีได 

 ดังนั้น กราฟ 𝐺𝐺 มีจำนวนอโครมาติกเทากับ 4  (𝜓𝜓(𝐺𝐺) = 4)               # 

 

ตัวอยาง 2.10 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟที่ประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑒𝑒} และเซตของเสนเชื่อม 

𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑐𝑐, 𝑏𝑏𝑑𝑑,𝑑𝑑𝑒𝑒, 𝑒𝑒𝑎𝑎, 𝑒𝑒𝑏𝑏, 𝑒𝑒𝑐𝑐} จะสามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 

 
𝐺𝐺 

 กำหนดให 𝑔𝑔: {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑒𝑒} → {1, 2, 3, 4}  

 โดยท่ี 𝑔𝑔(𝑎𝑎) = 1, 𝑔𝑔(𝑏𝑏) = 2, 𝑔𝑔(𝑐𝑐) = 3, 𝑔𝑔(𝑑𝑑) = 3 และ 𝑔𝑔(𝑒𝑒) = 4 

 จะไดวา 𝑔𝑔 เปนฟงกชันการใหสีจุดยอด 4 สี ของกราฟ 𝐺𝐺  

 นั่นคือ กราฟ 𝐺𝐺  มีความสามารถในการใหสีจุดยอด 4 สี 

 จาก ทุกคูของสีท่ีตางกันจะมีจุดยอด 2 จุดท่ีประชิดกันของกราฟท่ีถูกระบายดวย 2 สีดังกลาว 

 นั่นคือ กราฟ 𝐺𝐺 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 4 สีได 

 จาก |𝐸𝐸(𝐺𝐺)| = 7 < 10 = �52� 

 จาก หมายเหตุ ในบทนิยาม 2.14  

 นั่นคือ กราฟ 𝐺𝐺 ไมสามารถระบายสีสมบูรณดวย 5 สีได 

 ดังนั้น กราฟ 𝐺𝐺 มีจำนวนอโครมาติกเทากับ 4  (𝜓𝜓(𝐺𝐺) = 4)               # 
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ทฤษฎีบท 2.15 [2] ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3  จะไดวา 𝜓𝜓�𝐶𝐶�𝑛𝑛2�� = 𝑛𝑛 

ทฤษฎีบท 2.16 [2] ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 5  จะไดวา 𝜓𝜓�𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+1� = 𝑛𝑛 − 1 

ทฤษฎีบท 2.17 [2] ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3  และ 𝑚𝑚 ∈ {2, 3, 4, … ,𝑛𝑛 − 1} จะไดวา 𝜓𝜓�𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚� = 𝑛𝑛 

ทฤษฎีบท 2.18 [2] ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนคูท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4  จะไดวา 𝜓𝜓�𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+
𝑛𝑛
2
� = 𝑛𝑛 

ทฤษฎีบท 2.19 [2] ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนคูท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4  และ 𝑚𝑚 ∈ {0, 1, 2, … , 𝑛𝑛
2
− 1} จะไดวา 𝜓𝜓 �𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚� = 𝑛𝑛 − 1 

ทฤษฎีบท 2.20 [2] ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนคูท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4  และ 𝑚𝑚 ∈ {1, 2, 3, … , 𝑛𝑛
2
− 1} จะไดวา 𝜓𝜓�𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+

𝑛𝑛
2+𝑚𝑚

� = 𝑛𝑛 

บทนิยาม 2.21 [10] สำหรับจำนวนจริง 𝑥𝑥 ใดๆ ⌊𝑥𝑥⌋ คือจำนวนเต็มคามากท่ีสุดท่ีนอยกวาหรือเทากับ 𝑥𝑥 

ทฤษฎีบท 2.22 [10] ให 𝑥𝑥 เปนจำนวนจริง จะไดวา ⌊𝑥𝑥 + 𝑚𝑚⌋ = ⌊𝑥𝑥⌋ + 𝑚𝑚 เมื่อ 𝑚𝑚 เปนจำนวนเต็ม 
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บทท่ี 3 

ผลการศึกษา (Main results) 

 

 ในการหาจำนวนอโครมาติกของกราฟปลาดาวบริบูรณ 𝑛𝑛 และขอบเขตของจำนวนอโครมาติกของกราฟ  

𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1) ตองมีบทตั้งและทฤษฎีบทประกอบเหลานี้มาชวยในการพิสูจน และในการศึกษาขอบเขตของจำนวน 

อโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1) ซึ่งมีการแบงศึกษาเปนกรณี จำนวน 6 กรณี ประกอบไดดวย กรณีท่ี 𝑛𝑛 เปน

จำนวนเต็มค่ี ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 โดยแบงยอยออกไปอีก 3 กรณี คือ �𝑛𝑛2�, �𝑛𝑛2�+ 1, �𝑛𝑛2�+ 𝑚𝑚  โดยท่ี 𝑚𝑚𝑣𝑣{2, 3, … ,𝑛𝑛 − 1} 

และกรณีท่ี 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มคู ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4 โดยแบงย อยออกไปอีก 3 กรณี คือ �𝑛𝑛2�+ 𝑛𝑛
2

, �𝑛𝑛2� + 𝑙𝑙 โดยท่ี 

𝑙𝑙𝑣𝑣{0, 1, … , 𝑛𝑛
2
− 1} และ�𝑛𝑛2�+ 𝑛𝑛

2
+ 𝑝𝑝  โดยท่ี 𝑝𝑝𝑣𝑣{1, 2, … , 𝑛𝑛

2
− 1} เพื ่อใหงายตอการศึกษาและศึกษาไดครบ

จำนวนนับ 𝑛𝑛 และเนื่องจากจำนวนอโครมาติกของกราฟมีการเปล่ียนแปลงไปตามจำนวนจุดยอดและเสนเช่ือมของ

กราฟนั้น ๆ  

 

3.1 กราฟปลาดาวบริบูรณ 𝑛𝑛 

ทฤษฎีบท 3.1.1 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนนับ จะไดวา  𝜓𝜓(𝐾𝐾𝑛𝑛) = 𝑛𝑛    

 การพิสูจน   กำหนดให 𝑛𝑛 เปนจำนวนนับ และ 𝐾𝐾𝑛𝑛 เปนกราฟแบบบริบูรณท่ีมี 𝑛𝑛 จุดยอด 

   จากบทนิยาม 2.9 

   จะไดวา กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛 ทุกคูของจุดยอดประชิดกัน 

  กำหนดให 𝑓𝑓:𝑉𝑉(𝐾𝐾𝑛𝑛) → {1, 2, … , 𝑛𝑛}  

  โดยไมเสียนัยท่ัวไป 𝑓𝑓(𝑣𝑣𝑖𝑖) = 𝑖𝑖  เมื่อ ∀𝑣𝑣𝑖𝑖 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺)  และ 𝑖𝑖 = 1, 2, … , 𝑛𝑛 

  นั่นคือ 𝑓𝑓(𝑢𝑢)  ≠ 𝑓𝑓(𝑣𝑣) ,   ∀𝑢𝑢𝑣𝑣𝑣𝑣𝐸𝐸(𝐾𝐾𝑛𝑛) 

  จะไดวา  𝑓𝑓 เปนฟงกชันการใหสีจุดยอด 𝑛𝑛 สี ของกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛  

  จากบทนิยาม 2.12 

  นั่นคือ กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛  มีความสามารถในการใหสีจุดยอด 𝑛𝑛 สี 

  จาก ทุกคูของสีท่ีตางกันจะมีจุดยอด 2 จุดท่ีประชิดกันของกราฟท่ีถูกระบายดวย 2 สีดังกลาว 

  และ จากบทนิยาม 2.13 

  นั่นคือ กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 สีได 

   จาก กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛 ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 1 สีได เนื่องจากจำนวนจุดยอด

ของกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛 นอยกวา 𝑛𝑛 + 1 
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  จากบทนิยาม 2.14 

   ดังนั้น กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛 มีจำนวนอโครมาติก คือ 𝑛𝑛  (𝜓𝜓(𝐾𝐾𝑛𝑛) = 𝑛𝑛)                    # 

 

ตัวอยางที่ 3.1.1 ให 𝐾𝐾5 เปนกราฟบริบูรณ ที่ประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐾𝐾5) = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑, 𝑒𝑒}  และ 

𝑓𝑓:𝑉𝑉(𝐾𝐾5) → {1, 2, 3, 4, 5} โ ดย ท่ี  𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 1, 𝑓𝑓(𝑏𝑏) = 2, 𝑓𝑓(𝑐𝑐) = 3, 𝑓𝑓(𝑑𝑑) = 4 และ  𝑓𝑓(𝑒𝑒) = 5 

จะไดวา 𝑓𝑓 เปนฟงกชันการระบายสีสมบูรณ 5 สีของกราฟ 𝐾𝐾5 ดังรูป 

 
 𝐾𝐾5 

 นั่นคือ กราฟ 𝐾𝐾5 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 5 สีได 

  จาก กราฟ 𝐾𝐾5 ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 6 สีได เนื่องจากจำนวนจุดยอดของกราฟ  𝐾𝐾5 

นอยกวา 6 จุด 

 ดังนั้น กราฟ  𝐾𝐾5 มีจำนวนอโครมาติกเปน 5  (𝜓𝜓(𝐾𝐾5) = 5)                               # 

 

บทตั้ง 3.1.2 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนนับที่ 𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดวากราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 

𝑛𝑛 + 1 สีได 

การพิสูจน  จากกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 เปนกราฟที่เกิดจากการเชื ่อมแตละจุดยอดของกราฟบริบูรณ  𝐾𝐾𝑛𝑛 กับ    

จุดยอดเพนแดนต ดวยเสนเช่ือมเพนแดนตท่ีสมนัยกัน จำนวน 𝑛𝑛 เสน 

  นั่นคือ จุดยอดเพนแดนตแตะละจุดจะประชิดกับจุดยอดท่ีสมนัยกันของกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛 และจุดยอด

เพนแดนตแตละจุดจะไมประชิดกันเอง 

  โดยบทต้ังท่ี 3.1.1  

  ท่ีกลาววา 𝜓𝜓(𝐾𝐾𝑛𝑛) = 𝑛𝑛   

  นั่นคือ กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛  มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 สีได 

  จาก การสรางของกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1   

1

2

34

5

a

b

cd

e
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  สมมติใหจุดยอดเพนแดนตทั ้ง 𝑛𝑛 จุด ถูกระบายสีดวยสีใหม ที ่ไมใชสีที ่ 1 ถึงสีที ่ 𝑛𝑛 สีแรก 

กลาวคือจุดยอดเพนแดนตทุกจุดถูกระบายสีดวยสีท่ี 𝑛𝑛 + 1 

  จาก จุดยอดเพนแดนตประชิดกับจุดยอดท่ีสมนัยกันของกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛 และจุดยอดของกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛  

ถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี 𝑛𝑛 

  นั่นคือ สีท่ี 𝑛𝑛 + 1 จะประชิดกับสีท่ี 1 ถึงสีท่ี 𝑛𝑛 

  จากบทนิยาม 2.13 

  ดังนั้น กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1  มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 1 สีได               # 

บทต้ัง 3.1.3 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนนับท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดวากราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 

𝑛𝑛 + 2 สีได  

การพิสูจน จากกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 เปนกราฟที่เกิดจากการเชื ่อมแตละจุดยอดของกราฟบริบูรณ  𝐾𝐾𝑛𝑛 กับ    

จุดยอดเพนแดนต ดวยเสนเช่ือมเพนแดนตท่ีสมนัยกัน จำนวน 𝑛𝑛 เสน  

  นั่นคือ จำนวนเสนเช่ือมท้ังหมดของกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 คือ 𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)
2

+ 𝑛𝑛 =
𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2
  

  หรือ |𝐸𝐸(𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1)| = 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)
2

 

  พิจารณา �𝑛𝑛+22 � = (𝑛𝑛+2)!
(𝑛𝑛!)(2!)

  

                       = (𝑛𝑛+2)(𝑛𝑛+1)

2
 

  จาก   𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)
2

<
(𝑛𝑛+2)(𝑛𝑛+1)

2
 

  นั่นคือ |𝐸𝐸(𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1)| = 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)
2

< (𝑛𝑛+2)(𝑛𝑛+1)
2

= �𝑛𝑛+22 � 

  เนื่องจาก กราฟท่ีมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 2 สีได จะตองมีจำนวนเสนเช่ือม

อยางนอย �𝑛𝑛+22 �  เสน  

  ดังนั้น กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 2  สีได             # 

ทฤษฎีบท 3.1.4 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนนับที ่  𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดว าจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 คือ 

𝑛𝑛 + 1    (𝜓𝜓(𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1) = 𝑛𝑛 + 1)   

การพิสูจน จากบทต้ังท่ี 3.1.2  

  ท่ีกลาววา กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 1  สีได 

  จากบทต้ังท่ี 3.1.3  

  ที่กลาว กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 2  สีได 

  ดังนั้น กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 มีจำนวนอโครมาติกคือ 𝑛𝑛 + 1 

  นั่นคือ   𝜓𝜓(𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1) = 𝑛𝑛 + 1                                    # 
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3.2 กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1)  

บทต้ัง 3.2.1 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 2 จะไดวา 
18𝑛𝑛−3

8
> 2𝑛𝑛 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 2 

  และ 𝑃𝑃(𝑛𝑛) แทน 18𝑛𝑛−3
8

> 2𝑛𝑛 

  พิจารณา 𝑃𝑃(2) 

  จะไดวา 18(2)−3
8

= 33
8

= 4.125 > 4 = 2(2) เปนจริง 

  นั้นคือ 𝑃𝑃(2) เปนจริง 

  ให 𝑘𝑘 เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี 𝑘𝑘 ≥ 2 และ 𝑃𝑃(𝑘𝑘)  เปนจริง 
  นั้นคือ 18𝑘𝑘−3

8
> 2𝑘𝑘 

  ตอไปจะแสดง 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง   

  พิจารณา  18(𝑘𝑘+1)−3
8

  = 18𝑘𝑘−3
8

+ 18
8

= 18𝑘𝑘−3
8

+ 2.25 

  และ 2(𝑘𝑘 + 1) = 2𝑘𝑘 + 2 

  จากสมมติฐาน และ 2.25 > 2 

  นั่นคือ 18(𝑘𝑘+1)−3
8

> 2(𝑘𝑘 + 1) 

  ดังนั้น 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง 

  โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดว า 𝑃𝑃(𝑛𝑛) เปนจร ิง โดยที ่  𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม              

ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 2 นั้นคือ  18𝑛𝑛−3
8

> 2𝑛𝑛                     # 

บทต้ัง 3.2.2 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4 จะไดวา 
9(2𝑛𝑛+1)

8
> 2(𝑛𝑛 + 1) 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4 

  และ 𝑃𝑃(𝑛𝑛) แทน 9(2𝑛𝑛+1)
8

> 2(𝑛𝑛 + 1) 

  พิจารณา 𝑃𝑃(4) 

  จะไดวา 9(2(4)+1)
8

= 81
8

= 10.125 > 10 = 2(4 + 1) เปนจริง 

  นั้นคือ 𝑃𝑃(4) เปนจริง 

  ให 𝑘𝑘 เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี 𝑘𝑘 ≥ 4 และ 𝑃𝑃(𝑘𝑘)  เปนจริง 
  นั้นคือ  9(2𝑘𝑘+1)

8
> 2(𝑘𝑘 + 1) 

  ตอไปจะแสดง 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง   

  พิจารณา  9(2(𝑘𝑘+1)+1)
8

  = 9(2𝑘𝑘+1+2)
8

= 9(2𝑘𝑘+1)
8

+ 18
8

 

  และ 2�(𝑘𝑘 + 1) + 1� = 2(𝑘𝑘 + 1) + 2 
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  จากสมมติฐาน และ 18
8

> 2 

  นั่นคือ 9(2(𝑘𝑘+1)+1)
8

> 2�(𝑘𝑘 + 1) + 1� 

  ดังนั้น 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง 

  โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดว า 𝑃𝑃(𝑛𝑛) เปนจร ิง โดยที ่  𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม              

ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4 นั้นคือ  9(2𝑛𝑛+1)
8

> 2(𝑛𝑛 + 1)                   # 

 

บทต้ัง 3.2.3 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดวา 
3(6𝑛𝑛+1)

8
> 2𝑛𝑛 + 1 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 

  และ 𝑃𝑃(𝑛𝑛) แทน 3(6𝑛𝑛+1)
8

> 2𝑛𝑛 + 1 

  พิจารณา 𝑃𝑃(3) 

  จะไดวา 3(6(3)+1)
8

= 57
8

= 7.125 > 7 = 2(3) + 1 เปนจริง 

  นั้นคือ 𝑃𝑃(3) เปนจริง 

  ให 𝑘𝑘 เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี 𝑘𝑘 ≥ 3 และ 𝑃𝑃(𝑘𝑘)  เปนจริง 
  นั้นคือ  3(6𝑘𝑘+1)

8
> 2𝑘𝑘 + 1 

  ตอไปจะแสดง 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง  

  พิจารณา  3(6(𝑘𝑘+1)+1)
8

  = 3�(6𝑘𝑘+1)+6�
8

= 3(6𝑘𝑘+1)
8

+ 18
8

 

  และ 2(𝑘𝑘 + 1) + 1 = 2𝑘𝑘 + 1 + 2 

  จากสมมติฐาน และ 18
8

> 2  

  นั่นคือ 3(6(𝑘𝑘+1)+1)
8

> 2(𝑘𝑘 + 1) + 1 

  ดังนั้น 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง 

  โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดว า 𝑃𝑃(𝑛𝑛) เปนจร ิง โดยที ่  𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม              

ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 นั้นคือ  3(6𝑛𝑛+1)
8

> 2𝑛𝑛 + 1                    # 

บทต้ัง 3.2.4 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 5  จะไดวา 
3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)

8
> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 5 

  และ 𝑃𝑃(𝑛𝑛) แทน 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) 

  พิจารณา 𝑃𝑃(5) 

  จะไดวา 3
(3(5)−1)�(5)−1�

8
= 168

8
= 21 > 20 = 5(5 − 1) เปนจริง 

  นั้นคือ 𝑃𝑃(5) เปนจริง 
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  ให 𝑘𝑘 เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี 𝑘𝑘 ≥ 5 และ 𝑃𝑃(𝑘𝑘)  เปนจริง 
  นั้นคือ 3(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)

8
> 𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1) 

  ตอไปจะแสดง 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง   

  พิจารณา  3
(3(𝑘𝑘+1)−1)�(𝑘𝑘+1)−1�

8
  = 3(3𝑘𝑘+3−1)(𝑘𝑘+1−1)

8
 

                  = 3�(3𝑘𝑘−1)+3��(𝑘𝑘−1)+1�
8

 

                                = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)+3(𝑘𝑘−1)+(3𝑘𝑘−1)+3�
8

  

        = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)�
8

+ 3(3(𝑘𝑘−1)+(3𝑘𝑘−1)+3)
8

 

        = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)�
8

+ 3(3𝑘𝑘−3+3𝑘𝑘−1+3)
8

 

        = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)�
8

+ 3(6𝑘𝑘−1)
8

 

        = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)�
8

+ 18𝑘𝑘−3
8

 

  พิจารณา  (𝑘𝑘 + 1)(𝑘𝑘 + 1 − 1)   = (𝑘𝑘 + 1)�(𝑘𝑘 − 1) + 1� 

   = 𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1) + (𝑘𝑘 − 1) + 𝑘𝑘 + 1 

   = 𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1) + 2𝑘𝑘 

  จากบทต้ัง 3.2.1  

  ท่ีกลาววา ∀𝑛𝑛 ≥ 2 จะไดวา 
18𝑛𝑛−3

8
> 2𝑛𝑛 

  และจากสมมติฐาน  

  นั่นคือ 3
(3(𝑘𝑘+1)−1)�(𝑘𝑘+1)−1�

8
> (𝑘𝑘 + 1)�(𝑘𝑘 + 1) − 1� 

  ดังนั้น 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง 

  โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวา 𝑃𝑃(𝑛𝑛) เปนจริง โดยที่ 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม และ  

𝑛𝑛 ≥ 5 นั้นคือ 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)                              # 

บทต้ัง 3.2.5 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7  จะไดวา  
3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)

8
> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 

  และ 𝑃𝑃(𝑛𝑛) แทน 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2 

  พิจารณา 𝑃𝑃(7) 

  จะไดวา 3
(3(7)−1)�(7)−1�

8
= 360

8
= 45 > 44 = 7(7 − 1) + 2 เปนจริง 

  นั้นคือ 𝑃𝑃(7) เปนจริง 

  ให 𝑘𝑘 เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี 𝑘𝑘 ≥ 7 และ 𝑃𝑃(𝑘𝑘)  เปนจริง 
  นั้นคือ 3(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)

8
> 𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1) + 2 
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  ตอไปจะแสดง 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง   

  พิจารณา  3
(3(𝑘𝑘+1)−1)�(𝑘𝑘+1)−1�

8
  = 3(3𝑘𝑘+3−1)(𝑘𝑘+1−1)

8
 

                  = 3�(3𝑘𝑘−1)+3��(𝑘𝑘−1)+1�
8

 

                                = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)+3(𝑘𝑘−1)+(3𝑘𝑘−1)+3�
8

  

        = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)�
8

+ 3(3(𝑘𝑘−1)+(3𝑘𝑘−1)+3)
8

 

        = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)�
8

+ 3(3𝑘𝑘−3+3𝑘𝑘−1+3)
8

 

        = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)�
8

+ 3(6𝑘𝑘−1)
8

 

        = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)�
8

+ 18𝑘𝑘−3
8

 

  พิจารณา  (𝑘𝑘 + 1)(𝑘𝑘 + 1 − 1) + 2 = (𝑘𝑘 + 1)�(𝑘𝑘 − 1) + 1� + 2 

   = 𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1) + (𝑘𝑘 − 1) + 𝑘𝑘 + 1 + 2 

   = 𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1) + 2 + 2𝑘𝑘 

  โดยบทต้ัง 3.2.1  

  ท่ีกลาววา ∀𝑛𝑛 ≥ 2 จะไดวา 
18𝑛𝑛−3

8
> 2𝑛𝑛 

  และจากสมมติฐาน  

  นั่นคือ 3
(3(𝑘𝑘+1)−1)�(𝑘𝑘+1)−1�

8
> (𝑘𝑘 + 1)�(𝑘𝑘 + 1) − 1� 

  ดังนั้น 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง   

  โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวา 𝑃𝑃(𝑛𝑛) เปนจริง โดยที่ 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม และ  

𝑛𝑛 ≥ 7 นั้นคือ 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)                               # 

บทตั ้ง 3.2.6 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣{2, 3, 4, … , 𝑛𝑛 − 1} จะไดว า  
(3𝑛𝑛+1)(3𝑛𝑛−1)

8
>

𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2𝑚𝑚 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣{2, 3, 4, … , 𝑛𝑛 − 1}   

  กำหนดให  𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥{2, 3, 4, … , 𝑛𝑛 − 1} 

  และ 𝑃𝑃(𝑛𝑛) แทน (3𝑛𝑛+1)(3𝑛𝑛−1)
8

> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2(𝑛𝑛 − 1) = (𝑛𝑛 + 2)(𝑛𝑛 − 1) 

  พิจารณา 𝑃𝑃(7) 

  จะไดวา (3(7)+1)(3(7)−1)
8

= 440
8

= 55 > 54 = (7 + 2)(7 − 1) เปนจริง 

  นั้นคือ 𝑃𝑃(7) เปนจริง 

  ให 𝑘𝑘 เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี 𝑘𝑘 ≥ 7 และ 𝑃𝑃(𝑘𝑘)  เปนจริง 
  นั้นคือ (3𝑘𝑘+1)(3𝑘𝑘−1)

8
> (𝑘𝑘 + 2)(𝑘𝑘 − 1) 

  ตอไปจะแสดง 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง   
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  พิจารณา  (3(𝑘𝑘+1)+1)(3(𝑘𝑘+1)−1)
8

  = (3𝑘𝑘+3+1)(3𝑘𝑘+3−1)
8  

                = �(3𝑘𝑘+1)+3��(3𝑘𝑘−1)+3�
8

 

                              = (3𝑘𝑘+1)(3𝑘𝑘−1)+3(3𝑘𝑘−1)+3(3𝑘𝑘+1)+9
8

  

      = (3𝑘𝑘+1)(3𝑘𝑘−1)
8

+ 3(3𝑘𝑘−1)+3(3𝑘𝑘+1)+9
8

 

      = (3𝑘𝑘+1)(3𝑘𝑘−1)
8

+ 3(3𝑘𝑘−1+3𝑘𝑘+1+3)
8

 

      = (3𝑘𝑘+1)(3𝑘𝑘−1)
8

+ 3(6𝑘𝑘+3)
8

 

      = (3𝑘𝑘+1)(3𝑘𝑘−1)
8

+ 9(2𝑘𝑘+1)
8

 

  พิจารณา  �(𝑘𝑘 + 1) + 2��(𝑘𝑘 + 1) − 1�  = �(𝑘𝑘+ 2) + 1��(𝑘𝑘 − 1) + 1� 

   = (𝑘𝑘 + 2)(𝑘𝑘 − 1) + (𝑘𝑘 − 1) + (𝑘𝑘 + 2) + 1 

   = (𝑘𝑘 + 2)(𝑘𝑘 − 1) + 2(𝑘𝑘 + 1) 

  จากบทต้ัง 3.2.2  

  ท่ีกลาววา ∀𝑛𝑛 ≥ 4 จะไดวา 
9(2𝑛𝑛+1)

8
> 2(𝑛𝑛 + 1) 

  และจากสมมติฐาน  

  นั่นคือ (3(𝑘𝑘+1)+1)(3(𝑘𝑘+1)−1)
8

> �(𝑘𝑘 + 1) + 2��(𝑘𝑘 + 1) − 1� 

  ดังนั้น 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง  

  โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวา 𝑃𝑃(𝑛𝑛) เปนจริง โดยที่ ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม         

ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣{2, 3, 4, … ,𝑛𝑛 − 1} จะไดวา  
(3𝑛𝑛+1)(3𝑛𝑛−1)

8
> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2𝑚𝑚                      # 

บทต้ัง 3.2.7 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 1 จะไดวา  
18
4
𝑛𝑛 + 15

4
> 2(𝑛𝑛 + 1) 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 

  และ 𝑃𝑃(𝑛𝑛) แทน 18
4
𝑛𝑛 + 15

4
> 2(𝑛𝑛 + 1) 

  พิจารณา 𝑃𝑃(1) 

  จะไดวา 18
4

(1) + 15
4

= 18+15
4

= 33
4

= 8.25 > 4 = 2(1 + 1) เปนจริง 

  นั้นคือ 𝑃𝑃(1) เปนจริง 

  ให 𝑘𝑘 เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี 𝑘𝑘 ≥ 1 และ 𝑃𝑃(𝑘𝑘)  เปนจริง 
  นั้นคือ 18

4
𝑘𝑘 + 15

4
> 2(𝑘𝑘 + 1) 

  ตอไปจะแสดง 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง   

  พิจารณา  18
4

(𝑘𝑘 + 1) + 15
4

  = 18
4
𝑘𝑘 + 33

4
 

  พิจารณา  2�(𝑘𝑘 + 1) + 1�  = 2(𝑘𝑘 + 1) + 2 

  เห็นไดชัดวา 33
4

> 2           
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  และจากสมมติฐาน  

  นั่นคือ 18
4

(𝑘𝑘 + 1) + 15
4

 >  2�(𝑘𝑘 + 1) + 1� 

  ดังนั้น 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง  

  โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวา 𝑃𝑃(𝑛𝑛) เปนจริง โดยท่ี 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี  𝑛𝑛 ≥ 1 

จะไดวา  
18
4
𝑛𝑛 + 15

4
> 2(𝑛𝑛 + 1)                                  # 

บทตั ้ง 3.2.8 ให  𝑛𝑛 เป นจำนวนเต ็ม ท่ี  𝑛𝑛 ≥ 4 และ  𝑚𝑚𝑣𝑣 �0, 1, 2, … , 𝑛𝑛
2
− 1� จะได ว า   

(3𝑛𝑛)(3𝑛𝑛−2)
8

>

𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2𝑚𝑚 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣 �0, 1, 2, … , 𝑛𝑛
2
− 1�   

  กำหนดให  𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 �0, 1, 2, … , 𝑛𝑛
2
− 1� 

  และ 𝑃𝑃(𝑛𝑛) แทน (3𝑛𝑛)(3𝑛𝑛−2)
8

> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2 �𝑛𝑛
2
− 1� 

  พิจารณา 𝑃𝑃(4) 

  จะไดวา 
�3(4)�(3(4)−2)

8
= 120

8
= 15 > 14 = 4(4 − 1) + 2 �4

2
− 1� เปนจริง 

  นั้นคือ 𝑃𝑃(4) เปนจริง 

  ให 𝑘𝑘 เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี 𝑘𝑘 ≥ 4 และ 𝑃𝑃(𝑘𝑘)  เปนจริง 
  นั้นคือ (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘−2)

8
> 𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1) + 2 �𝑘𝑘

2
− 1� 

  ตอไปจะแสดง 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง   

  พิจารณา  �3(𝑘𝑘+1)�(3(𝑘𝑘+1)−2)
8

   = (3𝑘𝑘+3)(3𝑘𝑘+3−2)
8  

   =
(3𝑘𝑘+3)�(3𝑘𝑘−2)+3�

8
 

   = (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘−2)+3(3𝑘𝑘−2)+3(3𝑘𝑘)+9
8

  

   = (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘−2)
8

+ 3(3𝑘𝑘−2)+3(3𝑘𝑘)+9
8

 

   = (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘−2)
8

+ 3(3𝑘𝑘−2+3𝑘𝑘+3)
8

 

   = (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘−2)
8

+ 3(6𝑘𝑘+1)
8

 

  พิจารณา 

   (𝑘𝑘 + 1)�(𝑘𝑘 + 1)− 1� + 2 �(𝑘𝑘+1)
2

− 1�  = (𝑘𝑘 + 1)�(𝑘𝑘 − 1) + 1� + 2 ��𝑘𝑘
2
− 1� + 1

2
�  

   = (𝑘𝑘)(𝑘𝑘 − 1) + 𝑘𝑘 + (𝑘𝑘 − 1) + 1 + 2 �𝑘𝑘
2
− 1�+ 1 

   = (𝑘𝑘)(𝑘𝑘 − 1) + 2 �𝑘𝑘
2
− 1� + 2𝑘𝑘 + 1 

  จากบทต้ัง 3.2.3  

  ท่ีกลาววา ∀𝑛𝑛 ≥ 3  จะไดวา 
3(6𝑛𝑛+1)

8
> 2𝑛𝑛 + 1 

  และจากสมมติฐาน  
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  นั่นคือ (3(𝑘𝑘+1)+1)(3(𝑘𝑘+1)−1)
8

> �(𝑘𝑘 + 1) + 2��(𝑘𝑘 + 1) − 1� 

  ดังนั้น 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง  

  โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวา 𝑃𝑃(𝑛𝑛) เปนจริง โดยที่ ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม         

ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣 �2, 3, 4, … , 𝑛𝑛
2
− 1�  จะไดวา  

(3𝑛𝑛+1)(3𝑛𝑛−1)
8

> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2𝑚𝑚                    # 

บทต้ัง 3.2.9 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣 � 1, 2, … , 𝑛𝑛
2
− 1� จะไดวา  

(3𝑛𝑛)(3𝑛𝑛+2)
4

> 𝑛𝑛2 + 2𝑚𝑚 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣 � 1, 2, … , 𝑛𝑛
2
− 1�   

  กำหนดให  𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 � 1, 2, … , 𝑛𝑛
2
− 1�  

  และ 𝑃𝑃(𝑛𝑛) แทน (3𝑛𝑛)(3𝑛𝑛+2)
4

> 𝑛𝑛2 + 2𝑚𝑚 = 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 − 2 

  พิจารณา 𝑃𝑃(4) 

  จะไดวา 
�3(4)�(3(4)+2)

4
= 168

4
= 42 > 18 = 16 + 4 − 2 = 42 + 4 − 2 เปนจริง 

  นั้นคือ 𝑃𝑃(4) เปนจริง 

  ให 𝑘𝑘 เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี 𝑘𝑘 ≥ 4 และ 𝑃𝑃(𝑘𝑘)  เปนจริง 
  นั้นคือ (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘+2)

4
> 𝑘𝑘2 + 𝑘𝑘 − 2 

  ตอไปจะแสดง 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง   

  พิจารณา  
�3(𝑘𝑘+1)�(3(𝑘𝑘+1)+2)

4
  = (3𝑘𝑘+3)(3𝑘𝑘+3+2)

4
 

   =
(3𝑘𝑘+3)�(3𝑘𝑘+2)+3�

4
 

   = (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘+2)+3(3𝑘𝑘+2)+3(3𝑘𝑘)+9
4

  

   = (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘+2)
4

+ 3(3𝑘𝑘+2)+3(3𝑘𝑘)+9
4

 

   = (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘+2)
8

+ 3(3𝑘𝑘+2+3𝑘𝑘+3)
4

 

   = (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘+2)
4

+ 3(6𝑘𝑘+5)
4

 

   = (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘+2)
4

+ 18
4
𝑘𝑘 + 15

4
 

  พิจารณา 

   (𝑘𝑘 + 1)2 + (𝑘𝑘 + 1) − 2 = 𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘 + 1 + 𝑘𝑘 + 1 − 2  
   = 𝑘𝑘2 + 𝑘𝑘 − 2 + 2(𝑘𝑘 + 1) 

  จากบทต้ัง 3.2.7  

  ท่ีกลาววา ∀𝑛𝑛 ≥ 1  จะไดวา  
18
4
𝑛𝑛 + 15

4
> 2(𝑛𝑛 + 1) 

  และจากสมมติฐาน  

  นั่นคือ 
�3(𝑘𝑘+1)�(3(𝑘𝑘+1)+2)

4
>  (𝑘𝑘 + 1)2 + (𝑘𝑘 + 1) − 2 
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  ดังนั้น 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง  

  โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวา 𝑃𝑃(𝑛𝑛) เปนจริง โดยที่ ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม         

ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣 � 1, 2, … , 𝑛𝑛
2
− 1� จะไดวา  

(3𝑛𝑛)(3𝑛𝑛+2)
4

> 𝑛𝑛2 + 2𝑚𝑚                              # 

บทต้ัง 3.2.10 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดวากราฟ  𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� มีความสามารถในการระบายสี

สมบูรณ 𝑛𝑛 + 1 สีได  

 การพิสูจน  จากกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� เปนกราฟท่ีเกิดจากการเช่ือมแตละจุดยอดของกราฟวัฏจักร 𝐶𝐶�𝑛𝑛2� กับ 

 จุดยอดเพนแดนต ดวยเสนเช่ือมเพนแดนตท่ีสมนัยกัน จำนวน �𝑛𝑛2� เสน  

  นั่นคือ แตละจุดยอดเพนแดนตจะประชิดกับจุดยอดท่ีสมนัยกันของกราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2� และจุดยอดเพน

แดนตแตละจุดจะไมประชิดกันเอง 

  จากทฤษฎีบท 2.15 

  ท่ีกลาววา 𝜓𝜓�𝐶𝐶�𝑛𝑛2�� = 𝑛𝑛 สำหรับ จำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3  

  นั่นหมายความวา กราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2� มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛  สีได 

  สมมติใหจุดยอดเพนแดนตทั ้ง �𝑛𝑛2� จุด ถูกระบายสี ดวยสีใหม ที่ไมใชสีที่ 1 ถึงสีที่ 𝑛𝑛 สีแรก 

กลาวคือจุดเพนแดนตทุกจุด จะถูกระบายสีดวยสีท่ี 𝑛𝑛 + 1 

  จาก จุดยอดเพนแดนตประชิดกับจุดยอดที่สมนัยกันของกราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2� และจุดยอดของกราฟ 

𝐶𝐶�𝑛𝑛2� ถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี 𝑛𝑛 

  นั่นคือ จุดยอดเพนแดนตที ่ถูกระบายดวยสีที ่ 𝑛𝑛 + 1 จะประชิดกับจุดยอดของกราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2�      

ท่ีถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี 𝑛𝑛 ดวย 

  จากบทนิยาม 2.13 

     ดังนั้น กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 1  สีได            # 

ทฤษฎีบทประกอบ 3.2.11 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มคี่ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดวาขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของ

กราฟ  𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� คือ 𝑛𝑛 + 1 

การพิสูจน  จากบทต้ัง 3.2.10 

  ท่ีกลาววา กราฟ  𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 1  สีได     

  นั่นคือ 𝜓𝜓�𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1�� ≥ 𝑛𝑛 + 1  

   ดังนั้น ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� คือ 𝑛𝑛 + 1              # 

บทต้ัง 3.2.12 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 5 จะไดวากราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� ไมมีความสามารถในการระบาย

สีสมบูรณ 𝑛𝑛 +
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

  สีได 

การพิสูจน  ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 5 
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  จาก �𝐸𝐸 �𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1���  = 2 ��𝑛𝑛2�� 

     = 2 �𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−2)!
(𝑛𝑛−2)!(2)!

�  

     = 2 �𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)
2

� 

     = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)      

  พิจารณา 
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

= 𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−2)!
𝑛𝑛(𝑛𝑛−2)!(2)!

 

                       = (𝑛𝑛−1)
2

 

  และจาก �𝑛𝑛+
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

2 � = �𝑛𝑛+
(𝑛𝑛−1)
2

2
� 

   = �
3𝑛𝑛−1
2
2
� 

                                    =
�3𝑛𝑛−12 ��3𝑛𝑛−12 −1��3𝑛𝑛−12 −2�!

�3𝑛𝑛−12 −2�!(2!)
 

    = 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

 

  จากบทต้ัง 3.2.4 

  ท่ีกลาววา ถาให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ี ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 5  จะไดวา 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)                    

  นั่นคือ �𝐸𝐸 �𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1��� = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) < 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

= �𝑛𝑛+
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

2 � 

  เนื่องจาก กราฟที่มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 +
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

  สีได จะตองมีจำนวนเสน

เช่ือมอยางนอย �𝑛𝑛+
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

2 � เสน  

     ดังนั้น กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 +
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

  สีได             # 

ทฤษฎีบทประกอบ 3.2.13 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มคี่ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 5 จะไดวาขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของ

กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(�𝑛𝑛2�, 1) คือ 𝑛𝑛 +
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

 

การพิสูจน  จากบทต้ัง 3.2.12 

  ท่ีกลาววา กราฟ  𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 +
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

  สีได     

   นั่นคือ  𝜓𝜓�𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1�� < 𝑛𝑛 +
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

 

   ดังนั้น ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� คือ 𝑛𝑛 +
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

              # 
ทฤษฎีบท 3.2.14 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 5 จะไดวา 𝑛𝑛 + 1 ≤ 𝜓𝜓�𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1�� ≤ 𝑛𝑛 +

�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛
− 1 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 5 

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.11 
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   ท่ีกลาววา ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� คือ 𝑛𝑛 + 1  

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.13 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� คือ 𝑛𝑛 +
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

 

   นั่นคือ  𝜓𝜓 �𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1�� ≤ 𝑛𝑛 + �𝑛𝑛2�
𝑛𝑛
− 1 

   ดังนั้น  𝑛𝑛 + 1 ≤ 𝜓𝜓�𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1�� ≤ 𝑛𝑛 +
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛
− 1                       # 

ตัวอยางท่ี 3.2.1 ให 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��52�, 1� เปนกราฟท่ีมีการระบายสีสมบูรณใหกับจุดยอด ดังรูป 

 
𝑆𝑆𝑆𝑆 ��52�, 1� มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 6 สีได 

  และ กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��52�, 1� ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 7 สีได เนื่องจากจำนวนจุดยอดของ

กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��52�, 1� นอยกวา 21 จุด 

 ดังนั้น กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��52�, 1� มีจำนวนอโครมาติกเปน 6  �𝜓𝜓 �𝑆𝑆𝑆𝑆 ��52�, 1�� = 6�                          # 

 

บทตั้ง 3.2.15 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มคี่ที ่ 𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดวากราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1, 1� มีความสามารถในการ

ระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛  สีได 

 การพิสูจน  จากกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1, 1� เปนกราฟที่เกิดจากการเชื ่อมแตละจุดยอดของกราฟวัฏจักร

  𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+1 กับ จุดยอดเพนแดนต ดวยเสนเช่ือมเพนแดนตท่ีสมนัยกัน จำนวน �𝑛𝑛2� + 1 เสน  

  นั่นคือ แตละจุดยอดเพนแดนตจะประชิดกับจุดยอดท่ีสมนัยกันของกราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+1 และจุดยอด

เพนแดนตแตละจุดจะไมประชิดกันเอง 

 จากทฤษฎีบท 2.16 

  ท่ีกลาววา 𝜓𝜓�𝐶𝐶�𝑛𝑛2� + 1� = 𝑛𝑛 − 1 สำหรับ จำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3  

  นั่นหมายความวา กราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+1 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 − 1  สีได 

6

5

1

2

3

4

5
6

6

5

4

3

2

1

6

5

4

3

21



25 

 

  สมมติใหจุดยอดเพนแดนตท้ัง �𝑛𝑛2� + 1 จุด ถูกระบายสี ดวยสีใหม ท่ีไมใชสีท่ี 1 ถึงสีท่ี 𝑛𝑛 − 1 

สีแรก กลาวคือจุดเพนแดนตทุกจุด จะถูกระบายสีดวยสีท่ี 𝑛𝑛 

  จาก จุดยอดเพนแดนตประชิดกับจุดยอดที่สมนัยกันของกราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+1 และจุดยอดของกราฟ 

𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+1 ถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี 𝑛𝑛 − 1 

  นั ่นคือ จุดยอดเพนแดนตที ่ถ ูกระบายดวยสีที ่ 𝑛𝑛 จะประชิดกับจุดยอดของกราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+1         

ท่ีถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี 𝑛𝑛 − 1 ดวย 

  จากบทนิยาม 2.13 

     ดังนั้น กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1, 1� มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛  สีได            # 

ทฤษฎีบทประกอบ 3.2.16 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มคี่ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดวาขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของ

กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1, 1� คือ 𝑛𝑛 

การพิสูจน จากบทต้ัง 3.2.15 

  ท่ีกลาววา กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1, 1� มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 สีได     

  นั่นคือ 𝜓𝜓�𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 1, 1�� ≥ 𝑛𝑛  

   ดังนั้น ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 1, 1� คือ 𝑛𝑛              # 

บทตั้ง 3.2.17 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ี ที่ 𝑛𝑛 ≥ 7 จะไดวากราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1, 1� ไมมีความสามารถในการ

ระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1
𝑛𝑛
� สีได 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ี ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 

  จาก �𝐸𝐸 �𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 1,1���    = 2 ��𝑛𝑛2�+ 1� 

 = 2 �𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−2)!
(𝑛𝑛−2)!(2)!

+ 1�  

 = 2 �𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)
2

+ 1� 

 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2      

  พิจารณา �
�𝑛𝑛2�+1
𝑛𝑛
�  = �𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)+2

2𝑛𝑛
� 

   = �𝑛𝑛−1
2

+ 1
𝑛𝑛
� 

  จาก 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ี  

  จะไดวา 𝑛𝑛 − 1 เปนจำนวนเต็มคู 

  นั่นคือ 2|(𝑛𝑛 − 1) 

  ดังนั้น 𝑛𝑛−1
2

 เปนจำนวนเต็ม 

  จากทฤษฎีบท 2.21 และ ทฤษฎีบท 2.22 

                                 �𝑛𝑛−1
2

+ 1
𝑛𝑛
� = 𝑛𝑛−1

2
+ �1

𝑛𝑛
� 

                                            = 𝑛𝑛−1
2
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  นั่นคือ �
�𝑛𝑛2�+1
𝑛𝑛
�  = 𝑛𝑛−1

2
 

  และจาก �
𝑛𝑛+�

�𝑛𝑛2�+1
𝑛𝑛 �

2
� = �𝑛𝑛+

𝑛𝑛−1
2

2
� 

  = �
3𝑛𝑛−1
2
2
� 

       =
�3𝑛𝑛−12 ��3𝑛𝑛−12 −1��3𝑛𝑛−12 −2�!

�3𝑛𝑛−12 −2�!(2!)
 

  = 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

 

  จากบทต้ัง 3.2.5 

  ท่ีกลาววา ถาให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ี ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7  จะไดวา 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2                    

  นั้นคือ �𝐸𝐸 �𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 1, 1��� = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2 < 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

= �
𝑛𝑛+�

�𝑛𝑛2�+1
𝑛𝑛 �

2
� 

  จาก การระบายสีสมบูรณลงบนจุดยอดของกราฟจำนวน 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1
𝑛𝑛
�  สีได จะตองมีจำนวน

เสนเช่ือมอยางนอย �
𝑛𝑛+�

�𝑛𝑛2�+1
𝑛𝑛 � 

2
� เสน  

     ดังนั้น กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1, 1� ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ  𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1
𝑛𝑛

�  สีได # 

ทฤษฎีบทประกอบ 3.2.18 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มคี่ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 จะไดวาขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของ

กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1, 1 �  คือ 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1
𝑛𝑛
�  

การพิสูจน  จากบทต้ัง 3.2.17 

  ท่ีกลาววากราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 1, 1� ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1
𝑛𝑛

�  สีได    

   นั่นคือ  𝜓𝜓�𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1�� < 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1

𝑛𝑛
� 

   ดังนั้น ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� คือ 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1
𝑛𝑛

�               # 

ทฤษฎีบท 3.2.19 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 จะไดวา 

𝑛𝑛 + 1 ≤ 𝜓𝜓�𝑆𝑆𝑆𝑆 ��
𝑛𝑛
2
�+ 1, 1�� ≤ 𝑛𝑛 + �

�𝑛𝑛2�+ 1
𝑛𝑛

� − 2 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.16 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1, 1� คือ 𝑛𝑛  

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.18 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 1, 1� คือ 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1
𝑛𝑛

� − 1  

   นั่นคือ  𝜓𝜓�𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1,1�� ≤ 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1
𝑛𝑛
� − 2 
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   ดังนั้น   𝑛𝑛 ≤ 𝜓𝜓 �𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 1,1�� ≤ 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1
𝑛𝑛
� − 2                          # 

ตัวอยางท่ี 3.2.2 ให 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��72� + 1,1� เปนกราฟท่ีมีการระบายสีสมบูรณใหกับจุดยอด ดังรูป 

 
 เนื่องจาก กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��72� + 1,1� มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 8 สีได 

𝑆𝑆𝑆𝑆 ��72� + 1,1� ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 9 สีได เนื่องจากจำนวนจุดยอด

ของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��72� + 1,1� นอยกวา 36 จุด 

 ดังนั้น กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��72� + 1,1� มีจำนวนอโครมาติกเปน 8  �𝜓𝜓 �𝑆𝑆𝑆𝑆 ��72� + 1,1�� = 8�                     # 
 

บทต้ัง 3.2.20 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣{2, 3, … , 𝑛𝑛 − 1} จะไดวากราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 𝑚𝑚, 1� 

มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 1  สีได 

การพิสูจน  ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣{2, 3, … ,𝑛𝑛 − 1 } 

     จากกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 𝑚𝑚, 1� เปนกราฟที่เกิดจากการเชื่อมแตละจุดยอดของกราฟวัฏจักร

  𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚 กับ จุดยอดเพนแดนต ดวยเสนเช่ือมเพนแดนตท่ีสมนัยกัน จำนวน �𝑛𝑛2� + 𝑚𝑚 เสน  

  นั่นคือ แตละจุดยอดเพนแดนตจะประชิดกับจุดยอดท่ีสมนัยกันของกราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚 และจุดยอด

เพนแดนตแตละจุดจะไมประชิดกันเอง 

  จากทฤษฎีบท 2.17 

  ท่ีกลาววา 𝜓𝜓�𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚� = 𝑛𝑛 + 1     สำหรับ จำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣{2, 3, … , 𝑛𝑛 − 1} 

  นั่นหมายความวา กราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛  สีได 

  สมมติใหจุดยอดเพนแดนตทั้ง �𝑛𝑛2� + 𝑚𝑚 จุด ถูกระบายสี ดวยสีใหม ที่ไมใชสีที่ 1 ถึงสีที่ 𝑛𝑛 สี

แรก กลาวคือจุดเพนแดนตทุกจุด จะถูกระบายสีดวยสีท่ี 𝑛𝑛 + 1 

  จาก จุดยอดเพนแดนตประชิดกับจุดยอดที่สมนัยกันของกราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚 และจุดยอดของกราฟ 

𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚 ถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี 𝑛𝑛 
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  นั่นคือ จุดยอดเพนแดนตที่ถูกระบายดวยสีที่ 𝑛𝑛 + 1 จะประชิดกับจุดยอดของกราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚   

ท่ีถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี 𝑛𝑛 ดวย 

  จากบทนิยาม 2.13 

     ดังนั้น กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 𝑚𝑚, 1� มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 1  สีได          # 

ทฤษฎีบทประกอบ 3.2.21 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มคี่ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดวาขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของ

กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(�𝑛𝑛2�, 1) คือ 𝑛𝑛 + 1 

การพิสูจน  จากบทต้ัง 3.2.20 

  ท่ีกลาววา กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 𝑚𝑚, 1� มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 1  สีได     

  นั่นคือ 𝜓𝜓�𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 𝑚𝑚, 1�� ≥ 𝑛𝑛 + 1  

   ดังนั้น ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 𝑚𝑚, 1� คือ 𝑛𝑛 + 1              # 

บทต้ัง 3.2.22 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣{2, 3, …𝑛𝑛 − 1} จะไดวากราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 𝑚𝑚, 1�              

ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+𝑚𝑚
𝑛𝑛

� + 1 สีได 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣{2, 3, 4, … , 𝑛𝑛 − 1} 

  จาก �𝐸𝐸 �𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 𝑚𝑚, 1���  = 2 ��𝑛𝑛2�+ 𝑚𝑚� 

   = 2 �𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−2)!
(𝑛𝑛−2)!(2)!

+ 𝑚𝑚�  

   = 2 �𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)
2

+ 𝑚𝑚� 

   = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2𝑚𝑚      

  พิจารณา �
�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚
𝑛𝑛

� = �𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)+2𝑚𝑚
2𝑛𝑛

� 

                                = �(𝑛𝑛−1)
2

+ 𝑚𝑚
𝑛𝑛
�  

  จาก 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ี  

  จะไดวา 𝑛𝑛 − 1 เปนจำนวนเต็มคู 

  นั่นคือ 2|(𝑛𝑛 − 1) 

  ดังนั้น 𝑛𝑛−1
2

 เปนจำนวนเต็ม 

  จากทฤษฎีบท 2.21 และ ทฤษฎีบท 2.22 

                                 �(𝑛𝑛−1)
2

+ 𝑚𝑚
𝑛𝑛
� = (𝑛𝑛−1)

2
+ �𝑚𝑚

𝑛𝑛
� 

                                 = (𝑛𝑛−1)
2

 

  นั่นคือ �
�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚
𝑛𝑛

� = (𝑛𝑛−1)
2

 

  และจาก �
𝑛𝑛+�

�𝑛𝑛2�+1
𝑛𝑛 �+1

2
� = �𝑛𝑛+

(𝑛𝑛−1)
2 +1
2

� 

   = �
3𝑛𝑛+1
2
2
� 
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   =
ቀయ೙శభమ ቁቀయ೙శభమ ିଵቁቀయ೙శభమ ିଶቁ!

ቀయ೙శభమ ିଶቁ!(ଶ!)
 

   = (ଷ௡ାଵ)(ଷ௡ିଵ)
଼

 

  จากบทต้ัง 3.2.6 

  ท่ีกลาววา ถาให ݊ เปนจำนวนเต็มค่ี ท่ี ݊ ൒ 7  และ ݉߳{2, 3, …݊ െ 1}  

  จะไดวา (ଷ௡ାଵ)(ଷ௡ିଵ)
଼

> ݊(݊ െ 1) + 2݉     

  นั้นคือ ቚܧ ൬ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ ݉, 1ቁ൰ቚ = ݊(݊ െ 1) + 2݉ < (ଷ௡ାଵ)(ଷ௡ିଵ)
଼

= ൭
௡ା቞

൫೙మ൯శభ
೙ ቟ାଵ

ଶ
൱ 

  จาก การระบายสีสมบูรณลงบนจุดยอดของกราฟจำนวน ݊ + ቔ൫
೙
మ൯ା௠
௡

ቕ+ 1  สีไดจะตองมี

จำนวนเสนเช่ือมอยางนอย ൭
௡ା቞

൫೙మ൯శ೘
೙ ቟ାଵ 

ଶ
൱ เสน  

     ดังนั้น กราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ ݉, 1ቁ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + ቔ൫
೙
మ൯ା௠
௡

ቕ + 1  สีได # 

ìùþãĊïìðøąÖĂï �����3 ให ݊ เปนจำนวนเต็มค่ี ท่ี ݊ ൒ 7 และ ݉߳{2, 3, 4, … ,݊ െ 1} จะไดวาขอบเขต

บนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ ݉, 1 ቁ  คือ ݊ + ቔ൫
೙
మ൯ା௠
௡

ቕ + 1 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ จากบทต้ัง 3.2.22 

  ที่กลาววากราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ ݉, 1ቁ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + ቔ൫
೙
మ൯ା௠
௡

ቕ+ 1  

สีได    

   นั่นคือ  ߰൬ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯, 1ቁ൰ < ݊ + ቔ൫
݊
2൯+݉

݊
ቕ + 1 

   ดังนั้น ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ ݉, 1ቁ คือ ݊ + ቔ൫
೙
మ൯ା௠
௡

ቕ + 1  # 

ìùþãĊïìǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี ݊ ൒ 7 และ ݉߳{2, 3, 4, … , ݊ െ 1} จะไดวา 

݊ + 1 ൑ ߰൭ܵܨ ቆቀ
݊
2ቁ + ݉, 1ቇ൱ ൑ ݊ + ቞

൫௡ଶ൯ + ݉
݊ ቟ 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ ให ݊ เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี ݊ ൒ 7 และ ݉߳{2, 3, 4, … ,݊ െ 1} 

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.21 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯ + ݉, 1ቁ คือ ݊ + 1 

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.23 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ ݉, 1ቁ คือ ݊ + ቔ൫
೙
మ൯ା௠
௡

ቕ + 1  

   นั่นคือ  ߰൬ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯ + ݉, 1ቁ൰ ൑ ݊ + ቔ൫
೙
మ൯ା௠
௡

ቕ 

   ดังนั้น  ݊ + 1 ൑ ߰൬ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ ݉, 1ቁ൰ ൑ ݊ + ቔ൫
݊
2൯+݉

݊
ቕ                                    # 
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êĆüĂ÷ŠćÜìĊęǰ����3 ให ܵܨ ቀ൫଻ଶ൯ + 6,1ቁ เปนกราฟท่ีมีการระบายสีสมบูรณใหกับจุดยอด ดังรูป 

 
 เนื่องจาก กราฟ ܵܨ ቀ൫଻ଶ൯ + 6,1ቁ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 10 สีได 

  และ กราฟ ܵܨ ቀ൫଻ଶ൯ + 6,1ቁ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 11 สีได เนื่องจากจำนวนจุดยอด

ของกราฟ ܵܨ ቀ൫଻ଶ൯ + 6,1ቁ นอยกวา 55 จุด 

ܨܵ ቀ൫଻ଶ൯ + 6,1ቁ มีจำนวนอโครมาติกเปน 10  ቀ߰ ൬ܵܨ ቀ൫଻ଶ൯ + 6,1ቁ൰ = 10ቁ               # 

 

ïìêĆĚÜǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ที ่ ݊ ൒ 4 จะไดวากราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

, 1൰  มีความสามารถในการ

ระบายสีสมบูรณ ݊ + 1 สีได 

 ÖćøóĉÿĎÝîŤ  จากกราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

, 1൰ เปนกราฟที่เกิดจากการเชื ่อมแตละจุดยอดของกราฟวัฏจักร

݊+൫݊2൯ܥ  
2
 กับ จุดยอดเพนแดนต ดวยเสนเช่ือมเพนแดนตท่ีสมนัยกัน จำนวน ൫௡ଶ൯+ ௡

ଶ
 เสน  

  นั่นคือ แตละจุดยอดเพนแดนตจะประชิดกับจุดยอดท่ีสมนัยกันของกราฟ ܥ൫೙మ൯ା
೙
మ
 และจุดยอด

เพนแดนตแตละจุดจะไมประชิดกันเอง 

  จากทฤษฎีบท 2.18 

  ท่ีกลาววา ߰ ቀܥ൫೙మ൯ା
೙
మ
ቁ = ݊ สำหรับ จำนวนเต็มคูท่ี ݊ ൒ 4  

  นั่นหมายความวา กราฟ ܥ൫೙మ൯ା
೙
మ
 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊  สีได 

  สมมติใหจุดยอดเพนแดนตท้ัง ൫௡ଶ൯ + ௡
ଶ
 จุด ถูกระบายสี ดวยสีใหม ท่ีไมใชสีท่ี 1 ถึงสีท่ี ݊ สีแรก 

กลาวคือจุดเพนแดนตทุกจุด จะถูกระบายสีดวยสีท่ี ݊ + 1 

  จาก จุดยอดเพนแดนตประชิดกับจุดยอดที่สมนัยกันของกราฟ ܥ൫೙మ൯ା
೙
మ
 และจุดยอดของกราฟ 

൫೙మ൯ାܥ
೙
మ
 ถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี ݊ 

5

5

5

5
2

2
2

2

2

8

2

8
10

1

4

3

2

1

5 6
7

8
9

4

4

3

2

1
5

6

7

8

9
10

4 3
2

1
5

6
7

8

9

10

6
7
8
9

10

1 2 3 4 5
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  นั่นคือ จุดยอดเพนแดนตที่ถูกระบายดวยสีที่ ݊ + 1 จะประชิดกับจุดยอดของกราฟ ܥ൫೙మ൯ା
೙
మ
   

ท่ีถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี ݊ ดวย 

  จากบทนิยาม 2.13 

     ดังนั้น กราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

, 1൰ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + 1  สีได            # 

ìùþãĊïìðøąÖĂï ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊ ൒ 4 จะไดวาขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของ

กราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

, 1൰ คือ ݊ + 1 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ  จากบทต้ัง 3.2.25 

  ท่ีกลาววา กราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

, 1൰ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + 1  สีได     

  นั่นคือ ߰൬ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯, 1ቁ൰ ൒ ݊ + 1  

   ดังนั้น ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

, 1൰ คือ ݊ + 1              # 

ïìêĆĚÜǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูที่ ݊ ൒ 4 จะไดวากราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

, 1൰ ไมมีความสามารถในการ

ระบายสีสมบูรณ ݊ +
൫೙మ൯ା

೙
మ

௡
+ 1  สีได 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ  ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊ ൒ 4 

  จาก ቤܧ ቆܵܨ ൬൫௡ଶ൯ + ௡
ଶ

, 1൰ቇቤ  = 2 ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ
൰ 

   = 2 ቀ௡(௡ିଵ)(௡ିଶ)!
(௡ିଶ)!(ଶ)!

+ ௡
ଶ
ቁ  

   = 2 ቀ௡(௡ିଵ)
ଶ

+ ௡
ଶ
ቁ 

   = ݊ଶ      

  พิจารณา 
൫೙మ൯ା

೙
మ

௡
= ௡మ

௡
= ݊ 

  และจาก ቆ௡ା
൫೙మ൯శ

೙
మ

೙ ାଵ
ଶ ቇ   = ൫ଶ௡ାଵଶ ൯ 

    = (ଶ௡ାଵ)(ଶ௡)(ଶ௡ିଵ)!
(ଶ௡ିଵ)!(ଶ!)

 

    = (2݊ + 1)݊ 
   = 2݊ଶ + ݊ 
  เห็นไดชัดวา ݊ଶ < 2݊ଶ + ݊     

  นั้นคือ ቤܧ ቆܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

, 1൰ቇቤ = ݊ଶ < 2݊ଶ + ݊ = ቆ௡ା
൫೙మ൯శ

೙
మ

೙ ାଵ
ଶ ቇ 

  จาก การระบายสีสมบูรณลงบนจุดยอดของกราฟจำนวน ݊ +
൫೙మ൯ା

೙
మ

௡
+ 1  สีไดจะตองมีจำนวน

เสนเช่ือมอยางนอย ቆ௡ା
൫೙మ൯శ

೙
మ

೙ ାଵ
ଶ ቇ เสน  

     ดังนั้น กราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯ + ௡
ଶ

, 1൰ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ  ݊ +
൫೙మ൯ା

೙
మ

௡
+ 1  สีได # 



32 

 

ìùþãĊïìðøąÖĂï �����8 ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊ ൒ 4 จะไดวาขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของ

กราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

, 1 ൰  คือ ݊ +
൫೙మ൯ା

೙
మ

௡
 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ  จากบทต้ัง 3.2.27 

  ท่ีกลาววากราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ݊
2 , 1൰ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ +

൫೙మ൯ା
೙
మ

௡
+ 1 สีได    

   นั่นคือ  ߰ቆܵܨ ൬൫௡ଶ൯ + ௡
ଶ

, 1൰ቇ <  ݊ +
൫೙మ൯ା

೙
మ

௡
+ 1 

   ดังนั้น ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ݊
2 , 1൰ คือ ݊ +

൫೙మ൯ା
೙
మ

௡
+ 1    # 

ìùþãĊïìǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊ ൒ 4 จะไดวา 

                     ݊ + 1 ൑ ߰ቆܵܨ ൬൫௡ଶ൯ + ௡
ଶ

, 1൰ቇ ൑ ݊ +
൫೙మ൯ା

೙
మ

௡
 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊ ൒ 4   

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.26 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

, 1൰ คือ ݊ + 1 

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.28 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯ + ௡
ଶ

, 1൰ คือ ݊ +
൫೙మ൯ା

೙
మ

௡
+ 1  

   นั่นคือ  ߰ቆܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

, 1൰ቇ ൑ ݊ +
൫೙మ൯ା

೙
మ

௡
 

   ดังนั้น  ݊ + 1 ൑ ߰ቆܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

, 1൰ቇ ൑ ݊ +
൫೙మ൯ା

೙
మ

௡
                                 # 

êĆüĂ÷ŠćÜìĊęǰ����� ให ܵܨ ൬൫ସଶ൯ + ସ
ଶ

, 1൰ เปนกราฟท่ีมีการระบายสีสมบูรณใหกับจุดยอด ดังรูป 

 
 เนื่องจาก กราฟ ܵܨ ൬൫ସଶ൯+ ସ

ଶ
, 1൰ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 5 สีได 

2

6 4

2

5

4

5

6

1

3
1

2

3

4
5

6
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  และ กราฟ ܵܨ ൬൫ସଶ൯+ ସ
ଶ

, 1൰ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 6 สีได เนื่องจากจำนวนจุดยอด

ของกราฟ ܵܨ ൬൫ସଶ൯ + ସ
ଶ

, 1൰ นอยกวา 15 จุด 

 ดังนั้น กราฟ ܵܨ ൬൫ସଶ൯+ ସ
ଶ

, 1൰ มีจำนวนอโครมาติกเปน 5  ቆ߰ቆܵܨ ൬൫ସଶ൯ + ସ
ଶ

, 1൰ቇ = 5ቇ                 # 

 

ïìêĆĚÜǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊ ൒ 4 และ ݉߳{0,1,2, … , ௡
ଶ
െ 1}  จะไดวากราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ ݉, 1ቁ  

มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ สีได 

 ÖćøóĉÿĎÝîŤ  จากกราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯ + ݉, 1ቁ เปนกราฟที่เกิดจากการเชื ่อมแตละจุดยอดของกราฟวัฏจักร

൫݊2൯+݉ กับ จุดยอดเพนแดนต ดวยเสนเช่ือมเพนแดนตท่ีสมนัยกัน จำนวน ൫௡ଶ൯ܥ   + ݉ เสน  

  นั่นคือ แตละจุดยอดเพนแดนตจะประชิดกับจุดยอดท่ีสมนัยกันของกราฟ ܥ൫೙మ൯ା௠ และจุดยอด

เพนแดนตแตละจุดจะไมประชิดกันเอง 

  จากทฤษฎีบท 2.19 

  ท่ีกลาววา ߰ቀܥ൫೙మ൯ା௠ቁ = ݊ െ 1 สำหรับ จำนวนเต็มคูท่ี ݊ ൒ 4 และ ݉߳{0,1,2, … , ௡
ଶ
െ 1} 

  นั่นหมายความวา กราฟ ܥ൫೙మ൯ା௠ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ െ 1  สีได 

  สมมติใหจุดยอดเพนแดนตท้ัง ൫௡ଶ൯ + ݉ จุด ถูกระบายสี ดวยสีใหม ท่ีไมใชสีท่ี 1 ถึงสีท่ี ݊ െ 1 

สีแรก กลาวคือจุดเพนแดนตทุกจุด จะถูกระบายสีดวยสีท่ี ݊ 

  จาก จุดยอดเพนแดนตประชิดกับจุดยอดที่สมนัยกันของกราฟ ܥ൫೙మ൯ା௠ และจุดยอดของกราฟ 

݊ ൫೙మ൯ା௠ ถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ีܥ െ 1 

  นั่นคือ จุดยอดเพนแดนตที ่ถูกระบายดวยสีที ่ ݊ จะประชิดกับจุดยอดของกราฟ ܥ൫೙మ൯ା௠        

ท่ีถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี ݊ െ 1 ดวย 

  จากบทนิยาม 2.13 

     ดังนั้น กราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯ + ݉, 1ቁ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊  สีได                  # 

ìùþãĊïìðøąÖĂï ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊ ൒ 4 และ ݉߳{0,1,2, … , ௡
ଶ
െ 1} จะไดวาขอบเขตลาง

ของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ ݉, 1ቁ คือ ݊ 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ  จากบทต้ัง 3.2.30 

  ท่ีกลาววา กราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯ + ݉, 1ቁ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊  สีได     

  นั่นคือ ߰൬ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯, 1ቁ൰ ൒ ݊ 

   ดังนั้น ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ ݉, 1ቁ คือ ݊              # 

ïìêĆĚÜǰ����3� ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊ ൒ 4 และ ݉߳{0,1,2, … , ௡
ଶ
െ 1}  จะไดวากราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ ݉, 1ቁ  

ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + ቔ൫
೙
మ൯ା௠
௡

ቕ + 1 สีได  
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ÖćøóĉÿĎÝîŤ  ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊ ൒ 4 และ ݉߳{0,1,2, … , ௡
ଶ
െ 1} 

  จาก ቚܧ ൬ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ ݉, 1ቁ൰ቚ  = 2 ቀ൫௡ଶ൯+ ݉ቁ 

   = 2 ቀ௡(௡ିଵ)(௡ିଶ)!
(௡ିଶ)!(ଶ)!

+ ݉ቁ  

   = 2 ቀ௡(௡ିଵ)
ଶ

+ ݉ቁ 

   = ݊(݊ െ 1) + 2݉      

  พิจารณา ቔ
൫೙మ൯ା௠
௡

ቕ = ቞
೙(೙షభ)

మ ା௠

௡
቟ 

   = ቔ௡(௡ିଵ)
ଶ௡

+ ௠
௡
ቕ 

   = ቔ(௡ିଵ)
ଶ

+ ௠
௡
ቕ 

   = ቔ(௡ିଶ)
ଶ

+ ଵ
ଶ

+ ௠
௡
ቕ 

   = ቔ(௡ିଶ)
ଶ

+ ௡ାଶ௠
ଶ௡

ቕ 
  จาก ݊ เปนจำนวนเต็มคู  

  จะไดวา ݊ െ 2 เปนจำนวนเต็มคู 

  นั่นคือ 2|(݊ െ 2) 

  ดังนั้น ௡ିଶ
ଶ

 เปนจำนวนเต็ม 

  จากทฤษฎีบท 2.22 

                               ቔ(௡ିଶ)
ଶ

+ ௡ାଶ௠
ଶ௡

ቕ = ௡ିଶ
ଶ

+ ቔ௡ାଶ௠
ଶ௡

ቕ 

  กำหนดให  ݉ = ݔܽ݉ ቄ 0,1, 2, … , ௡
ଶ
െ 1ቅ  

         
௡ିଶ
ଶ

+ ቔ௡ାଶ௠
ଶ௡

ቕ = ௡ିଶ
ଶ

+ ቞
௡ାଶቀ೙మିଵቁ

ଶ௡
቟ 

   = ௡ିଶ
ଶ

+ ቔଶ(௡ିଵ)
ଶ௡

ቕ 

   = ௡ିଶ
ଶ

+ ቔ(௡ିଵ)
௡

ቕ 
  จากทฤษฎีบท 2.21 

        
௡ିଶ
ଶ

+ ቔ(௡ିଵ)
௡

ቕ = ௡ିଶ
ଶ

 

  นั่นคือ ቔ
൫೙మ൯ା௠
௡

ቕ = ௡ିଶ
ଶ

 

  และจาก ൭
௡ା቞

൫೙మ൯శ೘
೙ ቟ାଵ

ଶ
൱  = ൬௡ା

೙షమ
మ ାଵ
ଶ

൰ 

   = ൬
య೙
మ
ଶ
൰ 

   =
ቀయ೙మ ቁቀ

య೙
మ ିଵቁቀ

య೙
మ ିଶቁ!

ቀయ೙మ ିଶቁ!(ଶ)!
 

   = (ଷ௡)(ଷ௡ିଶ)
଼
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  จากบทต้ัง 3.2.8 

  ท่ีกลาววา ถาให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊ ൒ 4  และ ݉߳{0, 1, … ௡
ଶ
െ 1}  

  จะไดวา ଷ௡(ଷ௡ିଶ)
଼

> ݊(݊ െ 1) + 2݉     

  นั้นคือ ቚܧ ൬ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ ݉, 1ቁ൰ቚ = ݊(݊ െ 1) + 2݉ < (3݊)(3݊െ2)
8 = ቀ݊ + ቔ൫

೙
మ൯ା௠
௡

ቕ + 1ቁ 

  จาก การระบายสีสมบูรณลงบนจุดยอดของกราฟจำนวน ݊ + ቔ൫
೙
మ൯ା௠
௡

ቕ+ 1  สีไดจะตองมี

จำนวนเสนเช่ือมอยางนอย ൭
௡ା቞

൫೙మ൯శ೘
೙ ቟ାଵ

ଶ
൱ เสน  

     ดังนั้น กราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯ + ݉, 1ቁ ไมความสามารถระบายสีสมบูรณ ݊ + ඌ൫
೙
మ൯ା௠
௡

ඐ + 1 สีได       # 

ìùþãĊïìðøąÖĂï ����33 ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊ ൒ 4 และ ݉߳{0,1,2, … , ௡
ଶ
െ 1} จะไดวาขอบเขตบน

ของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ ݉, 1 ቁ  คือ ݊ + ቔ൫
೙
మ൯ା௠
௡

ቕ+ 1 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ  จากบทต้ัง 3.2.32 

  ท่ีกลาววากราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+݉, 1ቁ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + ቔ൫
೙
మ൯ା௠
௡

ቕ +

1 สีได    

   นั่นคือ  ߰൬ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯ + ݉, 1ቁ൰ < ݊ + ቔ൫
݊
2൯+݉

݊
ቕ + 1  

   ดังนั้น ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+݉, 1ቁ คือ ݊ + ඌ൫
೙
మ൯ା௠
௡

ඐ + 1 # 

ìùþãĊïìǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊ ൒ 4 และ ݉߳{0,1,2, … , ௡
ଶ
െ 1} จะไดวา 

                     ݊ ൑ ߰ ൬ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯ + ݉, 1ቁ൰ ൑ ݊ + ቔ൫
೙
మ൯ା௠
௡

ቕ 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊ ൒ 4  และ ݉߳{0,1,2, … , ௡
ଶ
െ 1} 

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.31 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯ + ݉, 1ቁ คือ ݊  

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.33 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ ݉, 1ቁ คือ ݊ + ඌ൫
೙
మ൯ା௠
௡

ඐ + 1  

   นั่นคือ  ߰ ൬ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ ݉, 1ቁ൰ ൑ ݊ + ඌ൫
೙
మ൯ା௠
௡

ඐ 

   ดังนั้น  ݊ ൑ ߰ ൬ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯ + ݉, 1ቁ൰ ൑ ݊ + ቔ൫
݊
2൯+݉

݊
ቕ                                       # 
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êĆüĂ÷ŠćÜìĊęǰ����� ให ܵܨ ቀ൫ସଶ൯ + 1,1ቁ เปนกราฟท่ีมีการระบายสีสมบูรณใหกับจุดยอด ดังรูป 

 
 เนื่องจาก กราฟ ܵܨ ቀ൫ସଶ൯ + 1,1ቁ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 5 สีได 

  และ กราฟ ܵܨ ቀ൫ସଶ൯ + 1,1ቁ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 6 สีได เนื่องจากจำนวนจุดยอด

ของกราฟ ܵܨ ቀ൫ସଶ൯ + 1,1ቁ นอยกวา 15 จุด 

ܨܵ ቀ൫ସଶ൯ + 1,1ቁ มีจำนวนอโครมาติกเปน 5  ቀ߰ ൬ܵܨ ቀ൫ସଶ൯ + 1,1ቁ൰ = 5ቁ                 # 

 

ïìêĆĚÜǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊ ൒ 4 และ ݉߳{1,2, … , ௡
ଶ
െ 1}  จะไดวากราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯ + ௡

ଶ
+ ݉, 1൰ 

มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + 1 สีได  

 ÖćøóĉÿĎÝîŤ  จากกราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

+ ݉, 1൰ เปนกราฟที่เกิดจากการเชื่อมแตละจุดยอดของกราฟวัฏ

 จักร  ܥ൫݊2൯+݊
2+݉ กับ จุดยอดเพนแดนต ดวยเสนเช่ือมเพนแดนตท่ีสมนัยกัน จำนวน ൫௡ଶ൯ + ௡

ଶ
+ ݉ เสน  

  นั่นคือ แตละจุดยอดเพนแดนตประชิดกับจุดยอดท่ีสมนัยกันของกราฟ ܥ൫೙మ൯ା
೙
మା௠

 และจุดยอด

เพนแดนตแตละจุดจะไมประชิดกันเอง 

  จากทฤษฎีบท 2.20 

  ท่ีกลาววา ߰ ቀܥ൫೙మ൯ା
೙
మା௠

ቁ = ݊ สำหรับ จำนวนเต็มคูท่ี ݊ ൒ 4 และ ݉߳{1,2, … , ௡
ଶ
െ 1 

  นั่นหมายความวา กราฟ ܥ൫೙మ൯ା
೙
మା௠

 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊  สีได 

  สมมติใหจุดยอดเพนแดนตท้ัง ൫௡ଶ൯ + ௡
ଶ

+ ݉ จุด ถูกระบายสี ดวยสีใหม ท่ีไมใชสีท่ี 1 ถึงสีท่ี ݊ 

สีแรก กลาวคือจุดเพนแดนตทุกจุด จะถูกระบายสีดวยสีท่ี ݊ + 1 

  จาก จุดยอดเพนแดนตจะประชิดกับจุดยอดที่สมนัยกันของกราฟ ܥ൫೙మ൯ା
೙
మା௠

 และจุดยอดของ

กราฟ ܥ൫೙మ൯ା
೙
మା௠

 ถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี ݊ 

5
4

3

2

1

5

4

3

1

1
2

3

4
5
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  นั ่นคือ จุดยอดเพนแดนตที ่ถ ูกระบายดวยสีที ่ ݊ + 1 จะประชิดก ับจุดยอดของกราฟ 

൫೙మ൯ାܥ
೙
మା௠

 ท่ีถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี ݊ ดวย 

  จากบทนิยาม 2.13 

     ดังนั้น กราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

+ ݉, 1൰ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + 1  สีได    # 

ìùþãĊïìðøąÖĂï ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊ ൒ 4 จะไดวาขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของ

กราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

, 1൰ คือ ݊ + 1 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ  จากบทต้ัง 3.2.35 

  ท่ีกลาววา กราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

+ ݉, 1൰ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + 1  สีได    

  นั่นคือ ߰൬ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯, 1ቁ൰ ൒ ݊ + 1  

   ดังนั้น ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

+ ݉, 1൰ คือ ݊ + 1          # 

ïìêĆĚÜǰ����3� ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊ ൒ 4 และ ݉߳{1,2, … , ௡
ଶ
െ 1}  จะไดวากราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯ + ௡

ଶ
+ ݉, 1൰  

ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + ඌ
൫೙మ൯+݊

2ା௠

௡
ඐ+ 1 สีได  

ÖćøóĉÿĎÝîŤ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊ ൒ 4 และ ݉߳{1,2, … , ௡
ଶ
െ 1}  

  จาก ቤܧ ቆܵܨ ൬൫௡ଶ൯ + ௡
ଶ

+ ݉, 1൰ቇቤ  = 2 ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

+ ݉൰ 

    = 2 ቀ௡(௡ିଵ)(௡ିଶ)!
(௡ିଶ)!(ଶ)!

+ ௡
ଶ

+ ݉ቁ  

    = 2 ቀ௡(௡ିଵ)
ଶ

+ ௡
ଶ

+ ݉ቁ 

    = ݊ଶ + 2݉      

  พิจารณา ඌ
൫೙మ൯ା

೙
మା௠

௡
ඐ = ቞

೙మ

మ ା௠

௡
቟ 

   = ቔ௡
మ

ଶ௡
+ ௠

௡
ቕ 

    = ቔ௡
ଶ

+ ௠
௡
ቕ 

  จาก ݊ เปนจำนวนเต็มคู  

  นั่นคือ 2|݊ 

  ดังนั้น ௡
ଶ
 เปนจำนวนเต็ม 

  จากทฤษฎีบท 2.21 และ ทฤษฎีบท 2.22 

                               ቔ௡
ଶ

+ ௠
௡
ቕ = ௡

ଶ
+ ቔ௠

௡
ቕ 

   = ௡
ଶ

 

  และจาก ൭
௡ା቞

൫೙మ൯శ
೙
మశ೘
೙ ቟ାଵ 

ଶ
൱ = ቀ௡ା

೙
మାଵ
ଶ ቁ 
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   = ൬
య೙శమ
మ
ଶ
൰ 

   =
ቀయ೙శమమ ቁቀయ೙శమమ ିଵቁቀయ೙శమమ ିଶቁ!

ቀయ೙శమమ ିଶቁ!(ଶ!)
 

   =
ቀయ೙శమమ ቁቀయ೙శమమ ିଵቁ

ଶ
 

   = (ଷ௡ାଶ)(ଷ௡)
ସ

 

  จากบทต้ัง 3.2.9 

  ท่ีกลาววา ถาให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊ ൒ 4  และ ݉߳{1, 2, … ௡
ଶ
െ 1}  

  จะไดวา (ଷ௡ାଶ)(ଷ௡)
ସ

> ݊ଶ + ݉     

  นั้นคือ ቤܧ ቆܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

, 1൰ቇቤ = ݊ଶ + ݉ < (ଷ௡ାଶ)(ଷ௡)
ସ

= ቆ௡ା
൫೙మ൯శ

೙
మ

೙
ଶ ቇ 

  จาก การระบายสีสมบูรณลงบนจุดยอดของกราฟจำนวน ݊ + ඌ
൫೙మ൯ା

೙
మା௠

௡
ඐ+ 1  สีไดจะตองมี

จำนวนเสนเช่ือมอยางนอย ൭
௡ା቞

൫೙మ൯శ
೙
మశ೘
೙ ቟ାଵ 

ଶ
൱ เสน  

     ดังนั้น กราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯ + ௡
ଶ

+ ݉, 1൰ ไมมีความสามารถระบายสีสมบูรณ ݊ + ඌ
൫݊2൯+

݊

2
+݉

݊
ඐ+ 1 สีได     # 

ìùþãĊïìðøąÖĂï ����38 ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊ ൒ 4 และ ݉߳{1,2, … , ௡
ଶ
െ 1}  จะไดวาขอบเขตบน

ของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯ + ௡
ଶ

+ ݉, 1 ൰  คือ ݊ + ඌ
൫೙మ൯ା

೙
మା௠

௡
ඐ + 1  

ÖćøóĉÿĎÝîŤ  จากบทต้ัง 3.2.37 

  ที ่กลาววากราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ݊
2 +݉, 1൰ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ +

ඌ
൫೙మ൯ା

೙
మା௠

௡
ඐ+ 1  สีได    

   นั่นคือ  ߰൬ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯, 1ቁ൰ < ݊ + ඌ
൫݊2൯+݊

2+݉

݊
ඐ+ 1 

   ดังนั้น ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ݊
2 , 1൰ คือ ݊ + ඌ

൫೙మ൯ା
೙
మା௠

௡
ඐ + 1 # 

ìùþãĊïìǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊ ൒ 4 และ ݉߳{1,2, … , ௡
ଶ
െ 1}  จะไดวา 

                     ݊ + 1 ൑ ߰ቆܵܨ ൬൫௡ଶ൯ + ௡
ଶ

+ ݉, 1൰ቇ ൑ ݊ +
൫೙మ൯ା

೙
మା௠

௡
  

ÖćøóĉÿĎÝîŤ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊ ൒ 4  และ ݉߳{1,2, … , ௡
ଶ
െ 1}   

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.36 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

+ ݉, 1൰ คือ ݊ + 1 

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.38 

   ท่ีกลาววาขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

+ ݉, 1൰  คือ  ݊ + ඌ
൫݊

2
൯+

݊

2
+݉

݊
ඐ + 1  
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   นั่นคือ  ߰ቆܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

+ ݉, 1൰ቇ ൑ ݊ + ඌ
൫݊

2
൯+

݊

2
+݉

݊
ඐ 

   ดังนั้น  ݊ + 1 ൑ ߰ቆܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

+ ݉, 1൰ቇ ൑ ݊+ ඌ
൫݊2൯+

݊

2
+݉

݊
ඐ                         # 

êĆüĂ÷ŠćÜìĊęǰ����� ให ܵܨ ൬൫ସଶ൯ + ସ
ଶ

+ 1,1൰ เปนกราฟท่ีมีการระบายสีสมบูรณใหกับจุดยอด ดังรูป 

 
 เนื่องจาก กราฟ ܵܨ ൬൫ସଶ൯+ ସ

ଶ
+ 1,1൰ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 6 สีได 

  และ กราฟ ܵܨ ൬൫ସଶ൯+ ସ
ଶ

+ 1,1൰ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 7 สีได เนื่องจากจำนวนจุด

ยอดของกราฟ ܵܨ ൬൫ସଶ൯+ ସ
ଶ

+ 1,1൰ นอยกวา 21 จุด 

ܨܵ ൬൫ସଶ൯+ ସ
ଶ

+ 1,1൰ มีจำนวนอโครมาติกเปน 6  ቆ߰ቆܵܨ ൬൫ସଶ൯+ ସ
ଶ

+ 1,1൰ቇ = 6ቇ       # 

 

 ïìĒìøÖǰ������ǰให ݊ เปนจำนวนเต็ม ท่ี ݊ ൒ 3 ซึ่ง ܵ = ൛ݏ|ݏ = ൫௡ଶ൯ + ݉ൟ โดยท่ี ݉ = 0,1, … ,݊ െ 1  

 จะไดวา ܵ ครบจำนวนนบั 

 ÖćøóĉÿĎÝîŤ ให ݊ เปนจำนวนเต็ม ท่ี ݊ ൒ 3 

  จาก ൫௡ାଵଶ ൯ = (௡ାଵ)௡
૛

  และ ൫௡ଶ൯ = ௡(௡ିଵ)
૛

 

  พิจารณา ൫௡ାଵଶ ൯ െ ൫௡ଶ൯ = (௡ାଵ)௡
૛

െ ௡(௡ିଵ)
૛

= ݊ 

  จะไดวา สำหรับ ൫௡ାଵଶ ൯  และ ൫௡ଶ൯ จะหางกันอยู ݊ เสมอ 

  นั่นคือ ถา กำหนดให 0 ൑ ݉ ൑ ݊ െ 1 

  จะไดวา ൫௡ଶ൯+ ݉  เมื่อ ݉ = 0,1, … ,݊ െ 1  ครบจำนวนนบัท่ีมากกวาหรือเทากับ 3  
  ให ܵ = ൛ݏ|ݏ = ൫௡ଶ൯+ ݉ൟ โดยท่ี ݉ = 0,1, … ,݊ െ 1 

   ดังนั้น ܵ ครบจำนวนนบั               # 

6

5

4

3

2

1

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

56
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 ïìĒìøÖǰ������ ให ݊௘ เปนจำนวนเต็มคี่ ท่ี ݊௘ ൒ 3 ซึ่ง ܵ௘ = ൛ݏ௘|ݏ௘ = ൫௡೐ଶ ൯+ ݉ൟ และให ݊௢ เปนจำนวน

 เต็มคู ท่ี ݊௢ ൒ 4  ซึ่ง  ܵ௢ = ൛ݏ௢|ݏ௢ = ൫௡೚ଶ ൯+ ݉ൟ  โดยท่ี ݉ = 0,1, … ,݊ െ 1 จะไดวา ܵ௘ ׫ ܵ௢ ครบจำนวนนบั 

 ÖćøóĉÿĎÝîŤ  ให ݊ เปนจำนวนเต็ม ท่ี ݊ ൒ 3 และ ݉ = 0,1, … ,݊ െ 1 

  และ ܵ = ൛ݏ|ݏ = ൫௡ଶ൯ + ݉ൟ  

   ให ݊௘ เปนจำนวนเต็มค่ี ท่ี ݊௘ ൒ 3 และ ܵ௘ = ൛ݏ௘|ݏ௘ = ൫௡೐ଶ ൯+ ݉ൟ  
  ให ݊௢ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊௢ ൒ 4  และ ܵ௢ = ൛ݏ௢|ݏ௢ = ൫௡೚ଶ ൯+ ݉ൟ 

   จากสมบัติของจำนวนเต็ม 

   จะไดวา เราสามารถแบงจำนวนเต็ม ݊ ออกเปน ݊௘ และ ݊௢  

   นัน่คือ  ݊ = ݊௘ ׫ ݊௢  

   จาก ܵ = ൛ݏ|ݏ = ൫௡ଶ൯ + ݉ൟ 

   จะไดวา ܵ = ൛݁ݏ|݁ݏ = ൫݊݁2 ൯ + ݉ൟ ׫ ൛݋ݏ|݋ݏ = ൫݊2݋ ൯+ ݉ൟ 

                 ܵ = ܵ݁ ׫  ݋ܵ
   จากบทแทรก 3.2.40 

   ดังนั้น ܵ௘ ׫ ܵ௢ ครบจำนวนนบั               # 

 ïìĒìøÖǰ������ ให ݊௘ เปนจำนวนเต็มคี่ ท่ี ݊௘ ൒ 3 ซึ่ง ܵଵ = ൛ݏଵ|ݏଵ = ൫௡೐ଶ ൯ൟ, ܵଶ = ൛ݏଶ|ݏଶ = ൫௡೐ଶ ൯+ 1ൟ 

 และ ܵଷ = ൛ݏଷ|ݏଷ = ൫௡೐ଶ ൯+ ݈ൟ โดยท่ี ݈ = 2,3, … , ݊ െ 1 จะไดวา ܵ௘ = ܵଵ ׫ ܵଶ ׫ ܵଷ  

 ÖćøóĉÿĎÝîŤ  ให ݊௘ เปนจำนวนเต็มค่ี ท่ี ݊௘ ൒ 3 และ ݉ = 0,1, … ,݊ െ 1 

  และ ܵ௘ = ൛ݏ௘|ݏ௘ = ൫௡೐ଶ ൯+ ݉ൟ 

  ให ܵଵ = ൛ݏଵ|ݏଵ = ൫௡೐ଶ ൯ൟ,  ܵଶ = ൛ݏଶ|ݏଶ = ൫௡೐ଶ ൯+ 1ൟ และ ܵଷ = ൛ݏଷ|ݏଷ = ൫௡೐ଶ ൯+ ݈ൟ 

  โดยท่ี ݈ = 2,3, … ,݊ െ 1 

  จากนิยามของ ܵଵ, ܵଶ, ܵଷ และ ܵ௘ 

  จะไดวา ܵ௘ = ܵଵ ׫ ܵଶ ׫ ܵଷ เปนจริง              # 

 ïìĒìøÖǰ������ ให ݊௢ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊௢ ൒ 4 ซึ่ง ଵܵ = ቄݏଵ|ݏଵ = ൫௡೚ଶ ൯+ ௡೚
ଶ
ቅ,                      

  ܵଶ = ൛ݏଶ|ݏଶ = ൫௢ଶ൯ + ݇ൟ โดยท่ี ݇ = 0,1, … , ௡
ଶ
െ 1และ ܵଷ = ቄݏଷ|ݏଷ = ൫௡೚ଶ ൯ + ௡೚

ଶ
+ ݈ቅ  

 โดยท่ี ݈ = 1,2, … , ௡
ଶ
െ 1 จะไดวา ܵ௢ = ଵܵ ׫ ܵଶ ׫ ܵଷ  

 ÖćøóĉÿĎÝîŤ  ให ݊௢ เปนจำนวนเต็มค่ี ท่ี ݊௢ ൒ 4 และ ݉ = 0,1, … ,݊ െ 1 

  และ ܵ௢ = ൛ݏ௢|ݏ௢ = ൫௡೚ଶ ൯+ ݉ൟ 

  ให ଵܵ = ቄݏଵ|ݏଵ = ൫௡೚ଶ ൯+ ௡೚
ଶ
ቅ 
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          ܵ2 = ൛2ݏ|2ݏ = ൫2݋൯+ ݇ൟ โดยท่ี ݇ = 0,1, … , ௡
ଶ
െ 1  

   และ ܵଷ = ቄݏଷ|ݏଷ = ൫௡೚ଶ ൯+ ௡೚
ଶ

+ ݈ቅ โดยท่ี ݈ = 1,2, … , ௡
ଶ
െ 1 

  จากนิยามของ ܵଵ, ܵଶ, ܵଷ และ ܵ௢ 

  จะไดวา ܵ௢ = ܵଵ ׫ ܵଶ ׫ ܵଷ เปนจริง              # 

 Āöć÷đĀêč จากบทแทรกขางตน ถา ให ݊ เปนจำนวนเต็มคี่ ท่ี ݊ ൒ 3 ซึ่ง ൫௡ଶ൯, ൫௡ଶ൯ + 1, ൫௡ଶ൯+ ݉  โดยท่ี 

 ݉߳{2, 3, … ,݊ െ 1} และ ให ݇ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݇ ൒ 4 ซึ่ง ൫௞ଶ൯ + ௞
ଶ

, ൫௞ଶ൯ + ݈ โดยท่ี ݈߳{0, 1, … , ௞
ଶ
െ 1} 

 และ൫௞ଶ൯ + ௞
ଶ

+ ,1}߳݌ โดยท่ี  ݌ 2, … , ௞
ଶ
െ 1} วนไดครบจำนวนนับท่ีมากกวาหรือเทากับ 3  
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ïììĊęǰ�ǰ 

ÿøčðñúÖćøýċÖþćǰ(Conclusion) 
  

 จำนวนอโครมาติกของกราฟปลาดาวบริบูรณ ݊ (ܭ௡ۨܭଵ) และขอบเขตของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 

,݊)ܨܵ 1) มีคาดังนี้ 

1. จำนวนอโครมาติกของกราฟปลาดาวบริบูรณ ݊ (ܭ௡ۨܭଵ) 

(ଵܭ௡ۨܭ)߰ .1  = ݊ + 1     สำหรับจำนวนเต็ม ท่ี ݊ ൒ 3 

2. ขอบเขตของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ(݊, 1) 

 1. ݊ + 1 ൑ ߰൬ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯, 1ቁ൰ ൑ ݊ +
൫೙మ൯
௡
െ 1   สำหรับจำนวนค่ี ݊ ท่ี ݊ ൒ 5 

 2. ݊ + 1 ൑ ߰൬ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ 1, 1ቁ൰ ൑ ݊ + ቔ൫
೙
మ൯ାଵ
௡
ቕ െ 2  สำหรับจำนวนค่ี ݊ ท่ี ݊ ൒ 7 

   3.  ݊ + 1 ൑ ߰൬ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ ݉, 1ቁ൰ ൑ ݊ + ቔ൫
೙
మ൯ା௠
௡

ቕ  สำหรับจำนวนค่ี ݊ ท่ี ݊ ൒ 7                      

    และ ݉߳{2, 3, … ,݊ െ 1} 

 4.  ݊ + 1 ൑ ߰ቆܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

, 1൰ቇ ൑ ݊ +
൫೙మ൯ା

೙
మ

௡
  สำหรับจำนวนคู ݊ ท่ี ݊ ൒ 4  

 5. ݊ ൑ ߰ ൬ܵܨ ቀ൫௡ଶ൯+ ݉, 1ቁ൰ ൑ ݊ + ቔ൫
݊
2൯+݉

݊
ቕ   สำหรับจำนวนคู ݊ ท่ี ݊ ൒ 4     

 และ ݉߳{0, 1, 2, … , ௡
ଶ
െ 1} 

 6. ݊ + 1 ൑ ߰ቆܵܨ ൬൫௡ଶ൯+ ௡
ଶ

+ ݉, 1൰ቇ ൑ ݊ + ඌ
൫೙మ൯ା

೙
మା௠

௡
ඐ  สำหรับจำนวนคู ݊ ท่ี ݊ ൒ 4                        

 และ  ݉߳{1, 2, 3, … , ௡
ଶ
െ 1} 
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