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บทคัดยอ 

 จำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝐺𝐺 (achromatic number of 𝐺𝐺) คือจำนวนสีท่ีมากท่ีสุด ท่ีสามารถกำหนด

ใหกับแตละจุดยอดของกราฟ 𝐺𝐺 ได โดยที่จุดยอดที่ประชิดกันตองใชสีตางกัน และทุกคูของสีที่ตางกันตองถูก

กำหนดใหกับจุดยอดที่ประชิดกัน ซี่งในการคนควาอิสระในครั้งผูคนควาไดศึกษาแนวคิดและบทนิยาม รวมถึง

สมบัติบางประการของกราฟปลาดาวบริบูรณ 𝑛𝑛 และกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1) โดยที่ 𝑛𝑛 เปนจำนวนนับที่ 𝑛𝑛 ≥ 3 จาก

การศึกษาพบวากราฟปลาดาวบริบูรณ 𝑛𝑛 มีสมบัติบางประการ คือ มีจำนวนจุดยอดทั้งหมดเทากับ 2𝑛𝑛 จุด          

มีจำนวนเสนเชื่อมทั้งหมดเทากับ 
𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2
  เสน และจำนวนอโครมาติกของกราฟปลาดาวบริบูรณ 𝑛𝑛 คือ 𝑛𝑛 + 1 

นอกจากนั้นผูคนควายังสามารถหาขอบเขตของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1) ได 

 

Abstract 
 Achromatic number of a graph 𝐺𝐺 is the largest number of colors that can be assigned to 
each vertices of the graph 𝐺𝐺 such that adjacent vertices are assigned different colors and any two 
different colors are assigned to some pair of adjacent vertices. In this independent study, we study 
the concepts and definitions including some properties of 𝑛𝑛 − complete starfish graphs and 
𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1) graphs when 𝑛𝑛 is a natural number and 𝑛𝑛 ≥ 3. We found that every 𝑛𝑛 −complete starfish 
graph has some properties that the number of its vertices is 2𝑛𝑛 and the number of its edges is 
 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2
, and the achromatic number of 𝑛𝑛 −complete starfish graphs is 𝑛𝑛 + 1.  Additionally, we 

could find the bounds of the achromatic numbers of 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1) graphs.  
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บทท่ี 1  

บทนำ (Introduction) 
 

 ทฤษฎีกราฟนั้น มีจุดเริ่มจากผลงานตีพิมพของ เลออนฮารด ออยเลอร ภายใตช่ือ Solutio problematis 

and geometriam situs pertinentis ในป ค.ศ. 1736 (พ.ศ. 2279) หรือที่รูจักกันในนาม ปญหาสะพานทั้งเจ็ด

แหงเมืองโคนิกสเบิรก (Seven Bridges of Königsberg) เขาสนใจวิธีที่จะขามสะพานทั้ง 7 แหงนี้ โดยขามแต

ละสะพานเพียงครั ้งเดียวเทานั้นแลวกลับมายังจุดเริ่มตน ผลงานนี้ยังถือวาเปนงานแนวทอพอโลยีชิ้นแรกใน

เรขาคณิต กลาวคือเปนงานท่ีสนใจเฉพาะโครงสรางของรูปเรขาคณิตท่ีไมข้ึนกับขนาด ระยะ หรือการวัดใดๆ งาน

ช้ินสำคัญนี้ยังไดแสดงความเกี่ยวของอยางลึกซึ้งระหวางทฤษฎีกราฟและทอพอโลย ี[7] 

 ตอมาในป ค.ศ. 1852 (พ.ศ. 2395) ฟรานซิส กัทธรี ไดตั้งปญหาสี่สี (Four color problem) เพื่อศึกษา

ถึงความเปนไปไดท่ีจะใชสีเพียง 4 สี เพื่อระบายใหกับประเทศตาง ๆ บนแผนท่ีใด ๆ โดยท่ีประเทศเพื่อนบานจะไม

ถูกระบายดวยสีเดียวกัน ปญหานี้ไดถูกศึกษาอีกมากกวา 100 ปถัดมา ในป ค.ศ. 1976 (พ.ศ. 2519) โดย เคนเนธ 

แอปเพล และวูลฟกัง ฮาเคน ดวยการใชคอมพิวเตอรเขาชวยในการพิสูจน ซึ่งทำใหไดรับการวิพากษวิจารณอยาง

กวางขวาง อยางไรก็ตามจากความพยายามในการแกปญหา 4 สีนี้ ทำใหมีการสรางแนวคิดและนิยามพื้นฐานใน

ทฤษฎีกราฟข้ึนอยางมากมาย จนอาจจะกลาวไดวาจุดเริ่มตนของทฤษฎีกราฟเกิดจากปญหาส่ีสีนี้เอง [3] และในป 

ค.ศ. 1967 (พ.ศ. 2510) จำนวนอโครมาติกไดถูกนิยามขึ้นครั้งแรก โดย Frank Harary, Stephen Hedetniemi 

และ Geert Prins [2] 

 จากการศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของกับทฤษฎีกราฟเรื่องจำนวนอโครมาติกของกราฟ ผูศึกษาพบวาจำนวน 

อโครมาติกสำหรับกราฟใด ๆ ยังไมสามารถหาได จึงมีผูท่ีสนใจศึกษาการหาจำนวนอโครมาติกของกราฟบางกราฟ 

เชน กราฟตนไมที่มีขอบเขตจำกัด (bounded degree trees graph)  กราฟหนังสือ (book graph) กราฟลูกกบ 

(tadpole graph) กราฟใยแมงมุม (spider graph) กราฟวงลอ (wheel graph) กราฟเฟรนดชิพ (friendship 

graph) กราฟฮาลฟ (half graph) และกราฟลอลลิพอพ (lollipop graph) [2] 

 ในงานคนควาอิสระฉบับนี้ผูคนควาจึงสนใจศึกษาจำนวนอโครมาติกของกราฟชนิดอื่นท่ียังไมมีผูศึกษา คือ 

กราฟปลาดาวบริบูรณ 𝑛𝑛 และกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1)  

 

วัตถุประสงค (Objectives) 

 1. เพื่อศึกษาแนวคิดและบทนิยามของทฤษฎีกราฟ เรื่องจำนวนอโครมาติก 

 2. เพื่อหาจำนวนอโครมาติกของกราฟเชิงเดียวบางกราฟ 
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ขอบเขตของศึกษา 

  ศึกษาแนวคิดและบทนิยามของทฤษฎีกราฟ เรื่องจำนวนอโครมาติก และศึกษาเกี่ยวกับจำนวนอโครมาติก

ของกราฟเชิงเดียวบางกราฟ 

 

วิธีการดำเนินการศึกษา 

 1. ศึกษาเอกสารท่ีเกี่ยวของกับทฤษฎีกราฟ  

 2. ศึกษาเกี่ยวกับแนวคิดและบทนิยามของจำนวนอโครมาติกของกราฟ พรอมหาตัวอยางประกอบ 

 3. ศึกษาสมบัติบางประการของกราฟ เชน จำนวนจุดยอด จำนวนเสนเชื่อม จำนวนอโครมาติกของกราฟ

พรอมท้ังแสดงการพิสูจน 

 4. จัดทำรูปเลม พรอมการตรวจสอบความถูกตอง 

 

ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 

 1. ทราบถึงแนวคิดและบทนิยามของทฤษฎีกราฟ เรื่องจำนวนอโครมาติก 

 2. ทราบถึงจำนวนอโครมาติกของกราฟเชิงเดียวบางกราฟ 
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บทท่ี 2  

ความรูพ้ืนฐาน (Preliminaries) 

 

บทนิยาม 2.1 [4] กราฟ (เชิงเดียว) 𝐺𝐺 (simple graph G) ประกอบดวยเซต 2 เซตคือ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) และ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) โดยท่ี 

𝑉𝑉(𝐺𝐺) เปนเซตจำกัดที่ไมเปนเซตวางและ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) เปนเซตของคูไมอันดับ (unordered pairs) ของสมาชิกของ 

𝑉𝑉(𝐺𝐺) เรียกสมาชิกของ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) วา จุดยอด (vertices) และเรียกสมาชิกของ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) วา เสนเชื ่อม (edges)        

จะเขียนสัญลักษณแทนกราฟ 𝐺𝐺 ดวย 𝐺𝐺(𝑉𝑉,𝐸𝐸) 

    ถา 𝑒𝑒 เปนเสนเชื่อมในกราฟ G แลว 𝑒𝑒 เขียนไดในรูป 𝑒𝑒 = {𝑢𝑢, 𝑣𝑣} สำหรับบางสมาชิก 𝑢𝑢 และ 𝑣𝑣 ที่เปน

สมาชิกของ ( )V G  และจะเรียก 𝑢𝑢 และ 𝑣𝑣 วาจุดยอดปลายของเสนเชื่อม 𝑒𝑒 เพื่อความสะดวกจะแทนเสนเชื่อม 

𝑒𝑒 = {𝑢𝑢, 𝑣𝑣} ดวย 𝑢𝑢𝑣𝑣 โดยท่ีเสนเช่ือม 𝑢𝑢𝑣𝑣 และเสนเช่ือม 𝑣𝑣𝑢𝑢 หมายถึงเสนเดียวกัน 

บทนิยาม 2.2 [4] ให 𝑢𝑢𝑣𝑣 เปนเสนเช่ือมในกราฟ 𝐺𝐺 จะกลาววา จุดยอด 𝑢𝑢 และจุดยอด 𝑣𝑣 ตกกระทบ (incident) 

กับเสนเช่ือม 𝑢𝑢𝑣𝑣 และเสนเช่ือม 𝑢𝑢𝑣𝑣 ตกกระทบกบัจุดยอด 𝑢𝑢 และจุดยอด 𝑣𝑣   

บทนิยาม 2.3 [4] ใหจุดยอด 𝑢𝑢 และจุดยอด 𝑣𝑣 เปนจุดยอดในกราฟ 𝐺𝐺 จะกลาววาจุดยอดสองจุด ประชิด 

(adjacent) กัน ถาจุดยอดทั้งสองเปนจุดยอดปลายของเสนเชื ่อมเสนเดียวกัน ในทำนองเดียวกันจะกลาววา      

เสนเช่ือมสองเสนประชิดกัน ถาเสนเช่ือมท้ังสองเสนมีจุดยอดปลายรวมกันหนึ่งจุด   

บทนิยาม 2.4 [4] ดีกรี (degree) ของจุดยอด 𝑣𝑣 หมายถึง จำนวนเสนที่ตกกระทบกับจุดยอด 𝑣𝑣 เขียนแทนดวย

สัญลักษณ deg(𝑣𝑣) จะเรียกจุดยอด 𝑣𝑣 วา จุดยอดคู (even vertex) ถา deg(𝑣𝑣) เปนจำนวนคู และจะเรียกจุด

ยอด 𝑣𝑣 วา จุดยอดค่ี (odd vertex) ถา deg(𝑣𝑣) เปนจำนวนค่ี 

บทนิยาม 2.5 [7] สำหรับจุดยอดท่ีมีดีกรี 1 จะเรียกวา จุดยอดเพนแดนต (pendant vertex) และเสนเช่ือมท่ีตก

กระทบกับจุดยอดเพนเดนต เรียกวา เสนเช่ือมเพนแดนต (pendent edge) 

 

ตัวอยาง 2.1 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟที่ประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑤𝑤, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧} และเซตของเสนเชื่อม 

𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑤𝑤𝑦𝑦, 𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑥𝑥𝑧𝑧, 𝑦𝑦𝑧𝑧} จะสามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 
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 โดยที่จุดของแผนภาพคือสมาชิกของ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) และเสนของแผนภาพคือสมาชิกของ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) นั่นคือถา 

𝑢𝑢𝑣𝑣𝑣𝑣𝐸𝐸(𝐺𝐺)  แลวจะลากเสนเช่ือมระหวางจุดยอด 𝑢𝑢 และจุดยอด 𝑣𝑣 

 จากตัวอยาง 2.1 จะกลาวไดวา 

 -จุดยอด 𝑥𝑥 และจุดยอด 𝑦𝑦 ตกกระทบกบัเสนเช่ือม 𝑥𝑥𝑦𝑦 

 -เสนเช่ือม 𝑤𝑤𝑦𝑦 ตกกระทบกบัจุดยอด 𝑤𝑤 และจุดยอด 𝑦𝑦 

 -จุดยอด 𝑧𝑧 ประชิดกับจุดยอด 𝑥𝑥 และ 𝑦𝑦 

 -เสนเช่ือม 𝑧𝑧𝑥𝑥 ประชิดกับเสนเช่ือม 𝑥𝑥𝑦𝑦 และ 𝑧𝑧𝑦𝑦 

 -จุดยอด 𝑤𝑤, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 และ 𝑧𝑧 มีจำนวนดีกรีเทากับ 1, 2, 3 และ 2 ตามลำดับ หรือเขียนแสดงในเชิง

สัญลักษณไดวา deg(𝑤𝑤) = 1 , deg(𝑥𝑥) = 2 ,  deg(𝑦𝑦) = 3 และ  deg(𝑧𝑧) = 2 

 -จาก deg(𝑤𝑤) = 1 โดยบทนิยาม 2.5 จะเรียกจุดยอด 𝑤𝑤 วา จุดยอดเพนแดนต และเรียกเสนเช่ือม 𝑤𝑤𝑦𝑦 

วา เสนเช่ือมเพนแดนต                     # 

 

บทนิยาม 2.6 [1] แนวเดิน (walk) ในกราฟ คือลำดับสลับของจุดยอดและเสนเช่ือม ซึ่งเริ่มตนและส้ินสุดดวยจุด 

โดยท่ีเสนเช่ือมแตละเสนจะตกกระทบกับจุดยอดกอนหนาและจุดยอดตามหลังท่ีอยูถัดกันในลำดับ 

บทนิยาม 2.7 [1] จะเรียกกราฟ G วาเปน กราฟเช่ือมโยง (connected graph) ถาทุก ๆ สองจุดท่ีแตกตางกันใน 

𝐺𝐺 มีแนวเดินระหวางกัน  

บทนิยาม 2.8 [2] กราฟวัฏจักร (cycles) คือกราฟเชื่อมโยง ซึ่งประกอบดวยจุดยอด 𝑛𝑛 จุด โดยที่ 𝑛𝑛 ≥ 3 และ

เสนเช่ือม 𝑛𝑛 เสน โดยแตละจุดยอดจะมีดีกรีเทากับสอง แทนกราฟวัฏจักรท่ีมี 𝑛𝑛 จุดยอด ดวย 𝐶𝐶𝑛𝑛 

 

ตัวอยาง 2.2 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟท่ีประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑒𝑒, 𝑓𝑓}  และเซตของเสน

เช่ือม 𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎𝑏𝑏, 𝑏𝑏𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑑𝑑, 𝑑𝑑𝑒𝑒, 𝑒𝑒𝑓𝑓, 𝑓𝑓𝑎𝑎}  สามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 

 

𝐺𝐺 
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 จากรูป กลาวไดวา กราฟ 𝐺𝐺 เปนกราฟวัฏจักร เนื ่องจากกราฟ 𝐺𝐺 เปนกราฟเชื่อมโยงที่ทุกสองจุดท่ี

แตกตางกันใน 𝐺𝐺 มีแนวเดินระหวางกัน และทุกจุดยอดมีดีกรีเทากับสอง แทนกราฟ 𝐺𝐺 ดวย 𝐶𝐶6   

 ซึ่ง 𝐶𝐶6 มีจำนวนจุดยอดท้ังหมดคือ 6 จุด และมีจำนวนเสนเช่ือมท้ังหมดคือ 6 เสน             # 

 

บทนิยาม 2.9 [4] จะเรียกกราฟเชิงเดียวที่ประกอบดวยจุดจอดจำนวน 𝑛𝑛 จุด และทุกคูของจุดประชิดกัน         

วา กราฟแบบบริบูรณ (complete graph) เขียนแทนดวยสัญลักษณ 𝐾𝐾𝑛𝑛 

หมายเหตุ กราฟแบบบริบูรณท่ีมีจุดยอดท้ังหมด 𝑛𝑛 จุด จะมีจำนวนเสนเช่ือมจำนวน 𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)
2

 เสน 

 

ตัวอยาง 2.3 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟที่ประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑤𝑤, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧} และเซตของเสนเชื ่อม 

𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑤𝑤𝑥𝑥,𝑤𝑤𝑦𝑦,𝑤𝑤𝑧𝑧, 𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑥𝑥𝑧𝑧,𝑦𝑦𝑧𝑧} จะสามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 

 
𝐺𝐺 

 จากรูป กลาวไดวา 

 - กราฟ 𝐺𝐺 เปนกราฟบริบูรณ ท่ีมีจำนวนจุดยอดจำนวน 4 จุด หรือแทนดวยสัญลักษณ 𝐾𝐾4            # 

บทนิยาม 2.10 กราฟปลาดาวบริบูรณ 𝑛𝑛 (𝑛𝑛 − complete starfish graph) คือกราฟที่เกิดจากการเชื่อมแต

ละจุดยอดของกราฟแบบบริบูรณ 𝐾𝐾𝑛𝑛 กับจุดยอดเพนแดนต จำนวน 𝑛𝑛 จุด ดวยเสนเชื่อมเพนแดนตที ่สมนัยกัน 

จำนวน 𝑛𝑛 เสน และสามารถเขียนแทนกราฟปลาดาวบริบูรณ 𝑛𝑛 ดวยสัญลักษณ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1  เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจำนวนนับท่ี 

𝑛𝑛 ≥ 3   
หมายเหตุ กราฟปลาดาวบริบูรณ 𝑛𝑛 มีจำนวนจุดยอดเทากับ 2𝑛𝑛 จุดและมีจำนวนเสนเช่ือมท้ังหมดเปน 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2
 เสน 

 

ตัวอยาง 2.4 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟท่ีประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑒𝑒, 𝑓𝑓, 𝑢𝑢1,  𝑢𝑢2, 𝑢𝑢3, 𝑢𝑢4,

𝑢𝑢5, 𝑢𝑢6}  และเซตของเสนเช่ือม  𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎𝑏𝑏, 𝑎𝑎𝑐𝑐, 𝑎𝑎𝑑𝑑, 𝑎𝑎𝑒𝑒, 𝑎𝑎𝑓𝑓, 𝑏𝑏𝑐𝑐, 𝑏𝑏𝑑𝑑, 𝑏𝑏𝑒𝑒, 𝑏𝑏𝑓𝑓, 𝑐𝑐𝑑𝑑, 𝑐𝑐𝑒𝑒, 𝑑𝑑𝑒𝑒, 𝑑𝑑𝑓𝑓,

𝑒𝑒𝑓𝑓, 𝑎𝑎𝑢𝑢1, 𝑏𝑏𝑢𝑢2, 𝑐𝑐𝑢𝑢3,𝑑𝑑𝑢𝑢4, 𝑒𝑒𝑢𝑢5,𝑓𝑓𝑢𝑢6 }  สามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 
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𝐺𝐺 

 จากรูป กลาวไดวา กราฟ 𝐺𝐺 เปนกราฟปลาดาวบริบูรณ 6 เนื่องจากกราฟ 𝐺𝐺 เกิดจากการเชื ่อมแตละ    

จุดยอดของกราฟแบบบริบูรณ 𝐾𝐾6 กับจุดยอดเพนแดนต ดวยเสนเชื ่อมเพนแดนตที ่สมนัยกัน จำนวน 6 เสน     

โดยสามารถเขียนแทนกราฟปลาดาวบริบูรณ 6 ดวยสัญลักษณ 𝐾𝐾6⨀𝐾𝐾1 ซึ่งมีจำนวนจุดยอด 12 จุด และมีจำนวน

เสนเช่ือม 21 เสน                              # 

บทนิยาม 2.11 [4] กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1) คือกราฟที่เกิดจากการเชื่อมแตละจุดยอดของกราฟวัฏจักร 𝐶𝐶𝑛𝑛 กับจุดยอด

เพนแดนต จำนวน 𝑛𝑛 จุด ดวยเสนเช่ือมเพนแดนตท่ีสมนัยกัน จำนวน 𝑛𝑛 เสน เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจำนวนนับท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3   

หมายเหตุ กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1) มีจำนวนจุดยอดเทากับ 2𝑛𝑛 จุดและมีจำนวนเสนเช่ือมท้ังหมดเปน 2𝑛𝑛 เสน 

 

ตัวอยาง 2.5 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟท่ีประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑢𝑢1,𝑢𝑢2,𝑢𝑢3, 𝑢𝑢4} และเซตของ

เสนเช่ือม 𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑢𝑢1,𝑏𝑏𝑐𝑐,𝑏𝑏𝑢𝑢2, 𝑐𝑐𝑑𝑑, 𝑐𝑐𝑢𝑢3 ,𝑑𝑑𝑎𝑎,𝑑𝑑𝑢𝑢4} จะสามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 

 
𝐺𝐺 

 จากรูป กลาวไดวา 

 - กราฟ 𝐺𝐺 เปนกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(4, 1) ท่ีมีจำนวนจุดยอดจำนวน 8 จุด และจำนวนเสนเช่ือมจำนวน 8 เสน     # 
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บทนิยาม 2.12 [4] การใหสีจุดยอด 𝑘𝑘 สี (𝑘𝑘 - vertex coloring) ของกราฟ หมายถึง การกำหนดสี 𝑘𝑘 สีใหกับจุด

ยอดของกราฟโดยจุดยอดท่ีประชิดกันตองใชสีท่ีตางกัน 

หมายเหตุ การใหสีจุดยอด 𝑘𝑘 สีของกราฟ 𝐺𝐺 สามารถเขียนในรูปของฟงกชันท่ัวถึง 𝑓𝑓:𝑉𝑉(𝐺𝐺) → {1, 2, … , 𝑘𝑘}  โดยท่ี 

 𝑓𝑓(𝑢𝑢)  ≠ 𝑓𝑓(𝑣𝑣) ,   ∀𝑢𝑢𝑣𝑣𝑣𝑣𝐸𝐸(𝐺𝐺)  
และจำนวนนับ 1, 2, … , 𝑘𝑘 แทนสีที ่ตางกัน เรียกฟงกชัน 𝑓𝑓 วาเปนฟงกชันการใหสีจุดยอด 𝑘𝑘 สี (𝑘𝑘 - vertex 

coloring function) และถากราฟ 𝐺𝐺 มีฟงกชันการใหสีจุดยอด 𝑘𝑘 สี จะกลาววากราฟ 𝐺𝐺 มีความสามารถในการ

ระบายสีจุดยอด 𝑘𝑘 สี (𝑘𝑘 - colorable) 

 ขอสังเกต 𝑘𝑘 ≤ |𝑉𝑉(𝐺𝐺)| 
 

ตัวอยาง 2.6 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟที ่ประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐} และเซตของเสนเ ช่ือม 

𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑐𝑐, 𝑏𝑏𝑐𝑐} จะสามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 

 
𝐺𝐺 

 กำหนดให 𝑓𝑓: {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐} → {1, 2}  

 โดยท่ี 𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 1, 𝑓𝑓(𝑏𝑏) = 1 และ 𝑓𝑓(𝑐𝑐) = 2 

 จะไดวา 𝑓𝑓 ไมเปนฟงกชันการใหสีจุดยอด 2 สี ของกราฟ 𝐺𝐺  

 เนื่องจาก 𝑎𝑎𝑏𝑏 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) และ 𝑓𝑓(𝑎𝑎) =  𝑓𝑓(𝑏𝑏)                # 

 
𝐺𝐺 

 กำหนดให 𝑔𝑔: {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐} → {1, 2, 3}  

 โดยท่ี 𝑔𝑔(𝑎𝑎) = 1, 𝑔𝑔(𝑏𝑏) = 2 และ 𝑔𝑔(𝑐𝑐) = 3 

 จะไดวา 𝑔𝑔 เปนฟงกชันการใหสีจุดยอด 3 สี ของกราฟ 𝐺𝐺  

 ดังนั้น กราฟ 𝐺𝐺  มีความสามารถในการใหสีจุดยอด 3 สี                # 

12
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บทนิยาม 2.13 [8] การระบายสีสมบูรณ 𝑘𝑘 สี (complete 𝑘𝑘 − coloring) คือ การใหสีจุดยอด 𝑘𝑘 สี ลงบนจุด

ยอดของกราฟ โดยท่ีสำหรับสองสีท่ีตางกัน 𝑖𝑖 และ 𝑗𝑗 ใด ๆ จะมีจุด 2 จุดท่ีประชิดกันในกราฟ โดยท่ีจุดหนึ่งระบาย

สี 𝑖𝑖 และอีกจุดหนึ่งระบายสี 𝑗𝑗  

หมายเหตุ ในการระบายสีสมบูรณ 𝑘𝑘 สีใหกับกราฟ 𝐺𝐺 กราฟดังกลาวจะตองมีเสนเชื่อมอยางนอย �𝑘𝑘2� เสน เพื่อท่ี

ทุกคูของสีจะมีจุดที่ประชิดกันถูกระบายสองสีนั้นได และไดบทกลับวา ถา �𝑘𝑘2� > |𝐸𝐸(𝐺𝐺)| แลวกราฟ 𝐺𝐺 ไมมี

ความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑘𝑘 สีได 

เชน กราฟ 𝐺𝐺 มีจำนวนเสนเช่ือมเทากับ 7 เสน และ �52� = 10   

ดังนั้นกราฟ 𝐺𝐺 ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 5 สีได เนื่องจาก �52� = 10 > 7 = |𝐸𝐸(𝐺𝐺)| 
 

ตัวอยาง 2.7 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟที่ประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑒𝑒} และเซตของเสนเชื่อม 

𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑐𝑐, 𝑏𝑏𝑑𝑑,𝑑𝑑𝑒𝑒, 𝑒𝑒𝑎𝑎, 𝑒𝑒𝑏𝑏, 𝑒𝑒𝑐𝑐} จะสามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 

 
𝐺𝐺 

 กำหนดให 𝑓𝑓: {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑒𝑒} → {1, 2, 3}  

 โดยท่ี 𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 1, 𝑓𝑓(𝑏𝑏) = 2, 𝑓𝑓(𝑐𝑐) = 2, 𝑓𝑓(𝑑𝑑) = 1 และ 𝑓𝑓(𝑒𝑒) = 3 

 จะไดวา  𝑓𝑓 เปนฟงกชันการใหสีจุดยอด 3 สี ของกราฟ 𝐺𝐺  

 นั่นคือ กราฟ 𝐺𝐺  มีความสามารถในการใหสีจุดยอด 3 สี และทุกคูของสีท่ีตางกันจะถูกระบายใหกับจุด 2 

จุดท่ีประชิดกันในกราฟ 

 ดังนั้น กราฟ 𝐺𝐺 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 3 สีได              # 
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ตัวอยาง 2.8 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟที่ประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑒𝑒} และเซตของเสนเชื่อม 

𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎𝑐𝑐, 𝑎𝑎𝑑𝑑, 𝑏𝑏𝑑𝑑, 𝑏𝑏𝑒𝑒, 𝑒𝑒𝑐𝑐} จะสามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 

 
𝐺𝐺 

 กำหนดให 𝑔𝑔: {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑒𝑒} → {1, 2, 3, 4}  

 โดยท่ี 𝑔𝑔(𝑎𝑎) = 1, 𝑔𝑔(𝑏𝑏) = 2, 𝑔𝑔(𝑐𝑐) = 3, 𝑔𝑔(𝑑𝑑) = 4 และ 𝑔𝑔(𝑒𝑒) = 1 

 จะไดวา  𝑔𝑔  เปนฟงกชันการใหสีจุดยอด 4 สี ของกราฟ 𝐺𝐺  

 นั่นคือ กราฟ 𝐺𝐺  มีความสามารถในการใหสีจุดยอด 4 สี 

 เนื่องจาก มีบางคูของสีท่ีตางกันไมไดถูกระบายใหกับจุดยอดท่ีประชิดกันของกราฟ 

 ดังนั้น กราฟ 𝐺𝐺 ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 4 สีได                  # 

 

บทนิยาม 2.14 [8] จำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝐺𝐺 (achromatic number of 𝐺𝐺) คือจำนวนนบั 𝑘𝑘 ท่ีมากท่ีสุด 

ซึ่งทำใหกราฟ 𝐺𝐺 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑘𝑘 สีได โดยใชสัญลักษณแทนจำนวนอโครมาติดของกราฟ 

𝐺𝐺 ดวย 𝜓𝜓(𝐺𝐺)  

 

ตัวอยาง 2.9 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟที่ประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑤𝑤, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧} และเซตของเสนเชื ่อม 

𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑤𝑤𝑥𝑥,𝑤𝑤𝑦𝑦,𝑤𝑤𝑧𝑧, 𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑦𝑦𝑧𝑧, 𝑧𝑧𝑥𝑥} จะสามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 

 
𝐺𝐺 
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 กำหนดให 𝑓𝑓: {𝑤𝑤, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧} → {1, 2, 3, 4}  

 โดยท่ี 𝑓𝑓(𝑤𝑤) = 1, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2, 𝑓𝑓(𝑦𝑦) = 3 และ 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 4 

 จะไดวา 𝑓𝑓 เปนฟงกชันการใหสีจุดยอด 4 สี ของกราฟ 𝐺𝐺  

 นั่นคือ กราฟ 𝐺𝐺  มีความสามารถในการใหสีจุดยอด 4 สี 

 จาก ทุกคูของสีท่ีตางกันจะมีจุดยอด 2 จุดท่ีประชิดกันของกราฟท่ีถูกระบายดวย 2 สีดังกลาว 

 นั่นคือ กราฟ 𝐺𝐺 มีสามารถระบายสีสมบูรณดวย 4 สีได 

 จาก |𝐸𝐸(𝐺𝐺)| = 6 < 10 = �52� 

 จาก หมายเหตุ ในบทนิยาม 2.14  

 นั่นคือ กราฟ 𝐺𝐺 ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 5 สีได 

 ดังนั้น กราฟ 𝐺𝐺 มีจำนวนอโครมาติกเทากับ 4  (𝜓𝜓(𝐺𝐺) = 4)               # 

 

ตัวอยาง 2.10 ให 𝐺𝐺 เปนกราฟที่ประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑒𝑒} และเซตของเสนเชื่อม 

𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {𝑎𝑎𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑐𝑐, 𝑏𝑏𝑑𝑑,𝑑𝑑𝑒𝑒, 𝑒𝑒𝑎𝑎, 𝑒𝑒𝑏𝑏, 𝑒𝑒𝑐𝑐} จะสามารถเขียนแผนภาพแทนกราฟ 𝐺𝐺 ไดดังรูป 

 
𝐺𝐺 

 กำหนดให 𝑔𝑔: {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑒𝑒} → {1, 2, 3, 4}  

 โดยท่ี 𝑔𝑔(𝑎𝑎) = 1, 𝑔𝑔(𝑏𝑏) = 2, 𝑔𝑔(𝑐𝑐) = 3, 𝑔𝑔(𝑑𝑑) = 3 และ 𝑔𝑔(𝑒𝑒) = 4 

 จะไดวา 𝑔𝑔 เปนฟงกชันการใหสีจุดยอด 4 สี ของกราฟ 𝐺𝐺  

 นั่นคือ กราฟ 𝐺𝐺  มีความสามารถในการใหสีจุดยอด 4 สี 

 จาก ทุกคูของสีท่ีตางกันจะมีจุดยอด 2 จุดท่ีประชิดกันของกราฟท่ีถูกระบายดวย 2 สีดังกลาว 

 นั่นคือ กราฟ 𝐺𝐺 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 4 สีได 

 จาก |𝐸𝐸(𝐺𝐺)| = 7 < 10 = �52� 

 จาก หมายเหตุ ในบทนิยาม 2.14  

 นั่นคือ กราฟ 𝐺𝐺 ไมสามารถระบายสีสมบูรณดวย 5 สีได 

 ดังนั้น กราฟ 𝐺𝐺 มีจำนวนอโครมาติกเทากับ 4  (𝜓𝜓(𝐺𝐺) = 4)               # 
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ทฤษฎีบท 2.15 [2] ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3  จะไดวา 𝜓𝜓�𝐶𝐶�𝑛𝑛2�� = 𝑛𝑛 

ทฤษฎีบท 2.16 [2] ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 5  จะไดวา 𝜓𝜓�𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+1� = 𝑛𝑛 − 1 

ทฤษฎีบท 2.17 [2] ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3  และ 𝑚𝑚 ∈ {2, 3, 4, … ,𝑛𝑛 − 1} จะไดวา 𝜓𝜓�𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚� = 𝑛𝑛 

ทฤษฎีบท 2.18 [2] ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนคูท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4  จะไดวา 𝜓𝜓�𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+
𝑛𝑛
2
� = 𝑛𝑛 

ทฤษฎีบท 2.19 [2] ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนคูท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4  และ 𝑚𝑚 ∈ {0, 1, 2, … , 𝑛𝑛
2
− 1} จะไดวา 𝜓𝜓 �𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚� = 𝑛𝑛 − 1 

ทฤษฎีบท 2.20 [2] ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนคูท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4  และ 𝑚𝑚 ∈ {1, 2, 3, … , 𝑛𝑛
2
− 1} จะไดวา 𝜓𝜓�𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+

𝑛𝑛
2+𝑚𝑚

� = 𝑛𝑛 

บทนิยาม 2.21 [10] สำหรับจำนวนจริง 𝑥𝑥 ใดๆ ⌊𝑥𝑥⌋ คือจำนวนเต็มคามากท่ีสุดท่ีนอยกวาหรือเทากับ 𝑥𝑥 

ทฤษฎีบท 2.22 [10] ให 𝑥𝑥 เปนจำนวนจริง จะไดวา ⌊𝑥𝑥 + 𝑚𝑚⌋ = ⌊𝑥𝑥⌋ + 𝑚𝑚 เมื่อ 𝑚𝑚 เปนจำนวนเต็ม 
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บทท่ี 3 

ผลการศึกษา (Main results) 

 

 ในการหาจำนวนอโครมาติกของกราฟปลาดาวบริบูรณ 𝑛𝑛 และขอบเขตของจำนวนอโครมาติกของกราฟ  

𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1) ตองมีบทตั้งและทฤษฎีบทประกอบเหลานี้มาชวยในการพิสูจน และในการศึกษาขอบเขตของจำนวน 

อโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1) ซึ่งมีการแบงศึกษาเปนกรณี จำนวน 6 กรณี ประกอบไดดวย กรณีท่ี 𝑛𝑛 เปน

จำนวนเต็มค่ี ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 โดยแบงยอยออกไปอีก 3 กรณี คือ �𝑛𝑛2�, �𝑛𝑛2�+ 1, �𝑛𝑛2�+ 𝑚𝑚  โดยท่ี 𝑚𝑚𝑣𝑣{2, 3, … ,𝑛𝑛 − 1} 

และกรณีท่ี 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มคู ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4 โดยแบงย อยออกไปอีก 3 กรณี คือ �𝑛𝑛2�+ 𝑛𝑛
2

, �𝑛𝑛2� + 𝑙𝑙 โดยท่ี 

𝑙𝑙𝑣𝑣{0, 1, … , 𝑛𝑛
2
− 1} และ�𝑛𝑛2�+ 𝑛𝑛

2
+ 𝑝𝑝  โดยท่ี 𝑝𝑝𝑣𝑣{1, 2, … , 𝑛𝑛

2
− 1} เพื ่อใหงายตอการศึกษาและศึกษาไดครบ

จำนวนนับ 𝑛𝑛 และเนื่องจากจำนวนอโครมาติกของกราฟมีการเปล่ียนแปลงไปตามจำนวนจุดยอดและเสนเช่ือมของ

กราฟนั้น ๆ  

 

3.1 กราฟปลาดาวบริบูรณ 𝑛𝑛 

ทฤษฎีบท 3.1.1 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนนับ จะไดวา  𝜓𝜓(𝐾𝐾𝑛𝑛) = 𝑛𝑛    

 การพิสูจน   กำหนดให 𝑛𝑛 เปนจำนวนนับ และ 𝐾𝐾𝑛𝑛 เปนกราฟแบบบริบูรณท่ีมี 𝑛𝑛 จุดยอด 

   จากบทนิยาม 2.9 

   จะไดวา กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛 ทุกคูของจุดยอดประชิดกัน 

  กำหนดให 𝑓𝑓:𝑉𝑉(𝐾𝐾𝑛𝑛) → {1, 2, … , 𝑛𝑛}  

  โดยไมเสียนัยท่ัวไป 𝑓𝑓(𝑣𝑣𝑖𝑖) = 𝑖𝑖  เมื่อ ∀𝑣𝑣𝑖𝑖 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺)  และ 𝑖𝑖 = 1, 2, … , 𝑛𝑛 

  นั่นคือ 𝑓𝑓(𝑢𝑢)  ≠ 𝑓𝑓(𝑣𝑣) ,   ∀𝑢𝑢𝑣𝑣𝑣𝑣𝐸𝐸(𝐾𝐾𝑛𝑛) 

  จะไดวา  𝑓𝑓 เปนฟงกชันการใหสีจุดยอด 𝑛𝑛 สี ของกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛  

  จากบทนิยาม 2.12 

  นั่นคือ กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛  มีความสามารถในการใหสีจุดยอด 𝑛𝑛 สี 

  จาก ทุกคูของสีท่ีตางกันจะมีจุดยอด 2 จุดท่ีประชิดกันของกราฟท่ีถูกระบายดวย 2 สีดังกลาว 

  และ จากบทนิยาม 2.13 

  นั่นคือ กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 สีได 

   จาก กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛 ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 1 สีได เนื่องจากจำนวนจุดยอด

ของกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛 นอยกวา 𝑛𝑛 + 1 
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  จากบทนิยาม 2.14 

   ดังนั้น กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛 มีจำนวนอโครมาติก คือ 𝑛𝑛  (𝜓𝜓(𝐾𝐾𝑛𝑛) = 𝑛𝑛)                    # 

 

ตัวอยางที่ 3.1.1 ให 𝐾𝐾5 เปนกราฟบริบูรณ ที่ประกอบดวยเซตของจุดยอด 𝑉𝑉(𝐾𝐾5) = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑, 𝑒𝑒}  และ 

𝑓𝑓:𝑉𝑉(𝐾𝐾5) → {1, 2, 3, 4, 5} โ ดย ท่ี  𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 1, 𝑓𝑓(𝑏𝑏) = 2, 𝑓𝑓(𝑐𝑐) = 3, 𝑓𝑓(𝑑𝑑) = 4 และ  𝑓𝑓(𝑒𝑒) = 5 

จะไดวา 𝑓𝑓 เปนฟงกชันการระบายสีสมบูรณ 5 สีของกราฟ 𝐾𝐾5 ดังรูป 

 
 𝐾𝐾5 

 นั่นคือ กราฟ 𝐾𝐾5 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 5 สีได 

  จาก กราฟ 𝐾𝐾5 ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 6 สีได เนื่องจากจำนวนจุดยอดของกราฟ  𝐾𝐾5 

นอยกวา 6 จุด 

 ดังนั้น กราฟ  𝐾𝐾5 มีจำนวนอโครมาติกเปน 5  (𝜓𝜓(𝐾𝐾5) = 5)                               # 

 

บทตั้ง 3.1.2 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนนับที่ 𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดวากราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 

𝑛𝑛 + 1 สีได 

การพิสูจน  จากกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 เปนกราฟที่เกิดจากการเชื ่อมแตละจุดยอดของกราฟบริบูรณ  𝐾𝐾𝑛𝑛 กับ    

จุดยอดเพนแดนต ดวยเสนเช่ือมเพนแดนตท่ีสมนัยกัน จำนวน 𝑛𝑛 เสน 

  นั่นคือ จุดยอดเพนแดนตแตะละจุดจะประชิดกับจุดยอดท่ีสมนัยกันของกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛 และจุดยอด

เพนแดนตแตละจุดจะไมประชิดกันเอง 

  โดยบทต้ังท่ี 3.1.1  

  ท่ีกลาววา 𝜓𝜓(𝐾𝐾𝑛𝑛) = 𝑛𝑛   

  นั่นคือ กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛  มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 สีได 

  จาก การสรางของกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1   

1

2

34

5

a

b

cd

e
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  สมมติใหจุดยอดเพนแดนตทั ้ง 𝑛𝑛 จุด ถูกระบายสีดวยสีใหม ที ่ไมใชสีที ่ 1 ถึงสีที ่ 𝑛𝑛 สีแรก 

กลาวคือจุดยอดเพนแดนตทุกจุดถูกระบายสีดวยสีท่ี 𝑛𝑛 + 1 

  จาก จุดยอดเพนแดนตประชิดกับจุดยอดท่ีสมนัยกันของกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛 และจุดยอดของกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛  

ถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี 𝑛𝑛 

  นั่นคือ สีท่ี 𝑛𝑛 + 1 จะประชิดกับสีท่ี 1 ถึงสีท่ี 𝑛𝑛 

  จากบทนิยาม 2.13 

  ดังนั้น กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1  มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 1 สีได               # 

บทต้ัง 3.1.3 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนนับท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดวากราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 

𝑛𝑛 + 2 สีได  

การพิสูจน จากกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 เปนกราฟที่เกิดจากการเชื ่อมแตละจุดยอดของกราฟบริบูรณ  𝐾𝐾𝑛𝑛 กับ    

จุดยอดเพนแดนต ดวยเสนเช่ือมเพนแดนตท่ีสมนัยกัน จำนวน 𝑛𝑛 เสน  

  นั่นคือ จำนวนเสนเช่ือมท้ังหมดของกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 คือ 𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)
2

+ 𝑛𝑛 =
𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2
  

  หรือ |𝐸𝐸(𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1)| = 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)
2

 

  พิจารณา �𝑛𝑛+22 � = (𝑛𝑛+2)!
(𝑛𝑛!)(2!)

  

                       = (𝑛𝑛+2)(𝑛𝑛+1)

2
 

  จาก   𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)
2

<
(𝑛𝑛+2)(𝑛𝑛+1)

2
 

  นั่นคือ |𝐸𝐸(𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1)| = 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)
2

< (𝑛𝑛+2)(𝑛𝑛+1)
2

= �𝑛𝑛+22 � 

  เนื่องจาก กราฟท่ีมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 2 สีได จะตองมีจำนวนเสนเช่ือม

อยางนอย �𝑛𝑛+22 �  เสน  

  ดังนั้น กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 2  สีได             # 

ทฤษฎีบท 3.1.4 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนนับที ่  𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดว าจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 คือ 

𝑛𝑛 + 1    (𝜓𝜓(𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1) = 𝑛𝑛 + 1)   

การพิสูจน จากบทต้ังท่ี 3.1.2  

  ท่ีกลาววา กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 1  สีได 

  จากบทต้ังท่ี 3.1.3  

  ที่กลาว กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 2  สีได 

  ดังนั้น กราฟ 𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1 มีจำนวนอโครมาติกคือ 𝑛𝑛 + 1 

  นั่นคือ   𝜓𝜓(𝐾𝐾𝑛𝑛⨀𝐾𝐾1) = 𝑛𝑛 + 1                                    # 
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3.2 กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑛𝑛, 1)  

บทต้ัง 3.2.1 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 2 จะไดวา 
18𝑛𝑛−3

8
> 2𝑛𝑛 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 2 

  และ 𝑃𝑃(𝑛𝑛) แทน 18𝑛𝑛−3
8

> 2𝑛𝑛 

  พิจารณา 𝑃𝑃(2) 

  จะไดวา 18(2)−3
8

= 33
8

= 4.125 > 4 = 2(2) เปนจริง 

  นั้นคือ 𝑃𝑃(2) เปนจริง 

  ให 𝑘𝑘 เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี 𝑘𝑘 ≥ 2 และ 𝑃𝑃(𝑘𝑘)  เปนจริง 
  นั้นคือ 18𝑘𝑘−3

8
> 2𝑘𝑘 

  ตอไปจะแสดง 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง   

  พิจารณา  18(𝑘𝑘+1)−3
8

  = 18𝑘𝑘−3
8

+ 18
8

= 18𝑘𝑘−3
8

+ 2.25 

  และ 2(𝑘𝑘 + 1) = 2𝑘𝑘 + 2 

  จากสมมติฐาน และ 2.25 > 2 

  นั่นคือ 18(𝑘𝑘+1)−3
8

> 2(𝑘𝑘 + 1) 

  ดังนั้น 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง 

  โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดว า 𝑃𝑃(𝑛𝑛) เปนจร ิง โดยที ่  𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม              

ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 2 นั้นคือ  18𝑛𝑛−3
8

> 2𝑛𝑛                     # 

บทต้ัง 3.2.2 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4 จะไดวา 
9(2𝑛𝑛+1)

8
> 2(𝑛𝑛 + 1) 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4 

  และ 𝑃𝑃(𝑛𝑛) แทน 9(2𝑛𝑛+1)
8

> 2(𝑛𝑛 + 1) 

  พิจารณา 𝑃𝑃(4) 

  จะไดวา 9(2(4)+1)
8

= 81
8

= 10.125 > 10 = 2(4 + 1) เปนจริง 

  นั้นคือ 𝑃𝑃(4) เปนจริง 

  ให 𝑘𝑘 เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี 𝑘𝑘 ≥ 4 และ 𝑃𝑃(𝑘𝑘)  เปนจริง 
  นั้นคือ  9(2𝑘𝑘+1)

8
> 2(𝑘𝑘 + 1) 

  ตอไปจะแสดง 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง   

  พิจารณา  9(2(𝑘𝑘+1)+1)
8

  = 9(2𝑘𝑘+1+2)
8

= 9(2𝑘𝑘+1)
8

+ 18
8

 

  และ 2�(𝑘𝑘 + 1) + 1� = 2(𝑘𝑘 + 1) + 2 
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  จากสมมติฐาน และ 18
8

> 2 

  นั่นคือ 9(2(𝑘𝑘+1)+1)
8

> 2�(𝑘𝑘 + 1) + 1� 

  ดังนั้น 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง 

  โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดว า 𝑃𝑃(𝑛𝑛) เปนจร ิง โดยที ่  𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม              

ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4 นั้นคือ  9(2𝑛𝑛+1)
8

> 2(𝑛𝑛 + 1)                   # 

 

บทต้ัง 3.2.3 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดวา 
3(6𝑛𝑛+1)

8
> 2𝑛𝑛 + 1 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 

  และ 𝑃𝑃(𝑛𝑛) แทน 3(6𝑛𝑛+1)
8

> 2𝑛𝑛 + 1 

  พิจารณา 𝑃𝑃(3) 

  จะไดวา 3(6(3)+1)
8

= 57
8

= 7.125 > 7 = 2(3) + 1 เปนจริง 

  นั้นคือ 𝑃𝑃(3) เปนจริง 

  ให 𝑘𝑘 เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี 𝑘𝑘 ≥ 3 และ 𝑃𝑃(𝑘𝑘)  เปนจริง 
  นั้นคือ  3(6𝑘𝑘+1)

8
> 2𝑘𝑘 + 1 

  ตอไปจะแสดง 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง  

  พิจารณา  3(6(𝑘𝑘+1)+1)
8

  = 3�(6𝑘𝑘+1)+6�
8

= 3(6𝑘𝑘+1)
8

+ 18
8

 

  และ 2(𝑘𝑘 + 1) + 1 = 2𝑘𝑘 + 1 + 2 

  จากสมมติฐาน และ 18
8

> 2  

  นั่นคือ 3(6(𝑘𝑘+1)+1)
8

> 2(𝑘𝑘 + 1) + 1 

  ดังนั้น 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง 

  โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดว า 𝑃𝑃(𝑛𝑛) เปนจร ิง โดยที ่  𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม              

ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 นั้นคือ  3(6𝑛𝑛+1)
8

> 2𝑛𝑛 + 1                    # 

บทต้ัง 3.2.4 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 5  จะไดวา 
3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)

8
> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 5 

  และ 𝑃𝑃(𝑛𝑛) แทน 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) 

  พิจารณา 𝑃𝑃(5) 

  จะไดวา 3
(3(5)−1)�(5)−1�

8
= 168

8
= 21 > 20 = 5(5 − 1) เปนจริง 

  นั้นคือ 𝑃𝑃(5) เปนจริง 
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  ให 𝑘𝑘 เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี 𝑘𝑘 ≥ 5 และ 𝑃𝑃(𝑘𝑘)  เปนจริง 
  นั้นคือ 3(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)

8
> 𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1) 

  ตอไปจะแสดง 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง   

  พิจารณา  3
(3(𝑘𝑘+1)−1)�(𝑘𝑘+1)−1�

8
  = 3(3𝑘𝑘+3−1)(𝑘𝑘+1−1)

8
 

                  = 3�(3𝑘𝑘−1)+3��(𝑘𝑘−1)+1�
8

 

                                = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)+3(𝑘𝑘−1)+(3𝑘𝑘−1)+3�
8

  

        = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)�
8

+ 3(3(𝑘𝑘−1)+(3𝑘𝑘−1)+3)
8

 

        = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)�
8

+ 3(3𝑘𝑘−3+3𝑘𝑘−1+3)
8

 

        = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)�
8

+ 3(6𝑘𝑘−1)
8

 

        = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)�
8

+ 18𝑘𝑘−3
8

 

  พิจารณา  (𝑘𝑘 + 1)(𝑘𝑘 + 1 − 1)   = (𝑘𝑘 + 1)�(𝑘𝑘 − 1) + 1� 

   = 𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1) + (𝑘𝑘 − 1) + 𝑘𝑘 + 1 

   = 𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1) + 2𝑘𝑘 

  จากบทต้ัง 3.2.1  

  ท่ีกลาววา ∀𝑛𝑛 ≥ 2 จะไดวา 
18𝑛𝑛−3

8
> 2𝑛𝑛 

  และจากสมมติฐาน  

  นั่นคือ 3
(3(𝑘𝑘+1)−1)�(𝑘𝑘+1)−1�

8
> (𝑘𝑘 + 1)�(𝑘𝑘 + 1) − 1� 

  ดังนั้น 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง 

  โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวา 𝑃𝑃(𝑛𝑛) เปนจริง โดยที่ 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม และ  

𝑛𝑛 ≥ 5 นั้นคือ 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)                              # 

บทต้ัง 3.2.5 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7  จะไดวา  
3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)

8
> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 

  และ 𝑃𝑃(𝑛𝑛) แทน 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2 

  พิจารณา 𝑃𝑃(7) 

  จะไดวา 3
(3(7)−1)�(7)−1�

8
= 360

8
= 45 > 44 = 7(7 − 1) + 2 เปนจริง 

  นั้นคือ 𝑃𝑃(7) เปนจริง 

  ให 𝑘𝑘 เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี 𝑘𝑘 ≥ 7 และ 𝑃𝑃(𝑘𝑘)  เปนจริง 
  นั้นคือ 3(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)

8
> 𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1) + 2 
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  ตอไปจะแสดง 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง   

  พิจารณา  3
(3(𝑘𝑘+1)−1)�(𝑘𝑘+1)−1�

8
  = 3(3𝑘𝑘+3−1)(𝑘𝑘+1−1)

8
 

                  = 3�(3𝑘𝑘−1)+3��(𝑘𝑘−1)+1�
8

 

                                = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)+3(𝑘𝑘−1)+(3𝑘𝑘−1)+3�
8

  

        = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)�
8

+ 3(3(𝑘𝑘−1)+(3𝑘𝑘−1)+3)
8

 

        = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)�
8

+ 3(3𝑘𝑘−3+3𝑘𝑘−1+3)
8

 

        = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)�
8

+ 3(6𝑘𝑘−1)
8

 

        = 3�(3𝑘𝑘−1)(𝑘𝑘−1)�
8

+ 18𝑘𝑘−3
8

 

  พิจารณา  (𝑘𝑘 + 1)(𝑘𝑘 + 1 − 1) + 2 = (𝑘𝑘 + 1)�(𝑘𝑘 − 1) + 1� + 2 

   = 𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1) + (𝑘𝑘 − 1) + 𝑘𝑘 + 1 + 2 

   = 𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1) + 2 + 2𝑘𝑘 

  โดยบทต้ัง 3.2.1  

  ท่ีกลาววา ∀𝑛𝑛 ≥ 2 จะไดวา 
18𝑛𝑛−3

8
> 2𝑛𝑛 

  และจากสมมติฐาน  

  นั่นคือ 3
(3(𝑘𝑘+1)−1)�(𝑘𝑘+1)−1�

8
> (𝑘𝑘 + 1)�(𝑘𝑘 + 1) − 1� 

  ดังนั้น 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง   

  โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวา 𝑃𝑃(𝑛𝑛) เปนจริง โดยที่ 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม และ  

𝑛𝑛 ≥ 7 นั้นคือ 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)                               # 

บทตั ้ง 3.2.6 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣{2, 3, 4, … , 𝑛𝑛 − 1} จะไดว า  
(3𝑛𝑛+1)(3𝑛𝑛−1)

8
>

𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2𝑚𝑚 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣{2, 3, 4, … , 𝑛𝑛 − 1}   

  กำหนดให  𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥{2, 3, 4, … , 𝑛𝑛 − 1} 

  และ 𝑃𝑃(𝑛𝑛) แทน (3𝑛𝑛+1)(3𝑛𝑛−1)
8

> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2(𝑛𝑛 − 1) = (𝑛𝑛 + 2)(𝑛𝑛 − 1) 

  พิจารณา 𝑃𝑃(7) 

  จะไดวา (3(7)+1)(3(7)−1)
8

= 440
8

= 55 > 54 = (7 + 2)(7 − 1) เปนจริง 

  นั้นคือ 𝑃𝑃(7) เปนจริง 

  ให 𝑘𝑘 เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี 𝑘𝑘 ≥ 7 และ 𝑃𝑃(𝑘𝑘)  เปนจริง 
  นั้นคือ (3𝑘𝑘+1)(3𝑘𝑘−1)

8
> (𝑘𝑘 + 2)(𝑘𝑘 − 1) 

  ตอไปจะแสดง 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง   
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  พิจารณา  (3(𝑘𝑘+1)+1)(3(𝑘𝑘+1)−1)
8

  = (3𝑘𝑘+3+1)(3𝑘𝑘+3−1)
8  

                = �(3𝑘𝑘+1)+3��(3𝑘𝑘−1)+3�
8

 

                              = (3𝑘𝑘+1)(3𝑘𝑘−1)+3(3𝑘𝑘−1)+3(3𝑘𝑘+1)+9
8

  

      = (3𝑘𝑘+1)(3𝑘𝑘−1)
8

+ 3(3𝑘𝑘−1)+3(3𝑘𝑘+1)+9
8

 

      = (3𝑘𝑘+1)(3𝑘𝑘−1)
8

+ 3(3𝑘𝑘−1+3𝑘𝑘+1+3)
8

 

      = (3𝑘𝑘+1)(3𝑘𝑘−1)
8

+ 3(6𝑘𝑘+3)
8

 

      = (3𝑘𝑘+1)(3𝑘𝑘−1)
8

+ 9(2𝑘𝑘+1)
8

 

  พิจารณา  �(𝑘𝑘 + 1) + 2��(𝑘𝑘 + 1) − 1�  = �(𝑘𝑘+ 2) + 1��(𝑘𝑘 − 1) + 1� 

   = (𝑘𝑘 + 2)(𝑘𝑘 − 1) + (𝑘𝑘 − 1) + (𝑘𝑘 + 2) + 1 

   = (𝑘𝑘 + 2)(𝑘𝑘 − 1) + 2(𝑘𝑘 + 1) 

  จากบทต้ัง 3.2.2  

  ท่ีกลาววา ∀𝑛𝑛 ≥ 4 จะไดวา 
9(2𝑛𝑛+1)

8
> 2(𝑛𝑛 + 1) 

  และจากสมมติฐาน  

  นั่นคือ (3(𝑘𝑘+1)+1)(3(𝑘𝑘+1)−1)
8

> �(𝑘𝑘 + 1) + 2��(𝑘𝑘 + 1) − 1� 

  ดังนั้น 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง  

  โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวา 𝑃𝑃(𝑛𝑛) เปนจริง โดยที่ ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม         

ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣{2, 3, 4, … ,𝑛𝑛 − 1} จะไดวา  
(3𝑛𝑛+1)(3𝑛𝑛−1)

8
> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2𝑚𝑚                      # 

บทต้ัง 3.2.7 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 1 จะไดวา  
18
4
𝑛𝑛 + 15

4
> 2(𝑛𝑛 + 1) 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 

  และ 𝑃𝑃(𝑛𝑛) แทน 18
4
𝑛𝑛 + 15

4
> 2(𝑛𝑛 + 1) 

  พิจารณา 𝑃𝑃(1) 

  จะไดวา 18
4

(1) + 15
4

= 18+15
4

= 33
4

= 8.25 > 4 = 2(1 + 1) เปนจริง 

  นั้นคือ 𝑃𝑃(1) เปนจริง 

  ให 𝑘𝑘 เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี 𝑘𝑘 ≥ 1 และ 𝑃𝑃(𝑘𝑘)  เปนจริง 
  นั้นคือ 18

4
𝑘𝑘 + 15

4
> 2(𝑘𝑘 + 1) 

  ตอไปจะแสดง 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง   

  พิจารณา  18
4

(𝑘𝑘 + 1) + 15
4

  = 18
4
𝑘𝑘 + 33

4
 

  พิจารณา  2�(𝑘𝑘 + 1) + 1�  = 2(𝑘𝑘 + 1) + 2 

  เห็นไดชัดวา 33
4

> 2           
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  และจากสมมติฐาน  

  นั่นคือ 18
4

(𝑘𝑘 + 1) + 15
4

 >  2�(𝑘𝑘 + 1) + 1� 

  ดังนั้น 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง  

  โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวา 𝑃𝑃(𝑛𝑛) เปนจริง โดยท่ี 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี  𝑛𝑛 ≥ 1 

จะไดวา  
18
4
𝑛𝑛 + 15

4
> 2(𝑛𝑛 + 1)                                  # 

บทตั ้ง 3.2.8 ให  𝑛𝑛 เป นจำนวนเต ็ม ท่ี  𝑛𝑛 ≥ 4 และ  𝑚𝑚𝑣𝑣 �0, 1, 2, … , 𝑛𝑛
2
− 1� จะได ว า   

(3𝑛𝑛)(3𝑛𝑛−2)
8

>

𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2𝑚𝑚 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣 �0, 1, 2, … , 𝑛𝑛
2
− 1�   

  กำหนดให  𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 �0, 1, 2, … , 𝑛𝑛
2
− 1� 

  และ 𝑃𝑃(𝑛𝑛) แทน (3𝑛𝑛)(3𝑛𝑛−2)
8

> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2 �𝑛𝑛
2
− 1� 

  พิจารณา 𝑃𝑃(4) 

  จะไดวา 
�3(4)�(3(4)−2)

8
= 120

8
= 15 > 14 = 4(4 − 1) + 2 �4

2
− 1� เปนจริง 

  นั้นคือ 𝑃𝑃(4) เปนจริง 

  ให 𝑘𝑘 เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี 𝑘𝑘 ≥ 4 และ 𝑃𝑃(𝑘𝑘)  เปนจริง 
  นั้นคือ (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘−2)

8
> 𝑘𝑘(𝑘𝑘 − 1) + 2 �𝑘𝑘

2
− 1� 

  ตอไปจะแสดง 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง   

  พิจารณา  �3(𝑘𝑘+1)�(3(𝑘𝑘+1)−2)
8

   = (3𝑘𝑘+3)(3𝑘𝑘+3−2)
8  

   =
(3𝑘𝑘+3)�(3𝑘𝑘−2)+3�

8
 

   = (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘−2)+3(3𝑘𝑘−2)+3(3𝑘𝑘)+9
8

  

   = (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘−2)
8

+ 3(3𝑘𝑘−2)+3(3𝑘𝑘)+9
8

 

   = (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘−2)
8

+ 3(3𝑘𝑘−2+3𝑘𝑘+3)
8

 

   = (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘−2)
8

+ 3(6𝑘𝑘+1)
8

 

  พิจารณา 

   (𝑘𝑘 + 1)�(𝑘𝑘 + 1)− 1� + 2 �(𝑘𝑘+1)
2

− 1�  = (𝑘𝑘 + 1)�(𝑘𝑘 − 1) + 1� + 2 ��𝑘𝑘
2
− 1� + 1

2
�  

   = (𝑘𝑘)(𝑘𝑘 − 1) + 𝑘𝑘 + (𝑘𝑘 − 1) + 1 + 2 �𝑘𝑘
2
− 1�+ 1 

   = (𝑘𝑘)(𝑘𝑘 − 1) + 2 �𝑘𝑘
2
− 1� + 2𝑘𝑘 + 1 

  จากบทต้ัง 3.2.3  

  ท่ีกลาววา ∀𝑛𝑛 ≥ 3  จะไดวา 
3(6𝑛𝑛+1)

8
> 2𝑛𝑛 + 1 

  และจากสมมติฐาน  



21 

 

  นั่นคือ (3(𝑘𝑘+1)+1)(3(𝑘𝑘+1)−1)
8

> �(𝑘𝑘 + 1) + 2��(𝑘𝑘 + 1) − 1� 

  ดังนั้น 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง  

  โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวา 𝑃𝑃(𝑛𝑛) เปนจริง โดยที่ ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม         

ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣 �2, 3, 4, … , 𝑛𝑛
2
− 1�  จะไดวา  

(3𝑛𝑛+1)(3𝑛𝑛−1)
8

> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2𝑚𝑚                    # 

บทต้ัง 3.2.9 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣 � 1, 2, … , 𝑛𝑛
2
− 1� จะไดวา  

(3𝑛𝑛)(3𝑛𝑛+2)
4

> 𝑛𝑛2 + 2𝑚𝑚 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣 � 1, 2, … , 𝑛𝑛
2
− 1�   

  กำหนดให  𝑚𝑚 = 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 � 1, 2, … , 𝑛𝑛
2
− 1�  

  และ 𝑃𝑃(𝑛𝑛) แทน (3𝑛𝑛)(3𝑛𝑛+2)
4

> 𝑛𝑛2 + 2𝑚𝑚 = 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 − 2 

  พิจารณา 𝑃𝑃(4) 

  จะไดวา 
�3(4)�(3(4)+2)

4
= 168

4
= 42 > 18 = 16 + 4 − 2 = 42 + 4 − 2 เปนจริง 

  นั้นคือ 𝑃𝑃(4) เปนจริง 

  ให 𝑘𝑘 เปนจำนวนเต็ม โดยท่ี 𝑘𝑘 ≥ 4 และ 𝑃𝑃(𝑘𝑘)  เปนจริง 
  นั้นคือ (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘+2)

4
> 𝑘𝑘2 + 𝑘𝑘 − 2 

  ตอไปจะแสดง 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง   

  พิจารณา  
�3(𝑘𝑘+1)�(3(𝑘𝑘+1)+2)

4
  = (3𝑘𝑘+3)(3𝑘𝑘+3+2)

4
 

   =
(3𝑘𝑘+3)�(3𝑘𝑘+2)+3�

4
 

   = (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘+2)+3(3𝑘𝑘+2)+3(3𝑘𝑘)+9
4

  

   = (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘+2)
4

+ 3(3𝑘𝑘+2)+3(3𝑘𝑘)+9
4

 

   = (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘+2)
8

+ 3(3𝑘𝑘+2+3𝑘𝑘+3)
4

 

   = (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘+2)
4

+ 3(6𝑘𝑘+5)
4

 

   = (3𝑘𝑘)(3𝑘𝑘+2)
4

+ 18
4
𝑘𝑘 + 15

4
 

  พิจารณา 

   (𝑘𝑘 + 1)2 + (𝑘𝑘 + 1) − 2 = 𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘 + 1 + 𝑘𝑘 + 1 − 2  
   = 𝑘𝑘2 + 𝑘𝑘 − 2 + 2(𝑘𝑘 + 1) 

  จากบทต้ัง 3.2.7  

  ท่ีกลาววา ∀𝑛𝑛 ≥ 1  จะไดวา  
18
4
𝑛𝑛 + 15

4
> 2(𝑛𝑛 + 1) 

  และจากสมมติฐาน  

  นั่นคือ 
�3(𝑘𝑘+1)�(3(𝑘𝑘+1)+2)

4
>  (𝑘𝑘 + 1)2 + (𝑘𝑘 + 1) − 2 
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  ดังนั้น 𝑃𝑃(𝑘𝑘 + 1) เปนจริง  

  โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวา 𝑃𝑃(𝑛𝑛) เปนจริง โดยที่ ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็ม         

ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 4 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣 � 1, 2, … , 𝑛𝑛
2
− 1� จะไดวา  

(3𝑛𝑛)(3𝑛𝑛+2)
4

> 𝑛𝑛2 + 2𝑚𝑚                              # 

บทต้ัง 3.2.10 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดวากราฟ  𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� มีความสามารถในการระบายสี

สมบูรณ 𝑛𝑛 + 1 สีได  

 การพิสูจน  จากกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� เปนกราฟท่ีเกิดจากการเช่ือมแตละจุดยอดของกราฟวัฏจักร 𝐶𝐶�𝑛𝑛2� กับ 

 จุดยอดเพนแดนต ดวยเสนเช่ือมเพนแดนตท่ีสมนัยกัน จำนวน �𝑛𝑛2� เสน  

  นั่นคือ แตละจุดยอดเพนแดนตจะประชิดกับจุดยอดท่ีสมนัยกันของกราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2� และจุดยอดเพน

แดนตแตละจุดจะไมประชิดกันเอง 

  จากทฤษฎีบท 2.15 

  ท่ีกลาววา 𝜓𝜓�𝐶𝐶�𝑛𝑛2�� = 𝑛𝑛 สำหรับ จำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3  

  นั่นหมายความวา กราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2� มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛  สีได 

  สมมติใหจุดยอดเพนแดนตทั ้ง �𝑛𝑛2� จุด ถูกระบายสี ดวยสีใหม ที่ไมใชสีที่ 1 ถึงสีที่ 𝑛𝑛 สีแรก 

กลาวคือจุดเพนแดนตทุกจุด จะถูกระบายสีดวยสีท่ี 𝑛𝑛 + 1 

  จาก จุดยอดเพนแดนตประชิดกับจุดยอดที่สมนัยกันของกราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2� และจุดยอดของกราฟ 

𝐶𝐶�𝑛𝑛2� ถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี 𝑛𝑛 

  นั่นคือ จุดยอดเพนแดนตที ่ถูกระบายดวยสีที ่ 𝑛𝑛 + 1 จะประชิดกับจุดยอดของกราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2�      

ท่ีถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี 𝑛𝑛 ดวย 

  จากบทนิยาม 2.13 

     ดังนั้น กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 1  สีได            # 

ทฤษฎีบทประกอบ 3.2.11 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มคี่ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดวาขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของ

กราฟ  𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� คือ 𝑛𝑛 + 1 

การพิสูจน  จากบทต้ัง 3.2.10 

  ท่ีกลาววา กราฟ  𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 1  สีได     

  นั่นคือ 𝜓𝜓�𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1�� ≥ 𝑛𝑛 + 1  

   ดังนั้น ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� คือ 𝑛𝑛 + 1              # 

บทต้ัง 3.2.12 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 5 จะไดวากราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� ไมมีความสามารถในการระบาย

สีสมบูรณ 𝑛𝑛 +
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

  สีได 

การพิสูจน  ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 5 
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  จาก �𝐸𝐸 �𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1���  = 2 ��𝑛𝑛2�� 

     = 2 �𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−2)!
(𝑛𝑛−2)!(2)!

�  

     = 2 �𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)
2

� 

     = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)      

  พิจารณา 
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

= 𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−2)!
𝑛𝑛(𝑛𝑛−2)!(2)!

 

                       = (𝑛𝑛−1)
2

 

  และจาก �𝑛𝑛+
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

2 � = �𝑛𝑛+
(𝑛𝑛−1)
2

2
� 

   = �
3𝑛𝑛−1
2
2
� 

                                    =
�3𝑛𝑛−12 ��3𝑛𝑛−12 −1��3𝑛𝑛−12 −2�!

�3𝑛𝑛−12 −2�!(2!)
 

    = 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

 

  จากบทต้ัง 3.2.4 

  ท่ีกลาววา ถาให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ี ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 5  จะไดวา 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)                    

  นั่นคือ �𝐸𝐸 �𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1��� = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) < 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

= �𝑛𝑛+
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

2 � 

  เนื่องจาก กราฟที่มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 +
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

  สีได จะตองมีจำนวนเสน

เช่ือมอยางนอย �𝑛𝑛+
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

2 � เสน  

     ดังนั้น กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 +
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

  สีได             # 

ทฤษฎีบทประกอบ 3.2.13 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มคี่ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 5 จะไดวาขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของ

กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(�𝑛𝑛2�, 1) คือ 𝑛𝑛 +
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

 

การพิสูจน  จากบทต้ัง 3.2.12 

  ท่ีกลาววา กราฟ  𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 +
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

  สีได     

   นั่นคือ  𝜓𝜓�𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1�� < 𝑛𝑛 +
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

 

   ดังนั้น ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� คือ 𝑛𝑛 +
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

              # 
ทฤษฎีบท 3.2.14 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 5 จะไดวา 𝑛𝑛 + 1 ≤ 𝜓𝜓�𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1�� ≤ 𝑛𝑛 +

�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛
− 1 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 5 

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.11 
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   ท่ีกลาววา ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� คือ 𝑛𝑛 + 1  

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.13 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� คือ 𝑛𝑛 +
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛

 

   นั่นคือ  𝜓𝜓 �𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1�� ≤ 𝑛𝑛 + �𝑛𝑛2�
𝑛𝑛
− 1 

   ดังนั้น  𝑛𝑛 + 1 ≤ 𝜓𝜓�𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1�� ≤ 𝑛𝑛 +
�𝑛𝑛2�
𝑛𝑛
− 1                       # 

ตัวอยางท่ี 3.2.1 ให 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��52�, 1� เปนกราฟท่ีมีการระบายสีสมบูรณใหกับจุดยอด ดังรูป 

 
𝑆𝑆𝑆𝑆 ��52�, 1� มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 6 สีได 

  และ กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��52�, 1� ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 7 สีได เนื่องจากจำนวนจุดยอดของ

กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��52�, 1� นอยกวา 21 จุด 

 ดังนั้น กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��52�, 1� มีจำนวนอโครมาติกเปน 6  �𝜓𝜓 �𝑆𝑆𝑆𝑆 ��52�, 1�� = 6�                          # 

 

บทตั้ง 3.2.15 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มคี่ที ่ 𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดวากราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1, 1� มีความสามารถในการ

ระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛  สีได 

 การพิสูจน  จากกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1, 1� เปนกราฟที่เกิดจากการเชื ่อมแตละจุดยอดของกราฟวัฏจักร

  𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+1 กับ จุดยอดเพนแดนต ดวยเสนเช่ือมเพนแดนตท่ีสมนัยกัน จำนวน �𝑛𝑛2� + 1 เสน  

  นั่นคือ แตละจุดยอดเพนแดนตจะประชิดกับจุดยอดท่ีสมนัยกันของกราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+1 และจุดยอด

เพนแดนตแตละจุดจะไมประชิดกันเอง 

 จากทฤษฎีบท 2.16 

  ท่ีกลาววา 𝜓𝜓�𝐶𝐶�𝑛𝑛2� + 1� = 𝑛𝑛 − 1 สำหรับ จำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3  

  นั่นหมายความวา กราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+1 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 − 1  สีได 
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  สมมติใหจุดยอดเพนแดนตท้ัง �𝑛𝑛2� + 1 จุด ถูกระบายสี ดวยสีใหม ท่ีไมใชสีท่ี 1 ถึงสีท่ี 𝑛𝑛 − 1 

สีแรก กลาวคือจุดเพนแดนตทุกจุด จะถูกระบายสีดวยสีท่ี 𝑛𝑛 

  จาก จุดยอดเพนแดนตประชิดกับจุดยอดที่สมนัยกันของกราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+1 และจุดยอดของกราฟ 

𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+1 ถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี 𝑛𝑛 − 1 

  นั ่นคือ จุดยอดเพนแดนตที ่ถ ูกระบายดวยสีที ่ 𝑛𝑛 จะประชิดกับจุดยอดของกราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+1         

ท่ีถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี 𝑛𝑛 − 1 ดวย 

  จากบทนิยาม 2.13 

     ดังนั้น กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1, 1� มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛  สีได            # 

ทฤษฎีบทประกอบ 3.2.16 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มคี่ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดวาขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของ

กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1, 1� คือ 𝑛𝑛 

การพิสูจน จากบทต้ัง 3.2.15 

  ท่ีกลาววา กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1, 1� มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 สีได     

  นั่นคือ 𝜓𝜓�𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 1, 1�� ≥ 𝑛𝑛  

   ดังนั้น ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 1, 1� คือ 𝑛𝑛              # 

บทตั้ง 3.2.17 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ี ที่ 𝑛𝑛 ≥ 7 จะไดวากราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1, 1� ไมมีความสามารถในการ

ระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1
𝑛𝑛
� สีได 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ี ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 

  จาก �𝐸𝐸 �𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 1,1���    = 2 ��𝑛𝑛2�+ 1� 

 = 2 �𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−2)!
(𝑛𝑛−2)!(2)!

+ 1�  

 = 2 �𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)
2

+ 1� 

 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2      

  พิจารณา �
�𝑛𝑛2�+1
𝑛𝑛
�  = �𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)+2

2𝑛𝑛
� 

   = �𝑛𝑛−1
2

+ 1
𝑛𝑛
� 

  จาก 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ี  

  จะไดวา 𝑛𝑛 − 1 เปนจำนวนเต็มคู 

  นั่นคือ 2|(𝑛𝑛 − 1) 

  ดังนั้น 𝑛𝑛−1
2

 เปนจำนวนเต็ม 

  จากทฤษฎีบท 2.21 และ ทฤษฎีบท 2.22 

                                 �𝑛𝑛−1
2

+ 1
𝑛𝑛
� = 𝑛𝑛−1

2
+ �1

𝑛𝑛
� 

                                            = 𝑛𝑛−1
2

 



26 

 

  นั่นคือ �
�𝑛𝑛2�+1
𝑛𝑛
�  = 𝑛𝑛−1

2
 

  และจาก �
𝑛𝑛+�

�𝑛𝑛2�+1
𝑛𝑛 �

2
� = �𝑛𝑛+

𝑛𝑛−1
2

2
� 

  = �
3𝑛𝑛−1
2
2
� 

       =
�3𝑛𝑛−12 ��3𝑛𝑛−12 −1��3𝑛𝑛−12 −2�!

�3𝑛𝑛−12 −2�!(2!)
 

  = 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

 

  จากบทต้ัง 3.2.5 

  ท่ีกลาววา ถาให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ี ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7  จะไดวา 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

> 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2                    

  นั้นคือ �𝐸𝐸 �𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 1, 1��� = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2 < 3(3𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−1)
8

= �
𝑛𝑛+�

�𝑛𝑛2�+1
𝑛𝑛 �

2
� 

  จาก การระบายสีสมบูรณลงบนจุดยอดของกราฟจำนวน 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1
𝑛𝑛
�  สีได จะตองมีจำนวน

เสนเช่ือมอยางนอย �
𝑛𝑛+�

�𝑛𝑛2�+1
𝑛𝑛 � 

2
� เสน  

     ดังนั้น กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1, 1� ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ  𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1
𝑛𝑛

�  สีได # 

ทฤษฎีบทประกอบ 3.2.18 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มคี่ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 จะไดวาขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของ

กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1, 1 �  คือ 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1
𝑛𝑛
�  

การพิสูจน  จากบทต้ัง 3.2.17 

  ท่ีกลาววากราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 1, 1� ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1
𝑛𝑛

�  สีได    

   นั่นคือ  𝜓𝜓�𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1�� < 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1

𝑛𝑛
� 

   ดังนั้น ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�, 1� คือ 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1
𝑛𝑛

�               # 

ทฤษฎีบท 3.2.19 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 จะไดวา 

𝑛𝑛 + 1 ≤ 𝜓𝜓�𝑆𝑆𝑆𝑆 ��
𝑛𝑛
2
�+ 1, 1�� ≤ 𝑛𝑛 + �

�𝑛𝑛2�+ 1
𝑛𝑛

� − 2 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.16 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1, 1� คือ 𝑛𝑛  

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.18 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 1, 1� คือ 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1
𝑛𝑛

� − 1  

   นั่นคือ  𝜓𝜓�𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 1,1�� ≤ 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1
𝑛𝑛
� − 2 
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   ดังนั้น   𝑛𝑛 ≤ 𝜓𝜓 �𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 1,1�� ≤ 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+1
𝑛𝑛
� − 2                          # 

ตัวอยางท่ี 3.2.2 ให 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��72� + 1,1� เปนกราฟท่ีมีการระบายสีสมบูรณใหกับจุดยอด ดังรูป 

 
 เนื่องจาก กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��72� + 1,1� มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 8 สีได 

𝑆𝑆𝑆𝑆 ��72� + 1,1� ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 9 สีได เนื่องจากจำนวนจุดยอด

ของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��72� + 1,1� นอยกวา 36 จุด 

 ดังนั้น กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��72� + 1,1� มีจำนวนอโครมาติกเปน 8  �𝜓𝜓 �𝑆𝑆𝑆𝑆 ��72� + 1,1�� = 8�                     # 
 

บทต้ัง 3.2.20 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣{2, 3, … , 𝑛𝑛 − 1} จะไดวากราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 𝑚𝑚, 1� 

มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 1  สีได 

การพิสูจน  ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣{2, 3, … ,𝑛𝑛 − 1 } 

     จากกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 𝑚𝑚, 1� เปนกราฟที่เกิดจากการเชื่อมแตละจุดยอดของกราฟวัฏจักร

  𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚 กับ จุดยอดเพนแดนต ดวยเสนเช่ือมเพนแดนตท่ีสมนัยกัน จำนวน �𝑛𝑛2� + 𝑚𝑚 เสน  

  นั่นคือ แตละจุดยอดเพนแดนตจะประชิดกับจุดยอดท่ีสมนัยกันของกราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚 และจุดยอด

เพนแดนตแตละจุดจะไมประชิดกันเอง 

  จากทฤษฎีบท 2.17 

  ท่ีกลาววา 𝜓𝜓�𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚� = 𝑛𝑛 + 1     สำหรับ จำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣{2, 3, … , 𝑛𝑛 − 1} 

  นั่นหมายความวา กราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛  สีได 

  สมมติใหจุดยอดเพนแดนตทั้ง �𝑛𝑛2� + 𝑚𝑚 จุด ถูกระบายสี ดวยสีใหม ที่ไมใชสีที่ 1 ถึงสีที่ 𝑛𝑛 สี

แรก กลาวคือจุดเพนแดนตทุกจุด จะถูกระบายสีดวยสีท่ี 𝑛𝑛 + 1 

  จาก จุดยอดเพนแดนตประชิดกับจุดยอดที่สมนัยกันของกราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚 และจุดยอดของกราฟ 

𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚 ถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี 𝑛𝑛 
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7
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  นั่นคือ จุดยอดเพนแดนตที่ถูกระบายดวยสีที่ 𝑛𝑛 + 1 จะประชิดกับจุดยอดของกราฟ 𝐶𝐶�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚   

ท่ีถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี 𝑛𝑛 ดวย 

  จากบทนิยาม 2.13 

     ดังนั้น กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 𝑚𝑚, 1� มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 1  สีได          # 

ทฤษฎีบทประกอบ 3.2.21 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มคี่ท่ี 𝑛𝑛 ≥ 3 จะไดวาขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของ

กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆(�𝑛𝑛2�, 1) คือ 𝑛𝑛 + 1 

การพิสูจน  จากบทต้ัง 3.2.20 

  ท่ีกลาววา กราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 𝑚𝑚, 1� มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + 1  สีได     

  นั่นคือ 𝜓𝜓�𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 𝑚𝑚, 1�� ≥ 𝑛𝑛 + 1  

   ดังนั้น ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 𝑚𝑚, 1� คือ 𝑛𝑛 + 1              # 

บทต้ัง 3.2.22 ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣{2, 3, …𝑛𝑛 − 1} จะไดวากราฟ 𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2� + 𝑚𝑚, 1�              

ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 𝑛𝑛 + ��
𝑛𝑛
2�+𝑚𝑚
𝑛𝑛

� + 1 สีได 

การพิสูจน ให 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี 𝑛𝑛 ≥ 7 และ 𝑚𝑚𝑣𝑣{2, 3, 4, … , 𝑛𝑛 − 1} 

  จาก �𝐸𝐸 �𝑆𝑆𝑆𝑆 ��𝑛𝑛2�+ 𝑚𝑚, 1���  = 2 ��𝑛𝑛2�+ 𝑚𝑚� 

   = 2 �𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)(𝑛𝑛−2)!
(𝑛𝑛−2)!(2)!

+ 𝑚𝑚�  

   = 2 �𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)
2

+ 𝑚𝑚� 

   = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) + 2𝑚𝑚      

  พิจารณา �
�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚
𝑛𝑛

� = �𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)+2𝑚𝑚
2𝑛𝑛

� 

                                = �(𝑛𝑛−1)
2

+ 𝑚𝑚
𝑛𝑛
�  

  จาก 𝑛𝑛 เปนจำนวนเต็มค่ี  

  จะไดวา 𝑛𝑛 − 1 เปนจำนวนเต็มคู 

  นั่นคือ 2|(𝑛𝑛 − 1) 

  ดังนั้น 𝑛𝑛−1
2

 เปนจำนวนเต็ม 

  จากทฤษฎีบท 2.21 และ ทฤษฎีบท 2.22 

                                 �(𝑛𝑛−1)
2

+ 𝑚𝑚
𝑛𝑛
� = (𝑛𝑛−1)

2
+ �𝑚𝑚

𝑛𝑛
� 

                                 = (𝑛𝑛−1)
2

 

  นั่นคือ �
�𝑛𝑛2�+𝑚𝑚
𝑛𝑛

� = (𝑛𝑛−1)
2

 

  และจาก �
𝑛𝑛+�

�𝑛𝑛2�+1
𝑛𝑛 �+1

2
� = �𝑛𝑛+

(𝑛𝑛−1)
2 +1
2

� 

   = �
3𝑛𝑛+1
2
2
� 
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   =
ቀయశభమ ቁቀయశభమ ିଵቁቀయశభమ ିଶቁ!

ቀయశభమ ିଶቁ!(ଶ!)
 

   = (ଷାଵ)(ଷିଵ)
଼

 

  จากบทต้ัง 3.2.6 

  ท่ีกลาววา ถาให ݊ เปนจำนวนเต็มค่ี ท่ี ݊  7  และ ݉߳{2, 3, …݊ െ 1}  

  จะไดวา (ଷାଵ)(ଷିଵ)
଼

> ݊(݊ െ 1) + 2݉     

  นั้นคือ ቚܧ ൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ ݉, 1ቁ൰ቚ = ݊(݊ െ 1) + 2݉ < (ଷାଵ)(ଷିଵ)
଼

= ൭
ା

൫మ൯శభ
 ାଵ

ଶ
൱ 

  จาก การระบายสีสมบูรณลงบนจุดยอดของกราฟจำนวน ݊ + ቔ൫

మ൯ା


ቕ+ 1  สีไดจะตองมี

จำนวนเสนเช่ือมอยางนอย ൭
ା

൫మ൯శ
 ାଵ 

ଶ
൱ เสน  

     ดังนั้น กราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ ݉, 1ቁ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + ቔ൫

మ൯ା


ቕ + 1  สีได # 

ìùþãĊïìðøąÖĂï �����3 ให ݊ เปนจำนวนเต็มค่ี ท่ี ݊  7 และ ݉߳{2, 3, 4, … ,݊ െ 1} จะไดวาขอบเขต

บนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ ݉, 1 ቁ  คือ ݊ + ቔ൫

మ൯ା


ቕ + 1 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ จากบทต้ัง 3.2.22 

  ที่กลาววากราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ ݉, 1ቁ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + ቔ൫

మ൯ା


ቕ+ 1  

สีได    

   นั่นคือ  ߰൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯, 1ቁ൰ < ݊ + ቔ൫
݊
2൯+݉

݊
ቕ + 1 

   ดังนั้น ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ ݉, 1ቁ คือ ݊ + ቔ൫

మ൯ା


ቕ + 1  # 

ìùþãĊïìǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี ݊  7 และ ݉߳{2, 3, 4, … , ݊ െ 1} จะไดวา 

݊ + 1  ߰൭ܵܨ ቆቀ
݊
2ቁ + ݉, 1ቇ൱  ݊ + 

൫ଶ൯ + ݉
݊  

ÖćøóĉÿĎÝîŤ ให ݊ เปนจำนวนเต็มค่ีท่ี ݊  7 และ ݉߳{2, 3, 4, … ,݊ െ 1} 

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.21 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯ + ݉, 1ቁ คือ ݊ + 1 

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.23 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ ݉, 1ቁ คือ ݊ + ቔ൫

మ൯ା


ቕ + 1  

   นั่นคือ  ߰൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯ + ݉, 1ቁ൰  ݊ + ቔ൫

మ൯ା


ቕ 

   ดังนั้น  ݊ + 1  ߰൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ ݉, 1ቁ൰  ݊ + ቔ൫
݊
2൯+݉

݊
ቕ                                    # 
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êĆüĂ÷ŠćÜìĊęǰ����3 ให ܵܨ ቀ൫ଶ൯ + 6,1ቁ เปนกราฟท่ีมีการระบายสีสมบูรณใหกับจุดยอด ดังรูป 

 
 เนื่องจาก กราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯ + 6,1ቁ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 10 สีได 

  และ กราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯ + 6,1ቁ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 11 สีได เนื่องจากจำนวนจุดยอด

ของกราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯ + 6,1ቁ นอยกวา 55 จุด 

ܨܵ ቀ൫ଶ൯ + 6,1ቁ มีจำนวนอโครมาติกเปน 10  ቀ߰ ൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯ + 6,1ቁ൰ = 10ቁ               # 

 

ïìêĆĚÜǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ที ่ ݊  4 จะไดวากราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

, 1൰  มีความสามารถในการ

ระบายสีสมบูรณ ݊ + 1 สีได 

 ÖćøóĉÿĎÝîŤ  จากกราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

, 1൰ เปนกราฟที่เกิดจากการเชื ่อมแตละจุดยอดของกราฟวัฏจักร

݊+൫݊2൯ܥ  
2
 กับ จุดยอดเพนแดนต ดวยเสนเช่ือมเพนแดนตท่ีสมนัยกัน จำนวน ൫ଶ൯+ 

ଶ
 เสน  

  นั่นคือ แตละจุดยอดเพนแดนตจะประชิดกับจุดยอดท่ีสมนัยกันของกราฟ ܥ൫మ൯ା

మ
 และจุดยอด

เพนแดนตแตละจุดจะไมประชิดกันเอง 

  จากทฤษฎีบท 2.18 

  ท่ีกลาววา ߰ ቀܥ൫మ൯ା

మ
ቁ = ݊ สำหรับ จำนวนเต็มคูท่ี ݊  4  

  นั่นหมายความวา กราฟ ܥ൫మ൯ା

మ
 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊  สีได 

  สมมติใหจุดยอดเพนแดนตท้ัง ൫ଶ൯ + 
ଶ
 จุด ถูกระบายสี ดวยสีใหม ท่ีไมใชสีท่ี 1 ถึงสีท่ี ݊ สีแรก 

กลาวคือจุดเพนแดนตทุกจุด จะถูกระบายสีดวยสีท่ี ݊ + 1 

  จาก จุดยอดเพนแดนตประชิดกับจุดยอดที่สมนัยกันของกราฟ ܥ൫మ൯ା

మ
 และจุดยอดของกราฟ 

൫మ൯ାܥ

మ
 ถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี ݊ 
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  นั่นคือ จุดยอดเพนแดนตที่ถูกระบายดวยสีที่ ݊ + 1 จะประชิดกับจุดยอดของกราฟ ܥ൫మ൯ା

మ
   

ท่ีถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี ݊ ดวย 

  จากบทนิยาม 2.13 

     ดังนั้น กราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

, 1൰ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + 1  สีได            # 

ìùþãĊïìðøąÖĂï ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊  4 จะไดวาขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของ

กราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

, 1൰ คือ ݊ + 1 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ  จากบทต้ัง 3.2.25 

  ท่ีกลาววา กราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

, 1൰ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + 1  สีได     

  นั่นคือ ߰൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯, 1ቁ൰  ݊ + 1  

   ดังนั้น ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

, 1൰ คือ ݊ + 1              # 

ïìêĆĚÜǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูที่ ݊  4 จะไดวากราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

, 1൰ ไมมีความสามารถในการ

ระบายสีสมบูรณ ݊ +
൫మ൯ା


మ


+ 1  สีได 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ  ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊  4 

  จาก ቤܧ ቆܵܨ ൬൫ଶ൯ + 
ଶ

, 1൰ቇቤ  = 2 ൬൫ଶ൯+ 
ଶ
൰ 

   = 2 ቀ(ିଵ)(ିଶ)!
(ିଶ)!(ଶ)!

+ 
ଶ
ቁ  

   = 2 ቀ(ିଵ)
ଶ

+ 
ଶ
ቁ 

   = ݊ଶ      

  พิจารณา 
൫మ൯ା


మ


= మ


= ݊ 

  และจาก ቆା
൫మ൯శ


మ

 ାଵ
ଶ ቇ   = ൫ଶାଵଶ ൯ 

    = (ଶାଵ)(ଶ)(ଶିଵ)!
(ଶିଵ)!(ଶ!)

 

    = (2݊ + 1)݊ 
   = 2݊ଶ + ݊ 
  เห็นไดชัดวา ݊ଶ < 2݊ଶ + ݊     

  นั้นคือ ቤܧ ቆܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

, 1൰ቇቤ = ݊ଶ < 2݊ଶ + ݊ = ቆା
൫మ൯శ


మ

 ାଵ
ଶ ቇ 

  จาก การระบายสีสมบูรณลงบนจุดยอดของกราฟจำนวน ݊ +
൫మ൯ା


మ


+ 1  สีไดจะตองมีจำนวน

เสนเช่ือมอยางนอย ቆା
൫మ൯శ


మ

 ାଵ
ଶ ቇ เสน  

     ดังนั้น กราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯ + 
ଶ

, 1൰ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ  ݊ +
൫మ൯ା


మ


+ 1  สีได # 
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ìùþãĊïìðøąÖĂï �����8 ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊  4 จะไดวาขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของ

กราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

, 1 ൰  คือ ݊ +
൫మ൯ା


మ


 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ  จากบทต้ัง 3.2.27 

  ท่ีกลาววากราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ ݊
2 , 1൰ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ +

൫మ൯ା

మ


+ 1 สีได    

   นั่นคือ  ߰ቆܵܨ ൬൫ଶ൯ + 
ଶ

, 1൰ቇ <  ݊ +
൫మ൯ା


మ


+ 1 

   ดังนั้น ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ ݊
2 , 1൰ คือ ݊ +

൫మ൯ା

మ


+ 1    # 

ìùþãĊïìǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊  4 จะไดวา 

                     ݊ + 1  ߰ቆܵܨ ൬൫ଶ൯ + 
ଶ

, 1൰ቇ  ݊ +
൫మ൯ା


మ


 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊  4   

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.26 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

, 1൰ คือ ݊ + 1 

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.28 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯ + 
ଶ

, 1൰ คือ ݊ +
൫మ൯ା


మ


+ 1  

   นั่นคือ  ߰ቆܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

, 1൰ቇ  ݊ +
൫మ൯ା


మ


 

   ดังนั้น  ݊ + 1  ߰ቆܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

, 1൰ቇ  ݊ +
൫మ൯ା


మ


                                 # 

êĆüĂ÷ŠćÜìĊęǰ����� ให ܵܨ ൬൫ସଶ൯ + ସ
ଶ

, 1൰ เปนกราฟท่ีมีการระบายสีสมบูรณใหกับจุดยอด ดังรูป 

 
 เนื่องจาก กราฟ ܵܨ ൬൫ସଶ൯+ ସ

ଶ
, 1൰ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 5 สีได 

2

6 4

2

5

4

5

6

1

3
1

2

3

4
5

6
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  และ กราฟ ܵܨ ൬൫ସଶ൯+ ସ
ଶ

, 1൰ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 6 สีได เนื่องจากจำนวนจุดยอด

ของกราฟ ܵܨ ൬൫ସଶ൯ + ସ
ଶ

, 1൰ นอยกวา 15 จุด 

 ดังนั้น กราฟ ܵܨ ൬൫ସଶ൯+ ସ
ଶ

, 1൰ มีจำนวนอโครมาติกเปน 5  ቆ߰ቆܵܨ ൬൫ସଶ൯ + ସ
ଶ

, 1൰ቇ = 5ቇ                 # 

 

ïìêĆĚÜǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊  4 และ ݉߳{0,1,2, … , 
ଶ
െ 1}  จะไดวากราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ ݉, 1ቁ  

มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ สีได 

 ÖćøóĉÿĎÝîŤ  จากกราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯ + ݉, 1ቁ เปนกราฟที่เกิดจากการเชื ่อมแตละจุดยอดของกราฟวัฏจักร

൫݊2൯+݉ กับ จุดยอดเพนแดนต ดวยเสนเช่ือมเพนแดนตท่ีสมนัยกัน จำนวน ൫ଶ൯ܥ   + ݉ เสน  

  นั่นคือ แตละจุดยอดเพนแดนตจะประชิดกับจุดยอดท่ีสมนัยกันของกราฟ ܥ൫మ൯ା และจุดยอด

เพนแดนตแตละจุดจะไมประชิดกันเอง 

  จากทฤษฎีบท 2.19 

  ท่ีกลาววา ߰ቀܥ൫మ൯ାቁ = ݊ െ 1 สำหรับ จำนวนเต็มคูท่ี ݊  4 และ ݉߳{0,1,2, … , 
ଶ
െ 1} 

  นั่นหมายความวา กราฟ ܥ൫మ൯ା มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ െ 1  สีได 

  สมมติใหจุดยอดเพนแดนตท้ัง ൫ଶ൯ + ݉ จุด ถูกระบายสี ดวยสีใหม ท่ีไมใชสีท่ี 1 ถึงสีท่ี ݊ െ 1 

สีแรก กลาวคือจุดเพนแดนตทุกจุด จะถูกระบายสีดวยสีท่ี ݊ 

  จาก จุดยอดเพนแดนตประชิดกับจุดยอดที่สมนัยกันของกราฟ ܥ൫మ൯ା และจุดยอดของกราฟ 

݊ ൫మ൯ା ถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ีܥ െ 1 

  นั่นคือ จุดยอดเพนแดนตที ่ถูกระบายดวยสีที ่ ݊ จะประชิดกับจุดยอดของกราฟ ܥ൫మ൯ା        

ท่ีถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี ݊ െ 1 ดวย 

  จากบทนิยาม 2.13 

     ดังนั้น กราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯ + ݉, 1ቁ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊  สีได                  # 

ìùþãĊïìðøąÖĂï ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊  4 และ ݉߳{0,1,2, … , 
ଶ
െ 1} จะไดวาขอบเขตลาง

ของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ ݉, 1ቁ คือ ݊ 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ  จากบทต้ัง 3.2.30 

  ท่ีกลาววา กราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯ + ݉, 1ቁ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊  สีได     

  นั่นคือ ߰൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯, 1ቁ൰  ݊ 

   ดังนั้น ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ ݉, 1ቁ คือ ݊              # 

ïìêĆĚÜǰ����3� ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊  4 และ ݉߳{0,1,2, … , 
ଶ
െ 1}  จะไดวากราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ ݉, 1ቁ  

ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + ቔ൫

మ൯ା


ቕ + 1 สีได  
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ÖćøóĉÿĎÝîŤ  ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊  4 และ ݉߳{0,1,2, … , 
ଶ
െ 1} 

  จาก ቚܧ ൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ ݉, 1ቁ൰ቚ  = 2 ቀ൫ଶ൯+ ݉ቁ 

   = 2 ቀ(ିଵ)(ିଶ)!
(ିଶ)!(ଶ)!

+ ݉ቁ  

   = 2 ቀ(ିଵ)
ଶ

+ ݉ቁ 

   = ݊(݊ െ 1) + 2݉      

  พิจารณา ቔ
൫మ൯ା


ቕ = 
(షభ)

మ ା


 

   = ቔ(ିଵ)
ଶ

+ 

ቕ 

   = ቔ(ିଵ)
ଶ

+ 

ቕ 

   = ቔ(ିଶ)
ଶ

+ ଵ
ଶ

+ 

ቕ 

   = ቔ(ିଶ)
ଶ

+ ାଶ
ଶ

ቕ 
  จาก ݊ เปนจำนวนเต็มคู  

  จะไดวา ݊ െ 2 เปนจำนวนเต็มคู 

  นั่นคือ 2|(݊ െ 2) 

  ดังนั้น ିଶ
ଶ

 เปนจำนวนเต็ม 

  จากทฤษฎีบท 2.22 

                               ቔ(ିଶ)
ଶ

+ ାଶ
ଶ

ቕ = ିଶ
ଶ

+ ቔାଶ
ଶ

ቕ 

  กำหนดให  ݉ = ݔܽ݉ ቄ 0,1, 2, … , 
ଶ
െ 1ቅ  

         
ିଶ
ଶ

+ ቔାଶ
ଶ

ቕ = ିଶ
ଶ

+ 
ାଶቀమିଵቁ

ଶ
 

   = ିଶ
ଶ

+ ቔଶ(ିଵ)
ଶ

ቕ 

   = ିଶ
ଶ

+ ቔ(ିଵ)


ቕ 
  จากทฤษฎีบท 2.21 

        
ିଶ
ଶ

+ ቔ(ିଵ)


ቕ = ିଶ
ଶ

 

  นั่นคือ ቔ
൫మ൯ା


ቕ = ିଶ
ଶ

 

  และจาก ൭
ା

൫మ൯శ
 ାଵ

ଶ
൱  = ൬ା

షమ
మ ାଵ
ଶ

൰ 

   = ൬
య
మ
ଶ
൰ 

   =
ቀయమ ቁቀ

య
మ ିଵቁቀ

య
మ ିଶቁ!

ቀయమ ିଶቁ!(ଶ)!
 

   = (ଷ)(ଷିଶ)
଼
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  จากบทต้ัง 3.2.8 

  ท่ีกลาววา ถาให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊  4  และ ݉߳{0, 1, … 
ଶ
െ 1}  

  จะไดวา ଷ(ଷିଶ)
଼

> ݊(݊ െ 1) + 2݉     

  นั้นคือ ቚܧ ൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ ݉, 1ቁ൰ቚ = ݊(݊ െ 1) + 2݉ < (3݊)(3݊െ2)
8 = ቀ݊ + ቔ൫


మ൯ା


ቕ + 1ቁ 

  จาก การระบายสีสมบูรณลงบนจุดยอดของกราฟจำนวน ݊ + ቔ൫

మ൯ା


ቕ+ 1  สีไดจะตองมี

จำนวนเสนเช่ือมอยางนอย ൭
ା

൫మ൯శ
 ାଵ

ଶ
൱ เสน  

     ดังนั้น กราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯ + ݉, 1ቁ ไมความสามารถระบายสีสมบูรณ ݊ + ඌ൫

మ൯ା


ඐ + 1 สีได       # 

ìùþãĊïìðøąÖĂï ����33 ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊  4 และ ݉߳{0,1,2, … , 
ଶ
െ 1} จะไดวาขอบเขตบน

ของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ ݉, 1 ቁ  คือ ݊ + ቔ൫

మ൯ା


ቕ+ 1 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ  จากบทต้ัง 3.2.32 

  ท่ีกลาววากราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯+݉, 1ቁ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + ቔ൫

మ൯ା


ቕ +

1 สีได    

   นั่นคือ  ߰൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯ + ݉, 1ቁ൰ < ݊ + ቔ൫
݊
2൯+݉

݊
ቕ + 1  

   ดังนั้น ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯+݉, 1ቁ คือ ݊ + ඌ൫

మ൯ା


ඐ + 1 # 

ìùþãĊïìǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊  4 และ ݉߳{0,1,2, … , 
ଶ
െ 1} จะไดวา 

                     ݊  ߰ ൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯ + ݉, 1ቁ൰  ݊ + ቔ൫

మ൯ା


ቕ 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊  4  และ ݉߳{0,1,2, … , 
ଶ
െ 1} 

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.31 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯ + ݉, 1ቁ คือ ݊  

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.33 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ ݉, 1ቁ คือ ݊ + ඌ൫

మ൯ା


ඐ + 1  

   นั่นคือ  ߰ ൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ ݉, 1ቁ൰  ݊ + ඌ൫

మ൯ା


ඐ 

   ดังนั้น  ݊  ߰ ൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯ + ݉, 1ቁ൰  ݊ + ቔ൫
݊
2൯+݉

݊
ቕ                                       # 
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êĆüĂ÷ŠćÜìĊęǰ����� ให ܵܨ ቀ൫ସଶ൯ + 1,1ቁ เปนกราฟท่ีมีการระบายสีสมบูรณใหกับจุดยอด ดังรูป 

 
 เนื่องจาก กราฟ ܵܨ ቀ൫ସଶ൯ + 1,1ቁ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 5 สีได 

  และ กราฟ ܵܨ ቀ൫ସଶ൯ + 1,1ቁ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 6 สีได เนื่องจากจำนวนจุดยอด

ของกราฟ ܵܨ ቀ൫ସଶ൯ + 1,1ቁ นอยกวา 15 จุด 

ܨܵ ቀ൫ସଶ൯ + 1,1ቁ มีจำนวนอโครมาติกเปน 5  ቀ߰ ൬ܵܨ ቀ൫ସଶ൯ + 1,1ቁ൰ = 5ቁ                 # 

 

ïìêĆĚÜǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊  4 และ ݉߳{1,2, … , 
ଶ
െ 1}  จะไดวากราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯ + 

ଶ
+ ݉, 1൰ 

มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + 1 สีได  

 ÖćøóĉÿĎÝîŤ  จากกราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

+ ݉, 1൰ เปนกราฟที่เกิดจากการเชื่อมแตละจุดยอดของกราฟวัฏ

 จักร  ܥ൫݊2൯+݊
2+݉ กับ จุดยอดเพนแดนต ดวยเสนเช่ือมเพนแดนตท่ีสมนัยกัน จำนวน ൫ଶ൯ + 

ଶ
+ ݉ เสน  

  นั่นคือ แตละจุดยอดเพนแดนตประชิดกับจุดยอดท่ีสมนัยกันของกราฟ ܥ൫మ൯ା

మା

 และจุดยอด

เพนแดนตแตละจุดจะไมประชิดกันเอง 

  จากทฤษฎีบท 2.20 

  ท่ีกลาววา ߰ ቀܥ൫మ൯ା

మା

ቁ = ݊ สำหรับ จำนวนเต็มคูท่ี ݊  4 และ ݉߳{1,2, … , 
ଶ
െ 1 

  นั่นหมายความวา กราฟ ܥ൫మ൯ା

మା

 มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊  สีได 

  สมมติใหจุดยอดเพนแดนตท้ัง ൫ଶ൯ + 
ଶ

+ ݉ จุด ถูกระบายสี ดวยสีใหม ท่ีไมใชสีท่ี 1 ถึงสีท่ี ݊ 

สีแรก กลาวคือจุดเพนแดนตทุกจุด จะถูกระบายสีดวยสีท่ี ݊ + 1 

  จาก จุดยอดเพนแดนตจะประชิดกับจุดยอดที่สมนัยกันของกราฟ ܥ൫మ൯ା

మା

 และจุดยอดของ

กราฟ ܥ൫మ൯ା

మା

 ถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี ݊ 

5
4

3

2

1

5

4

3

1

1
2

3

4
5
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  นั ่นคือ จุดยอดเพนแดนตที ่ถ ูกระบายดวยสีที ่ ݊ + 1 จะประชิดก ับจุดยอดของกราฟ 

൫మ൯ାܥ

మା

 ท่ีถูกระบายสีดวยสีท่ี 1 ถึงสีท่ี ݊ ดวย 

  จากบทนิยาม 2.13 

     ดังนั้น กราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

+ ݉, 1൰ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + 1  สีได    # 

ìùþãĊïìðøąÖĂï ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊  4 จะไดวาขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของ

กราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

, 1൰ คือ ݊ + 1 

ÖćøóĉÿĎÝîŤ  จากบทต้ัง 3.2.35 

  ท่ีกลาววา กราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

+ ݉, 1൰ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + 1  สีได    

  นั่นคือ ߰൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯, 1ቁ൰  ݊ + 1  

   ดังนั้น ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

+ ݉, 1൰ คือ ݊ + 1          # 

ïìêĆĚÜǰ����3� ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊  4 และ ݉߳{1,2, … , 
ଶ
െ 1}  จะไดวากราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯ + 

ଶ
+ ݉, 1൰  

ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ + ඌ
൫మ൯+݊

2ା


ඐ+ 1 สีได  

ÖćøóĉÿĎÝîŤ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคูท่ี ݊  4 และ ݉߳{1,2, … , 
ଶ
െ 1}  

  จาก ቤܧ ቆܵܨ ൬൫ଶ൯ + 
ଶ

+ ݉, 1൰ቇቤ  = 2 ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

+ ݉൰ 

    = 2 ቀ(ିଵ)(ିଶ)!
(ିଶ)!(ଶ)!

+ 
ଶ

+ ݉ቁ  

    = 2 ቀ(ିଵ)
ଶ

+ 
ଶ

+ ݉ቁ 

    = ݊ଶ + 2݉      

  พิจารณา ඌ
൫మ൯ା


మା


ඐ = 

మ

మ ା


 

   = ቔ
మ

ଶ
+ 


ቕ 

    = ቔ
ଶ

+ 

ቕ 

  จาก ݊ เปนจำนวนเต็มคู  

  นั่นคือ 2|݊ 

  ดังนั้น 
ଶ
 เปนจำนวนเต็ม 

  จากทฤษฎีบท 2.21 และ ทฤษฎีบท 2.22 

                               ቔ
ଶ

+ 

ቕ = 

ଶ
+ ቔ


ቕ 

   = 
ଶ

 

  และจาก ൭
ା

൫మ൯శ

మశ
 ାଵ 

ଶ
൱ = ቀା


మାଵ
ଶ ቁ 
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   = ൬
యశమ
మ
ଶ
൰ 

   =
ቀయశమమ ቁቀయశమమ ିଵቁቀయశమమ ିଶቁ!

ቀయశమమ ିଶቁ!(ଶ!)
 

   =
ቀయశమమ ቁቀయశమమ ିଵቁ

ଶ
 

   = (ଷାଶ)(ଷ)
ସ

 

  จากบทต้ัง 3.2.9 

  ท่ีกลาววา ถาให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊  4  และ ݉߳{1, 2, … 
ଶ
െ 1}  

  จะไดวา (ଷାଶ)(ଷ)
ସ

> ݊ଶ + ݉     

  นั้นคือ ቤܧ ቆܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

, 1൰ቇቤ = ݊ଶ + ݉ < (ଷାଶ)(ଷ)
ସ

= ቆା
൫మ൯శ


మ


ଶ ቇ 

  จาก การระบายสีสมบูรณลงบนจุดยอดของกราฟจำนวน ݊ + ඌ
൫మ൯ା


మା


ඐ+ 1  สีไดจะตองมี

จำนวนเสนเช่ือมอยางนอย ൭
ା

൫మ൯శ

మశ
 ାଵ 

ଶ
൱ เสน  

     ดังนั้น กราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯ + 
ଶ

+ ݉, 1൰ ไมมีความสามารถระบายสีสมบูรณ ݊ + ඌ
൫݊2൯+

݊

2
+݉

݊
ඐ+ 1 สีได     # 

ìùþãĊïìðøąÖĂï ����38 ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊  4 และ ݉߳{1,2, … , 
ଶ
െ 1}  จะไดวาขอบเขตบน

ของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯ + 
ଶ

+ ݉, 1 ൰  คือ ݊ + ඌ
൫మ൯ା


మା


ඐ + 1  

ÖćøóĉÿĎÝîŤ  จากบทต้ัง 3.2.37 

  ที ่กลาววากราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ ݊
2 +݉, 1൰ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ ݊ +

ඌ
൫మ൯ା


మା


ඐ+ 1  สีได    

   นั่นคือ  ߰൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯, 1ቁ൰ < ݊ + ඌ
൫݊2൯+݊

2+݉

݊
ඐ+ 1 

   ดังนั้น ขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ ݊
2 , 1൰ คือ ݊ + ඌ

൫మ൯ା

మା


ඐ + 1 # 

ìùþãĊïìǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊  4 และ ݉߳{1,2, … , 
ଶ
െ 1}  จะไดวา 

                     ݊ + 1  ߰ቆܵܨ ൬൫ଶ൯ + 
ଶ

+ ݉, 1൰ቇ  ݊ +
൫మ൯ା


మା


  

ÖćøóĉÿĎÝîŤ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊  4  และ ݉߳{1,2, … , 
ଶ
െ 1}   

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.36 

   ท่ีกลาววา ขอบเขตลางของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

+ ݉, 1൰ คือ ݊ + 1 

   จากทฤษฎีบทประกอบ 3.2.38 

   ท่ีกลาววาขอบเขตบนของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

+ ݉, 1൰  คือ  ݊ + ඌ
൫݊

2
൯+

݊

2
+݉

݊
ඐ + 1  
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   นั่นคือ  ߰ቆܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

+ ݉, 1൰ቇ  ݊ + ඌ
൫݊

2
൯+

݊

2
+݉

݊
ඐ 

   ดังนั้น  ݊ + 1  ߰ቆܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

+ ݉, 1൰ቇ  ݊+ ඌ
൫݊2൯+

݊

2
+݉

݊
ඐ                         # 

êĆüĂ÷ŠćÜìĊęǰ����� ให ܵܨ ൬൫ସଶ൯ + ସ
ଶ

+ 1,1൰ เปนกราฟท่ีมีการระบายสีสมบูรณใหกับจุดยอด ดังรูป 

 
 เนื่องจาก กราฟ ܵܨ ൬൫ସଶ൯+ ସ

ଶ
+ 1,1൰ มีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 6 สีได 

  และ กราฟ ܵܨ ൬൫ସଶ൯+ ସ
ଶ

+ 1,1൰ ไมมีความสามารถในการระบายสีสมบูรณ 7 สีได เนื่องจากจำนวนจุด

ยอดของกราฟ ܵܨ ൬൫ସଶ൯+ ସ
ଶ

+ 1,1൰ นอยกวา 21 จุด 

ܨܵ ൬൫ସଶ൯+ ସ
ଶ

+ 1,1൰ มีจำนวนอโครมาติกเปน 6  ቆ߰ቆܵܨ ൬൫ସଶ൯+ ସ
ଶ

+ 1,1൰ቇ = 6ቇ       # 

 

 ïìĒìøÖǰ������ǰให ݊ เปนจำนวนเต็ม ท่ี ݊  3 ซึ่ง ܵ = ൛ݏ|ݏ = ൫ଶ൯ + ݉ൟ โดยท่ี ݉ = 0,1, … ,݊ െ 1  

 จะไดวา ܵ ครบจำนวนนบั 

 ÖćøóĉÿĎÝîŤ ให ݊ เปนจำนวนเต็ม ท่ี ݊  3 

  จาก ൫ାଵଶ ൯ = (ାଵ)


  และ ൫ଶ൯ = (ିଵ)


 

  พิจารณา ൫ାଵଶ ൯ െ ൫ଶ൯ = (ାଵ)


െ (ିଵ)


= ݊ 

  จะไดวา สำหรับ ൫ାଵଶ ൯  และ ൫ଶ൯ จะหางกันอยู ݊ เสมอ 

  นั่นคือ ถา กำหนดให 0  ݉  ݊ െ 1 

  จะไดวา ൫ଶ൯+ ݉  เมื่อ ݉ = 0,1, … ,݊ െ 1  ครบจำนวนนบัท่ีมากกวาหรือเทากับ 3  
  ให ܵ = ൛ݏ|ݏ = ൫ଶ൯+ ݉ൟ โดยท่ี ݉ = 0,1, … ,݊ െ 1 

   ดังนั้น ܵ ครบจำนวนนบั               # 

6

5

4

3

2

1

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

56
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 ïìĒìøÖǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคี่ ท่ี ݊  3 ซึ่ง ܵ = ൛ݏ|ݏ = ൫ଶ ൯+ ݉ൟ และให ݊ เปนจำนวน

 เต็มคู ท่ี ݊  4  ซึ่ง  ܵ = ൛ݏ|ݏ = ൫ଶ ൯+ ݉ൟ  โดยท่ี ݉ = 0,1, … ,݊ െ 1 จะไดวา ܵ  ܵ ครบจำนวนนบั 

 ÖćøóĉÿĎÝîŤ  ให ݊ เปนจำนวนเต็ม ท่ี ݊  3 และ ݉ = 0,1, … ,݊ െ 1 

  และ ܵ = ൛ݏ|ݏ = ൫ଶ൯ + ݉ൟ  

   ให ݊ เปนจำนวนเต็มค่ี ท่ี ݊  3 และ ܵ = ൛ݏ|ݏ = ൫ଶ ൯+ ݉ൟ  
  ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊  4  และ ܵ = ൛ݏ|ݏ = ൫ଶ ൯+ ݉ൟ 

   จากสมบัติของจำนวนเต็ม 

   จะไดวา เราสามารถแบงจำนวนเต็ม ݊ ออกเปน ݊ และ ݊  

   นัน่คือ  ݊ = ݊  ݊  

   จาก ܵ = ൛ݏ|ݏ = ൫ଶ൯ + ݉ൟ 

   จะไดวา ܵ = ൛݁ݏ|݁ݏ = ൫݊݁2 ൯ + ݉ൟ  ൛ݏ|ݏ = ൫݊2 ൯+ ݉ൟ 

                 ܵ = ܵ݁   ܵ
   จากบทแทรก 3.2.40 

   ดังนั้น ܵ  ܵ ครบจำนวนนบั               # 

 ïìĒìøÖǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคี่ ท่ี ݊  3 ซึ่ง ܵଵ = ൛ݏଵ|ݏଵ = ൫ଶ ൯ൟ, ܵଶ = ൛ݏଶ|ݏଶ = ൫ଶ ൯+ 1ൟ 

 และ ܵଷ = ൛ݏଷ|ݏଷ = ൫ଶ ൯+ ݈ൟ โดยท่ี ݈ = 2,3, … , ݊ െ 1 จะไดวา ܵ = ܵଵ  ܵଶ  ܵଷ  

 ÖćøóĉÿĎÝîŤ  ให ݊ เปนจำนวนเต็มค่ี ท่ี ݊  3 และ ݉ = 0,1, … ,݊ െ 1 

  และ ܵ = ൛ݏ|ݏ = ൫ଶ ൯+ ݉ൟ 

  ให ܵଵ = ൛ݏଵ|ݏଵ = ൫ଶ ൯ൟ,  ܵଶ = ൛ݏଶ|ݏଶ = ൫ଶ ൯+ 1ൟ และ ܵଷ = ൛ݏଷ|ݏଷ = ൫ଶ ൯+ ݈ൟ 

  โดยท่ี ݈ = 2,3, … ,݊ െ 1 

  จากนิยามของ ܵଵ, ܵଶ, ܵଷ และ ܵ 

  จะไดวา ܵ = ܵଵ  ܵଶ  ܵଷ เปนจริง              # 

 ïìĒìøÖǰ������ ให ݊ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݊  4 ซึ่ง ଵܵ = ቄݏଵ|ݏଵ = ൫ଶ ൯+ 
ଶ
ቅ,                      

  ܵଶ = ൛ݏଶ|ݏଶ = ൫ଶ൯ + ݇ൟ โดยท่ี ݇ = 0,1, … , 
ଶ
െ 1และ ܵଷ = ቄݏଷ|ݏଷ = ൫ଶ ൯ + 

ଶ
+ ݈ቅ  

 โดยท่ี ݈ = 1,2, … , 
ଶ
െ 1 จะไดวา ܵ = ଵܵ  ܵଶ  ܵଷ  

 ÖćøóĉÿĎÝîŤ  ให ݊ เปนจำนวนเต็มค่ี ท่ี ݊  4 และ ݉ = 0,1, … ,݊ െ 1 

  และ ܵ = ൛ݏ|ݏ = ൫ଶ ൯+ ݉ൟ 

  ให ଵܵ = ቄݏଵ|ݏଵ = ൫ଶ ൯+ 
ଶ
ቅ 
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          ܵ2 = ൛2ݏ|2ݏ = ൫2൯+ ݇ൟ โดยท่ี ݇ = 0,1, … , 
ଶ
െ 1  

   และ ܵଷ = ቄݏଷ|ݏଷ = ൫ଶ ൯+ 
ଶ

+ ݈ቅ โดยท่ี ݈ = 1,2, … , 
ଶ
െ 1 

  จากนิยามของ ܵଵ, ܵଶ, ܵଷ และ ܵ 

  จะไดวา ܵ = ܵଵ  ܵଶ  ܵଷ เปนจริง              # 

 Āöć÷đĀêč จากบทแทรกขางตน ถา ให ݊ เปนจำนวนเต็มคี่ ท่ี ݊  3 ซึ่ง ൫ଶ൯, ൫ଶ൯ + 1, ൫ଶ൯+ ݉  โดยท่ี 

 ݉߳{2, 3, … ,݊ െ 1} และ ให ݇ เปนจำนวนเต็มคู ท่ี ݇  4 ซึ่ง ൫ଶ൯ + 
ଶ

, ൫ଶ൯ + ݈ โดยท่ี ݈߳{0, 1, … , 
ଶ
െ 1} 

 และ൫ଶ൯ + 
ଶ

+ ,1}߳ โดยท่ี   2, … , 
ଶ
െ 1} วนไดครบจำนวนนับท่ีมากกวาหรือเทากับ 3  
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ïììĊęǰ�ǰ 

ÿøčðñúÖćøýċÖþćǰ(Conclusion) 
  

 จำนวนอโครมาติกของกราฟปลาดาวบริบูรณ ݊ (ܭۨܭଵ) และขอบเขตของจำนวนอโครมาติกของกราฟ 

,݊)ܨܵ 1) มีคาดังนี้ 

1. จำนวนอโครมาติกของกราฟปลาดาวบริบูรณ ݊ (ܭۨܭଵ) 

(ଵܭۨܭ)߰ .1  = ݊ + 1     สำหรับจำนวนเต็ม ท่ี ݊  3 

2. ขอบเขตของจำนวนอโครมาติกของกราฟ ܵܨ(݊, 1) 

 1. ݊ + 1  ߰൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯, 1ቁ൰  ݊ +
൫మ൯

െ 1   สำหรับจำนวนค่ี ݊ ท่ี ݊  5 

 2. ݊ + 1  ߰൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ 1, 1ቁ൰  ݊ + ቔ൫

మ൯ାଵ

ቕ െ 2  สำหรับจำนวนค่ี ݊ ท่ี ݊  7 

   3.  ݊ + 1  ߰൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ ݉, 1ቁ൰  ݊ + ቔ൫

మ൯ା


ቕ  สำหรับจำนวนค่ี ݊ ท่ี ݊  7                      

    และ ݉߳{2, 3, … ,݊ െ 1} 

 4.  ݊ + 1  ߰ቆܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

, 1൰ቇ  ݊ +
൫మ൯ା


మ


  สำหรับจำนวนคู ݊ ท่ี ݊  4  

 5. ݊  ߰ ൬ܵܨ ቀ൫ଶ൯+ ݉, 1ቁ൰  ݊ + ቔ൫
݊
2൯+݉

݊
ቕ   สำหรับจำนวนคู ݊ ท่ี ݊  4     

 และ ݉߳{0, 1, 2, … , 
ଶ
െ 1} 

 6. ݊ + 1  ߰ቆܵܨ ൬൫ଶ൯+ 
ଶ

+ ݉, 1൰ቇ  ݊ + ඌ
൫మ൯ା


మା


ඐ  สำหรับจำนวนคู ݊ ท่ี ݊  4                        

 และ  ݉߳{1, 2, 3, … , 
ଶ
െ 1} 
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