
11. เข็มนาทีของนาฬิกาชนิดหนึ่งยาว 4 หน่วย เริ่มเดินจากตําแหน่ง 12
นาฬิกา จงหาอัตราการเพิ่มขึ้นของพ้ืนที่เซคเตอรท์ี่ถูกกวาดผ่านโดยเข็ม
นาท ีณ เวลาใด ๆ  

12. ก้อนหินหล่นลงไปในบ่อน้ําเกิดระลอกคลื่นแผ่ออกเป็นวงกลม ซึ่งรัศมี
ของวงกลมเพิ่มขึ้นในอัตรา 3 ฟตุต่อวินาที จงหาว่าพื้นที่ของวงกลมวงนี้
เพิ่มขึ้นในอัตราเทา่ใดเม่ือเวลาผ่านไป 10 วินาท ี

13. น้ํามันรั่วไหลออกจากเรือบรรทุกน้ํามันแผ่ออกเป็นวงกลม โดยพื้นที่
ของวงกลมเพิ่มขึ้นในอัตราคงที่ 6 ตารางไมล์ต่อชั่วโมง จงหาว่ารัศมีของ
วงกลมวงนี้เพิ่มขึ้นในอัตราเท่าใดในขณะที่วงกลมมีพื้นที่ 9 ตารางไมล ์

14. บอลลูนทรงกลมขยายตัวออกโดยที่ปริมาตรเพิ่มขึ้นในอัตรา 3
ลูกบาศก์ฟุตต่อนาที จงหาว่าเสน้ผ่านศูนย์กลางของบอลลูนลูกนี้เพิ่มขึ้นใน
อัตราเท่าใดในขณะที่บอลลลูนมีรัศม ี1 ฟุต 

15. บอลลูนทรงกลมถูกปล่อยลมออกทําให้รัศมีของบอลลูนหดสั้นลงใน
อัตราคงที่ 15 เซนติเมตรต่อนาท ีจงหาว่าบอลลนูลูกนี้ถูกปล่อยลมออก
ด้วยอัตราเท่าใดในขณะที่บอลลลูนมรีัศม ี9 เซนติเมตร 

16. บันไดยาว 17 ฟุตพิงอยูกั่บกําแพง ถ้าส่วนปลายด้านล่างของบันไดถูก
ดึงออกจากกําแพงไปตามแนวราบดว้ยความเร็ว 5 ฟุตต่อวินาท ีจงหาว่า
ส่วนปลายด้านบนของบันไดจะเคลื่อนที่ลงด้วยความเรว็เท่าใด เมิ่อส่วน
ปลายด้านบนของบันไดอยูเ่หนือจากพื้น 8 ฟุต 

17. บันไดยาว 13 ฟุตพิงอยูกั่บกําแพง ถ้าส่วนปลายด้านบนของบันได
เลื่อนลงไปตามกําแพงด้วยความเร็ว 2 ฟตุต่อวินาที จงหาว่าส่วนปลาย
ด้านล่างจะเคลื่อนที่ออกจากกําแพงด้วยความเร็วเทา่ใด เม่ือส่วนปลาย
ด้านบนของบนัไดอยู่เหนือจากพื้น 5 ฟุต 

18.แผ่นไม้กระดานพิงอยูกั่บกําแพง ถ้าส่วนปลายด้านล่างของแผ่นไม้ซึ่ง
อยู่ห่างจากกําแพง 2 ฟุต ถูกดันเข้าหากําแพงด้วยความเร็ว 6 นิ้วต่อวินาท ี
จงหาว่ามุมแหลมที่ไม้กระดานทํากับพื้นเพิ่มขึ้นด้วยอัตราเร็วเท่าใด 

19. สนามซอฟต์บอลที่มีลักษณะสี่เหลี่ยม มีความยาวด้านละ 60 ฟุต ผู้
เล่นวิ่งจากเบสแรกไปเบสที่สอง ที่จดุซึ่งห่างจากเบสทีส่อง 10 ฟุต ด้วย
ความเร็ว 25 ฟุตตอ่วินาท ีจงหาความเร็วของผู้เล่นที่จดุนั้นจากจุดโฮมเบส 

20. จรวดพุ่งขึ้นไปตามแนวตั้งและถูกบันทึกตําแหน่งโดยสถานีเรดาร์ซึ่งอยู่
บนพื้นดินที่อยู่ห่างจากจุดปล่อยจรวด 5 ไมล ์จงหาวา่เม่ือจรวดพุ่งขึ้นไปที่
ระดับความสูง 4 ไมล์จะมีความเร็วเป็นเท่าใด เม่ือระยะห่างจากสถานี
เรดาร์กับจรวดเพิม่ขึ้นด้วยความเร็ว 2,000 ไมล์ต่อชั่วโมง 

21. จากภาพของกล้องถ่ายภาพและจรวดดังรปูที่ 3.4.5 อัตราการ
เปลี่ยนแปลงของระยะทางของจรวดที่วัดจากกล้องจะเป็นเท่าใด เม่ือจรวด
อยูสู่งจากพื้น 4000 ฟุต และพุ่งขึ้นในแนวดิ่งด้วยอัตรา 880 ฟุตต่อวินาท ี

22. จากภาพของกล้องถ่ายภาพและจรวดดังรปูที่  3.4.5 อัตราการ
เปลี่ยนแปลงเชิงมุมของกล้องถ่ายภาพเม่ือเทียบกับจรวดจะเป็นเทา่ใด เม่ือ

จรวดอยูสู่งเป็นมุม 
4

  เรเดียน และมอัีตราความเร็วเพิ่มขึ้นเป็น 0.2

เรเดียนต่อวินาท ี

23. ดาวเทยีมมีการโคจรเปน็แนววงร ี(elliptical orbit) รอบโลก และมี
ระยะทางจากดาวเทียมไปยังจดุศูนยก์ลางของโลกในหน่วยไมล์ดังนี้ 
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เม่ือ   เป็นมุมที่วัดจากจุดที่ดาวเทียมอยู่ใกล้พ้ืนโลกมากที่สุด (ดูรูป
ประกอบ) 

(a) จงหาความสูงของดาวเทียมที่จดุ perigee (จุดที่ดาวเทียมอยู่
ใกล้โลกมากทีสุ่ด) 
และที่จุด apogee (จุดที่ดาวเทียมอยูไ่กลโลกมากทีสุ่ด) และ
กําหนดให้รัศมีของโลกคือ  3960 ไมล ์ 

(b) เม่ือ   คือ 120   และมุม  เพิ่มขึ้นด้วยอัตรา 2.7  ต่อนาท ี
จงหาความสูงของดาวเทียม และอัตราการเปลี่ยนแปลงของ
ความสูง ณ ขณะนัน้ และ เขียนอัตราการเปลีย่นแปลงในหน่วย 
ไมล์ต่อนาท ี 

24. เครื่องบินบินขนานกับพื้นโลกด้วยความสูง 4000 ฟุต เหนือจุดสังเกตุ

การณ์ (ดูรูปประกอบ) เม่ือเครื่องบินทํามุม  เท่ากับ 30  และความเร็ว
เป็น 300 ไมล/์ชั่วโมง  

(a) มุม  ลดลงด้วยอัตราเร็วเท่าใด ณ ขณะนัน้ (ตอบในหน่วย 
ดีกรีต่อวินาท)ี     
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(b) อัตราการเปลี่ยนแปลงของระยะทางระหว่างเครื่องบินและจุด
สังเกตุการณ์จะเปน็เท่าใด ณ ขณะนัน้ (ตอบในหน่วย ฟุตต่อ
วินาท)ี โดยใช้ 1 ไมล ์เท่ากับ  5280 ฟุต 

25. แท็งค์น้ํารูปโคนที่มีปลายแหลมอยู่ด้านล่าง รัศมีด้านบน 10 ฟุต สูง 24
ฟุต ถ้าน้ําไหลเข้าสู่แท็งค์ด้วยอัตรา 20 ลูกบากศ์ฟุตตอ่นาท ีจงหาอัตรา
การเพิ่มของระดับความลึกของน้ํา ณ ขณะที่น้ําลกึ 16 ฟุต 

26. เมล็ดพืชไหลลงไปตามรางด้วยอัตรา 8 ลูกบาศก์ฟตุต่อนาท ีทาํให้เกดิ
กองรูปกรวยซึ่งความสูงของกองเมลด็พืชจะเปน็สองเทา่ของรัศมีเสมอ จง
หาอัตราการเพิ่มของความสูงของกองเมล็ดพืช ณ ขณะที่ความสูงเป็น 6 
ฟุต 

27. ทรายไหลลงไปตามรางทําให้เกดิกองทรายรปูกรวยที่มีความสูงเท่ากับ
เส้นผ่านศนูย์กลางเสมอ ถ้าความสูงเพิ่มขึ้นด้วยอัตราคงที่  5 ลูกบาศก์ฟุต
ต่อนาที จงหาอัตราการไหลของทราย ขณะที่กองทรายมีความสูงเป็น 10 
ฟุต 

28. ข้าวสาลีไหลลงไปตามรางด้วยอัตรา 10 ลูกบาศก์ฟุตต่อนาท ีทาํให้
เกิดกองข้าวสาลีรปูกรวยที่มีรัศมีเท่ากับครึ่งหนึ่งของความสูงเสมอ จงหา
อัตราการเพิ่มของความยาวเส้นรอบวงของกองข้าวสาล ีขณะที่กองข้าว
สาลีมีความสูง 8 ฟุต 

29. เครื่องบินกําลงัไต่ระดบัความสูงขึ้นเป็นมุม 30 องศาจากแนวระนาบ
จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงความสงูของเครื่องบิน ขณะที่ความเร็วของ
เครื่องบินเทา่กับ 500 ไมล์ต่อชั่วโมง 

30. เรือลําหนึ่งถูกดึงเข้าอู่เรือโดยใช้เชือกผูกติดกับรอกบนอู่เรือ (ดังรปู)
เชือกของเรือผูกติดกับหัวเรือ ณ ตําแหน่งที่ต่ํากว่ารอก 10 ฟุต ถ้าเชือกถูก
ดึงผ่านรอกด้วยอัตรา 20 ฟุตต่อนาท ีแล้วจงหาอัตราที่เรือแล่นเข้าสูอู่เ่รือ
เม่ือความยาวของเชือกเท่ากับ 125 ฟตุ 

31. จากข้อ 30 จงหาอัตราที่เชือกถูกดงึ หากเราต้องการให้เรือแล่นเข้าสูอู่่
เรือด้วยอัตรา 12 ฟุตต่อนาท ีณ ตาํแหน่งที่เชือกยาว 125 ฟตุ 

32. ชายคนหนึ่งสงู 6 ฟุต กําลังเดินด้วยอัตรา 3 ฟตุตอ่วินาท ีเข้าหาไฟ
ทางที่มีความสูง 18 ฟุต (ดังรูป) 

(a) จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของความยาวของเงาของชายคนนี ้
(b) จงหาอัตราการเคลื่อนที่ของปลายเงาของชายคนนี ้

33. ไฟนําทางในการเดินเรืออันหนึ่ง ซึ่งหมุนครบหนึ่งรอบทุก 10 วินาท ีอยู่
บนเรือลําหนึ่งซึ่งทอดสมอห่างจากชายฝัง่ 4 กิโลเมตร จงหาความเร็วของ
ลําแสงทีเ่คลื่อนทีผ่่านชายฝั่งเม่ือลําแสงนี้ทํามุม 45 องศากับชายฝัง่ 

34. เครื่องบินลําหนึ่งกําลังบินที่ความสูงคงที่ ด้วยความเร็วคงที่ 600 ไมล์
ต่อชั่วโมง ขีปนาวุธที่ใชต้่อสู้เครื่องบนิรบถูกยิงในแนวเส้นตรงตั้งฉากกับ
เส้นทางการเคลื่อนที่ของเครื่องบินซึง่จะทําให้ยิงถูกเครื่องบินลํานีท้ี่จุด P 
(ดังรูป) ณ ตาํแหนง่ที่เครื่องบินห่างจากตําแหน่ง P เท่ากับ 2 ไมล ์ขีปนาวุธ
ห่างจากตําแหน่ง P เป็นระยะ 4 ไมล ์และเคลื่อนที่ด้วยความเร็ว 1200  
ไมล์ต่อชั่วโมง จงหาอัตราการลดลงของระยะทางระหวา่งขีปนาวุธและ
เครื่องบิน 

35. จงแก้โจทย์ข้อ 34 ภายใตส้มมติฐานว่ามุมระหว่างเส้นทางการบินคือ
120 องศา โดยใชก้ฏของ cosine 

36. เฮลิคอปเตอรต์ํารวจบินไปทางทศิเหนือด้วยความเร็ว 100 ไมล์ต่อ
ชั่วโมง ที่ความสูงคงที่ ½ ไมล ์ด้านล่างรถยนต์ขับไปทางทิศตะวันตกบน
ทางหลวงด้วยความเร็ว 75 ไมล์ต่อชัว่โมง ในขณะที่เฮลคิอปเตอร์บินผา่น
ทางหลวง รถยนตอ์ยู่ทางทิศตะวันออกของเฮลิคอปเตอร ์2 ไมล ์

(a) จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของระยะห่างระหวา่งรถและ
เฮลิคอปเตอร ์ขณะที่เฮลิคอปเตอรบ์นิผ่านทางหลวง 
(b) ในขณะนั้นระยะห่างระหว่างรถและเฮลิคอปเตอรเ์พิ่มขึ้น
หรือลดลง 

From: Calculus Early Transcendentals, 10th Edition Howard Anton, Irl C. Bivens, Stephen Davis



37. อนุภาคเคลื่อนที่ตามเส้นโค้งที่มสีมการคือ 
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 สมมติว่า

อนุภาคเคลื่อนที่ตามแนวแกน x ในทิศทางบวกด้วยอัตราเร็ว 6 หน่วยต่อ
วินาทีที่จดุ (1,2) 

(a) จงหาอัตราเร็วตามแนวแกน y ที่จดุนัน้ 
(b) อนุภาคกําลังเคลื่อนที่ขึ้นหรือลงที่จุดนัน้ 

38. จุด P เคลื่อนทีไ่ปตามเสน้โค้งที่มีสมการคือ 3 17y x  เม่ือ
P  อยู่ที่จุด (2,5) ค่า	ݕ เพิ่มขึ้นด้วยอัตรา 2 หน่วยต่อวินาที จงหาว่าค่า 
 เปลี่ยนแปลงด้วยอัตราเท่าใด ݔ

39. กําหนดให้จดุ ܲ เคลื่อนที่ตามแนวเส้นตรง ݕ ൌ อยากทราบ ݔ2
ว่าระยะทางระหวา่งจุด ܲ และจุด ሺ3,0ሻ  เปลี่ยนแปลงด้วยอัตรา
เท่าไหรท่ี่จุด ሺ3,6ሻ เม่ือกําหนดให ้ݔ มีค่าลดลงด้วยอัตรา 2 หน่วยต่อ
วินาทีที่จดุนัน้ 

40. กําหนดให้จุด ܲ เคลื่อนที่ตามแนวเส้นโค้ง ݕ ൌ ݔ สมมุติว่า ݔ√
มีค่าเพิ่มขึ้นด้วยอัตรา 2 หน่วยต่อวินาที เม่ือ ݔ ൌ 3 

(a) อยากทราบว่าระยะทางระหว่างจดุ ܲ และจุด 
ሺ2,0ሻ  เปลี่ยนแปลงด้วยอัตราเท่าใดที่จุดนัน้ 

(b) อยากทราบว่ามุมที่เกิดจากแกนนอนตัดกับ
เส้นตรงที่ผ่านจดุ ܲ และจุด ሺ2,0ሻ  
เปลี่ยนแปลงด้วยอัตราเท่าใดที่จุดนัน้ 

41. กําหนดให้วัตถุหนึ่งเคลื่อนที่ตามแนวเส้นโค้ง ݕ ൌ ௫

୶మିଵ
 จงหาจุด 

เทียบกับเวลามีค่าเป็น ݔ ทั้งหมดที่ทําให้อัตราการเปลี่ยนแปลงของ ݔ
สามเท่าของอัตราการเปลี่ยนแปลงของ ݕ  เทียบกับเวลาที่จุดนัน้ [ภายใต้

สมมุติฐานที่ว่า ୢ௫
ୢ୲

 ไม่เคยเป็นศูนย]์

42. กําหนดให้วัตถุหนึ่งเคลื่อนที่ตามแนวเส้นโค้ง ݕ ൌ ଶݔ16 

ଶݕ9 ൌ 144 จงหาจุด ݔ ทั้งหมดที่ทําให้อัตราการเปลี่ยนแปลงของ ݔ 
เทียบกับเวลามีค่าเป็นเทา่กับอัตราการเปลีย่นแปลงของ ݕ  เทียบกับเวลา

ที่จุดนัน้ [ภายใต้สมมุติฐานที่ว่า ୢ௫
ୢ୲

 และ ୢ௬
ୢ୲

  ไม่เคยเป็นศูนยท์ี่จุด
เดียวกัน] 

43. สมการเลนสส์ะท้อนในทางฟิสิกส์กล่าวว่า
1
ݏ

1
ܵ
ൌ
1
݂

 

โดยที่  ݏ  แทนระยะทางจากวัตถุถึงเลนส ์ܵ  แทนระยะทางจากภาพของ
วัตถุถึงเลนส ์และ ݂ แทนระยะโฟกัสของเลนส ์สมมุติว่าเลนส์อันหนึ่งมี
ระยะโฟกัส 6 เซนติเมตร และวัตถุหนึ่งเคลื่อนที่เข้าหาเลนส์ด้วยความเร็ว 
2 เซนติเมตรต่อวนิาที อยากทราบวา่ระยะทางจากภาพของวัตถุถึงเลนส์
เปลี่ยนด้วยความเร็วเท่าไหร่เม่ือวัตถุอยู่ห่างจากเลนส ์10 เซนติเมตร และ
ที่ตําแหน่งนั้นภาพของวัตถุเคลื่อนที่เข้าหาหรือออกห่างจากเลนส ์

44. น้ําถูกกักเก็บอยู่ในอ่างเก็บน้าํรูปกรวย (ยอดแหลมอยู่ด้านล่าง)
สมมติน้ําระเหยไปด้วยอัตราซึ่งแปรผนัตรงกับพื้นทีผ่ิวน้าํที่สัมผัสกับ
อากาศ จงแสดงวา่ความลึกของน้ําจะลดลงด้วยอัตราคงที่ที่ไม่ขึ้นกับขนาด
ของอ่างเก็บน้ํา 

45. ดาวหางผ่านเข้าสูช่ั้นบรรยากาศโลกและเผาไหม้ดว้ยอัตราซึ่งแปรผนั
ตรงกับพื้นที่ผิวของดาวหาง ณ เวลานั้นสมมติรูปร่างของดาวหางเป็นทรง
กลมตลอดเวลา จงแสดงว่ารัศมีของดาวหางลดลงด้วยอัตราคงที ่

46. บนนาฬิกาอันหนึ่งเข็มนาทียาว 4 นิ้ว และเข็มชั่วโมงยาว 3 นิ้ว
ระยะทางระหว่างปลายเข็มทั้งสองจะเปลี่ยนแปลงด้วยอัตราเท่าใดตอน 9 
นาฬิกา 

47. เทกาแฟด้วยอัตราคงที่ 20 ลูกบากศ์เซนติเมตรต่อวินาท ีลงในแก้ว
กาแฟซึ่งมีรูปร่างเหมือนกรวยตัด (ดงัรูป) ถ้ารัศมีปากแก้วและก้นแก้วเปน็ 
4 และ 2 เซนติเมตรตามลําดบั และความสูงของถ้วยเป็น 6 เซนติเมตร 
ในขณะที่ความสูงของกาแฟเป็นครึ่งของความสูงถ้วย ความสูงของระดับ
กาแฟจะเปลี่ยนด้วยอัตราเท่าใด (Hint: ต่อทางก้นแก้วออกไปให้เปน็รูป
กรวย) 
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